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Introdução

Prezada leitora, prezado leitor,
É com grande satisfação que apresentamos o Caderno

de Resumos da 10ª edição da Jornada de Matemática, Ma-
temática Aplicada e Educação Matemática (J3M), evento ide-
alizado, organizado e coordenado pelos estudantes do grupo
PET Matemática da UFPR.

A J3M surgiu com o propósito de promover um espaço de
divulgação e discussão de trabalhos de Iniciação Científica
nas diferentes áreas da Matemática. Ao longo de suas edi-
ções, vem se consolidando como um importante espaço de
intercâmbio acadêmico entre os integrantes do PET Matemá-
tica, estudantes e professores do Curso de Matemática da
UFPR e de outras instituições de ensino superior.

Alcançar a décima edição representa um marco impor-
tante na trajetória da J3M. Ao longo desses anos, o evento
tem contribuído para a formação acadêmica de muitos estu-
dantes que participaram de suas atividades, oferecendo opor-
tunidades para apresentar pesquisas, compartilhar conheci-
mentos e estabelecer diálogos com a comunidade matemá-
tica. A cada edição, a J3M reafirma e amplia seu papel como
um importante espaço de divulgação científica de trabalhos
em Matemática desenvolvidos em nível de graduação, valo-
rizando a pesquisa e incentivando o envolvimento dos estu-
dantes com a produção científica.

Nesta edição, teremos mais de 80 trabalhos apresenta-
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dos, abrangendo as áreas de Educação Matemática, Álge-
bra, Análise Matemática, Equações Diferenciais, Geometria,
Topologia, Análise Numérica, Otimização e Projetos. As ban-
cas de avaliação, compostas por docentes e estudantes de
pós-graduação da UFPR, contribuem para garantir a quali-
dade e o rigor acadêmico das apresentações. Como forma
de reconhecimento e incentivo à produção acadêmica, são
concedidas distinções aos trabalhos mais bem avaliados.

Agradecemos a todos os integrantes do grupo PET Mate-
mática pela dedicação e pelo empenho na organização desta
edição da J3M. Agradecemos também aos professores e es-
tudantes de pós-graduação pelo trabalho realizado nas ban-
cas de avaliação. Por fim, registramos nosso reconhecimento
à Direção do Setor de Ciências Exatas, ao Departamento
de Matemática e à Coordenação do Curso de Matemática
pelo apoio e pela colaboração fundamentais para a realiza-
ção deste evento.

Prof. Dr. Cleber de Medeira
Tutor do PET Matemática - UFPR

Novembro de 2026
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Álgebra

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!

1
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Anéis de Baer e de Rickard

João Vitor Roseira*

24001709@uepg.br

João Vinícius Zuaretch†

25002509@uepg.br

Giuliano Gadioli La Guardia (Orientador)‡

gguardia@uepg.br

Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os anéis de Baer e Rickart,
classes definidas por propriedades relacionadas aos anuladores e elementos idem-
potentes. Analisamos a relação entre a propriedade de Rickart e a projetividade
dos ideais principais à direita, bem como o fato de que anéis de endomorfismos de
módulos semissimples são Baer. Também são estudadas a estabilidade dessas
propriedades em subanéis da forma eRe e a caracterização dos anéis de Baer por
meio da propriedade de Rickart e da completude de um reticulado de ideais. Por
fim, mostramos que, sob a hipótese de finitude ortogonal, todo anel right Rickart
é Baer. Esses resultados evidenciam as conexões entre anuladores, módulos,
idempotentes e estruturas de reticulados na teoria de anéis.

Palavras-chave: Anéis de Baer; Anéis de Rickart; Módulos; Anuladores; Idempoten-
tes.

Introdução

Os anéis de Baer e Rickart constituem classes importantes de anéis definidas por
propriedades relacionadas aos seus anuladores e elementos idempotentes. Essas
propriedades estabelecem conexões naturais com a teoria de módulos, especialmente
por meio de módulos projetivos, módulos semissimples e anéis de endomorfismos.

Enquanto a propriedade de Baer considera os anuladores à direita de subconjuntos
arbitrários, a propriedade de Rickart considera os anuladores à direita de elementos.

*Universidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matemática Aplicada.
Bolsista PROPet e Voluntário PROVIC.

†Universidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matemática Aplicada.
Voluntário PROVIC.

‡Univerisdade Estadual de Ponta Grossa, Professor Doutor do departamento de matemática e esta-
tística.
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Essa diferença permite investigar condições sob as quais essas propriedades se rela-
cionam e, em determinadas situações, tornam-se equivalentes.

Neste trabalho, estudamos essas relações com base nos resultados de Birken-
meier, Park e Rizvi (2013), utilizando Lam (1999) como referência para conceitos
fundamentais da teoria de módulos. São abordados resultados sobre anéis de en-
domorfismos de módulos semissimples, módulos projetivos e a estrutura dos ideais
principais à direita gerados por idempotentes.

Além disso, analisamos a caracterização dos anéis de Baer por meio de anéis Ric-
kart e reticulados completos, bem como a influência da finitude ortogonal na relação
entre essas duas classes de anéis.

Resultados Principais

Seja R um anel. Para um subconjunto X ⊆ R, definimos o anulador à direita e o
anulador à esquerda, respectivamente, por

rR(X) = a ∈ R | xa = 0, ∀x ∈ X (1)

e
ℓR(X) = a ∈ R | ax = 0, ∀x ∈ X. (2)

Definição 1. Um anel R é chamado Baer se, para todo subconjunto X ⊆ R, existe um
idempotente e ∈ R tal que rR(X) = eR.

Definição 2. Um anel R é chamado right Rickart se, para todo a ∈ R, existe um
idempotente e ∈ R tal querR(a) = eR.

Assim, todo anel Baer é right Rickart, pois a condição de Baer aplicada aos sub-
conjuntos unitários a fornece a condição de Rickart. Quando um anel é simultanea-
mente right e left Rickart, ele é denominado Rickart [1]. Desta maneira, propriedade
de Rickart pode ser caracterizada por meio da estrutura dos ideais principais à direita.

Proposição 1. Um anel R é right Rickart se, e somente se, aR é um módulo projetivo
para todo a ∈ R.

Portanto, a propriedade de Rickart pode ser interpretada como uma condição de
projetividade dos ideais principais à direita [1]. Outra conexão fundamental ocorre
entre módulos semissimples e anéis de endomorfismos.

Teorema 1. O anel de endomorfismos de um módulo semissimples é Baer.

Esse resultado é o Teorema 3.1.3 de [1]. Assim, se MR é semissimples, então
EndR(M) é um anel de Baer. Em particular, para um espaço vetorial V sobre um
corpo F , EndF (V ) é um anel de Baer. A propriedade de Baer também é preservada
pela passagem a subanéis determinados por idempotentes.

Teorema 2. Se R é um anel de Baer, então eRe é um anel de Baer para todo e2 = e ∈
R.

Esse é o Teorema 3.1.8 de [1]. Analogamente, a propriedade de Rickart possui a
mesma estabilidade.
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Teorema 3. Se R é um anel right Rickart, então eRe é um anel right Rickart para todo
e2 = e ∈ R.

O resultado acima corresponde ao item (i) do Teorema 3.1.22 de [1]. Para estabe-
lecer a conexão entre as propriedades de Baer e Rickart e a estrutura de reticulado,
considere

L(R) = eR | e2 = e ∈ R. (3)

Definição 3. Um conjunto parcialmente ordenado é chamado de reticulado completo
quando todo subconjunto possui supremo e ínfimo.

A completude de L(R) permite caracterizar a propriedade de Baer a partir da pro-
priedade de Rickart.

Teorema 4. Seja R um anel e seja L(R) = eR | e2 = e ∈ R. Então são equivalentes:

i) R é um anel de Baer;

ii) R é Rickart e L(R) é um reticulado completo sob a inclusão.

Esse é o Teorema 3.1.23 de [1]. O resultado mostra que a propriedade de Baer
pode ser decomposta em duas condições: a propriedade de Rickart, relacionada aos
anuladores de elementos, e a completude de L(R), que permite tratar conjuntos arbi-
trários de elementos.

Para anéis regulares, essa caracterização assume uma forma mais simples.

Proposição 2. Seja R um anel regular. Então são equivalentes:

i) R é um anel de Baer;

ii) o conjunto dos ideais principais à direita de R forma um reticulado completo sob
a inclusão.

Esse resultado corresponde ao Corolário 3.1.24 de [1]. Finalmente, consideramos
uma condição de finitude que fornece uma implicação direta entre Rickart e Baer.

Definição 4. Um anel R é chamado ortogonalmente finito quando não possui uma
família infinita de idempotentes não nulos dois a dois ortogonais.

Teorema 5. Todo anel right Rickart ortogonalmente finito é Baer.

Esse resultado é o Teorema 3.1.25 de [1]. Portanto, sob a hipótese de finitude
ortogonal,

R right Rickart =⇒ R Baer. (4)
Os resultados apresentados estabelecem uma sequência de conexões entre as

estruturas estudadas. A propriedade de Rickart está relacionada à projetividade dos
ideais principais à direita; módulos semissimples produzem anéis de endomorfismos
Baer; a propriedade de Baer é caracterizada pela propriedade de Rickart juntamente
com a completude de um reticulado de ideais; e, sob a hipótese de finitude ortogonal,
a propriedade de Rickart já implica a propriedade de Baer.

Referências

[1] BIRKENMEIER, Gary; PARK, J. Keol; RIZVI, S. Tariq. Extensions of Rings and
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Resumo

Códigos secretos e mensagens codificadas remontam aos primórdios da co-
municação escrita e estão relacionados a contextos militares e de investigação.
Porém, nas últimas décadas, houve um aumento de interesse no tema devido à
necessidade de proteger as informações enviadas em ambientes digitais, como
comunicações pela internet e serviços bancários, tornando a criptografia cada vez
mais importante. A criptografia RSA é um dos principais sistemas de criptogra-
fia assimétrica, desenvolvido por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman
em 1977. Seu funcionamento se fundamenta em conceitos da Aritmética Mo-
dular, como a congruência e o inverso multiplicativo módulo n. Neste trabalho,
compreenderemos os fundamentos matemáticos do algoritmo RSA e sua aplica-
ção na codificação de mensagens. Como aplicação prática dos conhecimentos
adquiridos, foi desenvolvido um programa na linguagem Python capaz de automa-
tizar as etapas de pré-codificação, criptografia e descriptografia de mensagens.
Os resultados demonstraram a importância da Aritmética Modular como base da
criptografia RSA, bem como sua aplicação na segurança digital.

Palavras-chave: congruência modular, linguagem Python, criptografia RSA.

Introdução

A criptografia RSA é um dos principais sistemas de criptografia assimétrica, de-
senvolvido por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman em 1977. Atualmente,
é amplamente utilizada para garantir a confidencialidade e a autenticidade das infor-
mações enviadas em ambientes digitais, como comunicações pela internet, serviços
bancários e lojas on-line. O funcionamento do algoritmo RSA se fundamenta em con-
ceitos da Aritmética Modular. Sua construção envolve propriedades de congruência,

*Colégio e Curso Dynâmico. Estudante do Ensino Médio. Voluntária do programa PIBIC-JR.
†UEPG. Professor doutor em Matemática, DEMAT.
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inverso multiplicativo módulo n, números primos, Pequeno Teorema de Fermat e o Te-
orema Chinês dos Restos. Esses possibilitam a geração de um par de chaves: uma
pública, utilizada para a criptografia das mensagens, e uma chave privada, empregada
na recuperação da mensagem original. A segurança do sistema está relacionada à
dificuldade computacional de fatorar números inteiros muito grandes obtidos pelo pro-
duto de dois números primos. Além do estudo teórico, foi desenvolvido um programa
na linguagem Python para implementar o algoritmo RSA, automatizando as etapas
de pré-codificação, criptografia e descriptografia de mensagens, proporcionando uma
aplicação prática dos conceitos estudados.

Aritmética Modular

Iniciamos nosso estudo introduzindo os conceitos de Aritmética Modular e congru-
ência [3] por meio de exemplos cotidianos, como o calendário e a prova dos nove.
Em seguida, definimos que um inteiro a é congruente a um inteiro b módulo n, n > 1,
quando a diferença entre a e b é um múltiplo de n, denotado por a ≡ b mod n.

Em seguida, estabelecemos o conceito de inverso multiplicativo [1, 3], onde um
inteiro a admite um inverso multiplicativo módulo n se existe um inteiro a′ tal que a ·
a′ ≡ 1 mod n, sendo a′ o inverso de a módulo n. Além disso, demonstramos que a
possui inverso multiplicativo se, e somente se, a e n forem primos entre si, isto é, não
possuírem nenhum divisor comum maior do que 1, mdc(a, n) = 1. Nesse contexto,
também estudamos os teoremas clássicos da Aritmética Modular, como o Pequeno
Teorema de Fermat e o Teorema Chinês dos Restos [1, 3], que simplificam a resolução
das congruências e possuem um papel importante no algoritmo RSA.

Criptografia RSA

Com base nessas propriedades da Aritmética Modular, demos início ao estudo
do sistema de criptografia RSA [1, 2], analisando como os conceitos de congruência
e inverso multiplicativo são empregados na construção do algoritmo. Inicialmente, a
mensagem passa por uma etapa de pré-codificação, na qual é convertida em uma
sequência numérica de acordo com um alfabeto previamente estabelecido. Na Figura
1, é apresentada a tabela de conversão utilizada neste trabalho, na qual cada letra é
associada ao respectivo valor numérico utilizado na etapa de codificação.

Figura 1: Tabela de Conversão.

Fonte: COUTINHO, S. C.
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Em seguida, são escolhidos dois números primos distintos, p e q, ambos congruen-
tes a 5 módulo 6. A partir desses valores, define-se n = p · q, que determina o módulo
utilizado na criptografia e o limite superior dos valores dos blocos b, para os quais
0 < b < n. Concluída a etapa de pré-codificação, inicia-se o processo de codificação
propriamente dito.

Para realizar a codificação da mensagem, utilizam-se os parâmetros n e e, sendo e
o expoente de codificação, fixado em e = 3 a fim de simplificar os cálculos. O par (n, e)
constitui a chave pública do sistema RSA, podendo ser divulgado a qualquer usuário
que deseje enviar uma mensagem criptografada. Para cada bloco b, tal que 0 < b < n,
calcula-se o resto da divisão de b3 por n, obtendo-se o bloco criptografado C(b).

Concluída a etapa de codificação, iniciamos o processo de decodificação das men-
sagens. Para isso, utiliza-se a chave privada, composta pelo par (n, d). O valor de
d corresponde ao inverso multiplicativo do expoente de codificação e = 3 módulo
(p − 1) · (q − 1), isto é, satisfaz a congruência 3d ≡ 1 mod (p − 1) · (q − 1). Diferente
da chave pública, a chave privada deve ser mantida em sigilo, pois seu conhecimento
permite a recuperação da mensagem original. A segurança do algoritmo RSA nasce
da dificuldade computacional de fatorar o número n em seus fatores primos p e q,
tornando computacionalmente difícil obter a chave privada a partir da chave pública.

A decodificação é realizada individualmente sobre cada bloco criptografado C(b).
Para recuperar o bloco original, calcula-se o resto da divisão de C(b)d por n. Após a de-
codificação de todos os blocos, a sequência numérica resultante é transformada nova-
mente em letras por meio da tabela de conversão utilizada na etapa de pré-codificação,
reconstruindo a mensagem original.

Implementação da Criptografia em Python

Como aplicação dos conceitos estudados, desenvolvemos um programa na lingua-
gem Python [5] capaz de automatizar o processo de criptografia e descriptografia de
mensagens, usando conhecimentos de Python que aprendemos quando participamos
do Projeto de Extensão Programa de Pensamento Matemático e Computacional [4],
oferecido pelo DEMAT – UEPG em 2025. O sistema permite ao usuário inserir uma
mensagem em texto, convertê-la para a representação numérica correspondente, es-
colher os números primos p e q, realizar a codificação dos blocos e decodificar utili-
zando a chave privada, retomando a mensagem original.

Dessa forma, foi possível aplicar, de maneira prática, os conceitos de Aritmética
Modular estudados ao longo da pesquisa, demonstrando sua importância na área da
criptografia.

Conclusão

Com este trabalho, pudemos compreender a relevância da Aritmética Modular para
a implementação da criptografia RSA. Além de ampliar os conhecimentos sobre os
conceitos matemáticos envolvidos, a pesquisa permitiu estabelecer uma conexão en-
tre a Matemática e a Computação por meio da programação do algoritmo RSA na
linguagem Python. Dessa forma, vimos que conceitos matemáticos que eram abs-
tratos possuem aplicações práticas de grande importância no nosso cotidiano digital,
especialmente no contexto da segurança das comunicações e da proteção de dados.
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Caracteres de Representações
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Resumo
A teoria das representações de grupos constitui uma importante área da álge-

bra, pois permite estudar estruturas abstratas por meio de transformações lineares
e matrizes. Nesse contexto, os caracteres de representações surgem como ferra-
mentas capazes de concentrar informações relevantes sobre uma representação
em funções definidas sobre o grupo em um corpo. O objetivo deste trabalho é
apresentar os conceitos fundamentais relacionados aos caracteres de representa-
ções de grupos finitos.

Palavras-chave: representações de grupos, caracteres, representações irredutíveis,
ortogonalidade, funções de classe.

Introdução

As representações de grupos nos ajudam a trazer a estrutura de um grupo para um
ambiente mais controlado e conhecido. Nesse caso, o ambiente são os operadores
lineares de um espaço vetorial que, quando é de dimensão finita, identificamos com o
espaço de matrizes. A seguir, definimos representações e seus morfismos.

Definição. Dado um corpo K e um grupo G, um homomorfismo de grupos φ : G →
GL(V ) é chamado de representação se V é um K-espaço vetorial. A dimensão de V
é chamada de dimensão da representação.

Definição. Dadas K-representações φ : G → GL(V ) e ψ : G → GL(W ), chamamos
f : V → W de morfismo de representação se, para todo g ∈ G, o seguinte diagrama
comuta

V U

V U

f

φg ψg

f

.

*UFPR. Discente da graduação. Bolsista do PET Matemática UFPR.
†UFPR. Docente do Departamento de Matemática UFPR.
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Quando f admite um morfismo g : W → V tal que gf = idV e fg = idW dizemos que
f é uma equivalência, que φ e ψ são equivalentes e denotamos φ ∼ ψ.

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar as representações de dimensão finita de
grupos finitos. Vamos enunciar um resultado importante que reduz o estudo dessas
representações para finitas representações irredutíveis de dimensão finita.

Em geral, dizer que uma representação é irredutível não necessariamente implica
que podemos decompor ela em soma direta de representações irredutíveis. A volta é
sempre verdade. Mas, sob hipóteses específicas, essas condições são equivalentes.

Teorema (Teorema de Maschke). Se G é grupo finito e K é um corpo tal que
charK = 0 ou charK ∤ |G|, então toda representação é completamente redutível, isto
é, podemos escrever ela como soma direta de representações irredutíveis.

Esse teorema pode ser demonstrado usando as ferramentas de representações
(Rezk, 2020, p. 7) mas também decorre de uma situação mais geral. A cada repre-
sentação de grupo corresponde uma álgebra que, sobre essas hipóteses, é semis-
simples (Drozd, 1980, p. 118). E, usando o Teorema de Wedderburn-Artin, mostra-se
esse resultado.

A partir daqui, todos os corpos K citados serão subcorpos algebricamente fecha-
dos de C e os grupos vamos supor finitos. Então, pelo Teorema de Maschke, todas as
representações de grupos finitos em K-espaços vetoriais são completamente redutí-
veis. E esse é o nosso ponto de partida.

Definição. Dada uma representação φ : G → GL(V ) de dimensão finita, definimos o
caracter χφ : G → K dela por χφ(g) = Tr(φg)

Por exemplo, se φ : G → GL(V ) é uma representação de dimensão 1, então
χφ(g) = Tr(φg) = [φg], em que os colchetes são as coordenadas em uma base de V .
É fácil ver que χφ = [φ] : G → K× é um homomorfismo de grupos e, nessa situação, o
caracter é equivalente à própria representação.

Apesar de no exemplo anterior, a soma de homomorfismos não ser um homo-
morfismo de grupos e, logo, falhar em ser uma representação, o resultado ainda é o
caracter de alguma representação. Basta notar que as propriedades de linearidade
do traço nos da uma ótima candidada de representação que admite tal caracter. Essa
observação sugere definirmos o seguinte conjunto.

Definição. Denotamos por L(G) = {f : G → K} o K-espaço vetorial munido do pro-
duto hermitiano

⟨f1, f2⟩ = 1
|G|

∑

g∈G
f1(g)f2(g).

E chamamos de LC(G) = {f : G → K | f(hgh−1) = f(g), ∀g, h ∈ G} o subespaço das
funções de classe.

Note que, em particular, caracteres são funções de classe pois o traço de um
operador é preservado por conjugação.

Resultados Principais

Com isso, enunciamos a primeira relação de ortoganalidade entre caracteres.
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Teorema (Primeira Relação de Ortogonalidade). Sejam φ e ψ representações irre-
dutíveis de G, então

⟨χφ, χψ⟩ =
{

1 , se φ ∼ ψ;
0 , se φ ≁ ψ.

Ou seja, os caracteres de representações irredutíveis não equivalentes forma um
subespaço ortogonal de LC(G). Já, com isso, conseguimos concluir que existem ape-
nas finitas representações dessa forma, visto que LC(G) tem dimensão finita e limitada
por |G|.

E um resultado direto da aplicação do teorema. Dada uma representação qualquer,
a relação de ortogonalidade nos da uma forma de calcular a quantidades de fatores
de um certo irredutível que essa representação admite.

Proposição. Se φ é uma representação e λ1, λ2, . . . , λs é uma lista completa de re-
presentações irredutíveis não equivalentes entre si de G, então

φ ∼ m1λ
1 ⊕m2λ

2 ⊕ · · · ⊕msλ
s

onde mk = ⟨χφ, χλk⟩.
Aqui, o caracter se mostra como um invariante completo por isomorfismos. Esse re-

sultado também vale mais geralmente para álgebras semissimples
(Drozd, 1980, p. 41).

Corolário. Se φ e ψ são representações então χφ = χψ se, e somente se, ϕ ∼ ψ.

A primeira relação de ortogonalidade já nos diz que os caracteres dessas repre-
sentações formam um conjunto ortonormal. Agora, o próximo teorema nos diz exata-
mente a quantidade de representações e que são o suficiente para que o conjunto de
seus caracteres se torne uma base.

Teorema. Seja λ1, . . . , λs lista completa de representações irredutíveis não equivalen-
tes entre si de G e escreva χk = χλk . Então χ1, . . . , χs é uma base ortonormal de
LC(G) e s é a quantidade de classes de conjugação de G.

Com isso, concluímos que o estudo de representações de dimensão finita de gru-
pos finitos se reduz a estudar as finitas representações irredutiveis não equivalentes
que ele admite. E essa quantidade também é bem conhecida.

Referências
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Resumo

Neste trabalho, serão exploradas classificações de álgebras de cluster, estru-
turas algébricas geradas por um processo de mutação, partindo de uma dupla
formada por um conjunto de variáveis e um quiver, essa dupla é chamada de seed
inicial. Mais especificamente, o foco do trabalho reside em explorar álgebras de
cluster onde o quiver da seed inicial é extraído de diagramas de uma família espe-
cífica de nós.

Palavras-chave: Álgebras de Cluster, Quivers, Nós, Mutações.

Introdução

As álgebras de cluster surgiram no início dos anos 2000, a partir do trabalho de
Fomin e Zelevinsky (2002). A motivação inicial veio do estudo de sistemas de raízes
de grupos de Coxeter, em particular da tentativa de entender as bases duais canônicas
e as variedades de Flag.

Fomin e Zelevinsky perceberam que, ao definir um processo combinatório de muta-
ção que transforma conjuntos de variáveis (chamados "clusters") por meio de algumas
relações polinomiais, era possível gerar estruturas algébricas com propriedades inte-
ressantes; em particular, garante-se que todas as variáveis geradas pelo processo de
mutação podem ser expressas como polinômios de Laurent com coeficientes inteiros
em um cluster inicial.

O processo de mutação mencionado é definido do seguinte modo: uma seed inicial
é uma dupla (x, Q) que consiste de:

• x = (x1, ..., xn), chamada de cluster inicial, é a n-upla de variáveis de Q(x1, ..., xn).
*UFPR. Estudante do curso de bacharelado em matemática e Bolsista do Programa de Educação

Tutorial.
†UFPR. Professora Doutora do Departamento de Matemática.
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• Q é um quiver de n vértices sem loops nem 2-cíclos.

Uma mutação de seed µk na direção k transforma a seed (x, Q) numa nova seed
µk(x, Q) = (x′, Q′) da seguinte maneira:

• x′ é obtido de x ao substituir a variável de cluster associada a k por uma nova
variável, ou seja, x’ = (x − {xk}) ∪ {x′

k}, onde x′
k é dado por

xkx′
k =

∏︂

i→k

xi +
∏︂

k→i

xi

em que o primeiro produtório passa pelas flechas de Q que terminam em k e o
segundo passa pelas flechas de Q que começam em k.

• O quiver Q′ é obtido de Q seguindo os passos:

1. para cada caminho i −→ k −→ j, adicione um caminho i −→ j;

2. inverta a orientação de todas as flechas que começam ou terminam em k;

3. remova qualquer 2-ciclo que o passo 1 criou.

Definição: Seja X o conjunto de todas as variáveis de cluster obtidas por mutações
de (x, Q). A álgebra de cluster A(x, Q) é a Z-subálgebra de Q(x1, ..., xn) gerada por X .

Definição: Dizemos que dois quivers Q e Q′ são mutação equivalentes se existe uma
sequência finita de mutações que transforma um no outro. Nesse caso, escrevemos
Q ∼ Q′.

Definição: Uma álgebra de cluster A(x, Q) é dita:

• de tipo finito se o número de variáveis de cluster geradas pelo processo de mu-
tação em (x, Q) é finito;

• de tipo mutação finito se o número de quivers que são mutação equivalentes à
Q é finito;

• de tipo acíclico se Q for mutação equivalente a um quiver sem ciclos orientados.

Resultados Principais

Nesse trabalho, iremos explorar classificações de álgebras de cluster, começare-
mos com exemplos relacionados com a teoria clássica como os casos Dynkin e de
superfície (SCHIFFLER, 2018). Finalmente, como resultado inédito na literatura, es-
tudaremos as classes de mutação onde o quiver da seed inicial é extraído de um nó.
Para isso, vamos exibir definições básicas sobre nós:

Definição: Um nó é um subconjunto do R3 que é homeomorfo a um círculo. Um dia-
grama K de um nó é a projeção do nó no plano. Essa projeção é injetiva a menos de
finitos pontos, chamados de cruzamentos.

Dado um diagrama K de um nó, chamemos de K0 o conjunto dos cruzamentos e
K1 o conjunto dos segmentos. Queremos definir uma álgebra de cluster associada ao
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diagrama, e para isso precisamos definir o quiver associado ao diagrama. Usaremos
a definição adotada por Schiffler e Banzier-Matte (2022).

Defina o quiver Q de adjacência a de um diagrama K de um nó da seguinte ma-
neira: o conjunto de vértices Q0 de Q é o conjunto de segmentos K1 de K, e o conjunto
de flechas Q1 de Q é definido como segue. Existe uma flecha i → j, onde i, j ∈ Q0 se
e somente se:

• os segmentos i e j se encontram em um cruzamento p;

• os segmentos i e j delimitam a mesma região R;

• seguindo no sentido horário em p, passamos por i, então R e então j.

Dada essa definição do quiver de adjacência, o foco do trabalho se volta a família
dos nós 2-bridge, definidos por Adams e Laudghlini (2002) como segue.

Definição: Um nó é um nó 2-bridge que tem um diagrama onde existem dois arcos
distintos, cada um passando por sequências de cruzamentos, e qualquer cruzamento
do diagrama está em uma dessas sequências. Esses arcos são chamados de pontes
do diagrama.

Figura 1: Exemplo de nó 2-bridge

O objetivo do trabalho é explorar a classificação das álgebras de cluster onde o
quiver da seed inicial é o quiver de adjacência de um diagrama de um nó 2-bridge.

1 Referências

ADAMS, F.; LAUDGHLINI, G. On the Classification of Rational Knots. 2002. Dispo-
nível em: https://arxiv.org/abs/math/0212011.

FOMIN, S.; ZELEVINSKY, A. Cluster Algebras I: Foundations. Journal of the Ameri-
can Mathematical Society, v. 15, n. 2, p. 497-529, 2002.

SCHIFFLER, R.; BANZIER-MATTE, V. Knot theory and cluster algebras. Advances
in Mathematics, v. 408, 108609, 2022.

SCHIFFLER, R. Cluster Algebras from Surfaces. In: ASSEM, I.; TREPODE, S.
(Eds.). Homological Methods, Representation Theory, and Cluster Algebras. Cham:
Springer, 2018. (CRM Short Courses). DOI: https://doi.org/10.1007/978-3-319-74585-
5_3.
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Curvas Planas e o Teorema de Bézout
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Resumo

O Teorema de Bézout é um resultado fundamental na Geometria Algébrica que
estabelece uma estimativa precisa para a cardinalidade da intersecção entre cur-
vas algébricas planas. No plano afim K2, o teorema garante que duas curvas
de graus n e m sem componentes comuns se intersectam em no máximo n · m
pontos. Ao estender o estudo para o plano projetivo P2(C) sobre o corpo dos nú-
meros complexos e considerar a multiplicidade de intersecção, o resultado atinge
a igualdade estrita

∑
I(P, F ∩ G) = n · m. Este trabalho apresenta a formalização

algébrica do Teorema de Bézout por meio do uso de resultantes de polinômios,
motivando a construção do plano projetivo e exemplificando sua aplicação na de-
monstração do Teorema do Hexágono de Pascal.

Palavras-chave: Geometria Algébrica, Teorema de Bézout, Curvas Planas, Plano
Projetivo, Resultante de Polinômios, Teorema de Pascal.

Introdução

O estudo das curvas algébricas planas constitui um dos pilares da geometria mo-
derna. Ao analisar a intersecção de curvas no plano afim real R2, deparamos-nos
frequentemente com limitações geométricas e algébricas: retas paralelas não se en-
contram e certas equações não possuem soluções reais. Para contornar essas as-
simetrias, introduzem-se o plano projetivo P2 adicionando os pontos no infinito e o
fechamento algébrico do corpo base.

*Universidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matemática Aplicada.
Bolsista PROPet e Voluntário PROVIC.

†Universidade Estadual de Ponta Grossa, Professor Doutor do departamento de matemática e esta-
tística.

‡Universidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matemática Aplicada.
Voluntário PROVIC.
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Do ponto de vista algébrico, uma curva afim é definida como o conjunto de zeros
VK(f) ⊆ K2 de um polinômio f(X, Y ) ∈ K[X, Y ]. A determinação da cardinalidade do
conjunto VK(f) ∩ VK(g) para polinômios de graus n e m exige ferramentas estruturais
do anel de polinômios, em especial o conceito de resultante de dois polinômios, que
traduz a existência de fatores comuns ao determinante de Sylvester.

O Teorema de Bézout unifica tais conceitos ao demonstrar que, na ausência de
componentes irredutíveis comuns, a quantidade de pontos de intersecção afins é limi-
tada superiormente pelo produto dos graus n ·m. Quando formulado no plano projetivo
complexo P2(C), o teorema estabelece uma igualdade exata ao somar as multiplici-
dades de intersecção de todos os pontos, inclusive os do infinito. O objetivo deste
trabalho é apresentar a formalização do Teorema de Bézout via teoria de resultantes
e destacar sua relevância prática através da demonstração do Teorema do Hexágono
de Pascal.

Resultados Principais

A formalização do Teorema de Bézout requer a introdução da resultante de polinô-
mios, ferramenta chave para detectar fatores comuns.

Definição 1 (Resultante de Polinômios). Seja D um domínio e sejam f(X) = a0X
n +

· · · + an e g(X) = b0X
m + · · · + bm polinômios em D[X] com a0 ̸= 0 e b0 ̸= 0 de graus

n, m ≥ 1. A resultante de f e g, denotada por Rf,g, é o determinante da matriz de
Sylvester de ordem (m + n) × (m + n) formada pelos coeficientes de f e g.

A propriedade central da resultante estabelece que Rf,g = 0 se, e somente se,
f(X) e g(X) possuem um fator comum de grau ≥ 1 no corpo de frações de D.

Definição 2 (Plano Projetivo). O plano projetivo P2(K) sobre um corpo K é o conjunto
de todas as retas de K3 que passam pela origem. Um ponto em P2(K) é representado
por coordenadas homogêneas [x : y : z] ̸= [0 : 0 : 0], onde [x : y : z] = [λx : λy : λz]
para qualquer λ ∈ K∗.

Com esses conceitos preliminares, enunciamos o Teorema de Bézout no ambiente
afim.

Teorema 1 (Teorema de Bézout no Plano Afim). Seja K um corpo e sejam f(X, Y ), g(X, Y ) ∈
K[X, Y ] polinômios de graus n ≥ 1 e m ≥ 1, respectivamente. Se f(X, Y ) e g(X, Y )
não possuem fator comum em K[X, Y ], então:

#(VK(f) ∩ VK(g)) ≤ n · m

A demonstração consiste em efetuar uma mudança linear de coordenadas f1(X, Y ) =
f(X, Y +βX) e g1(X, Y ) = g(X, Y +βX) para garantir que ordenadas distintas corres-
pondam a pontos distintos. Em seguida, a resultante Rf1,g1(Y ) produz um polinômio
não nulo em K[Y ] de grau no máximo n · m, cujas raízes limitam o número de inter-
secções.

No plano projetivo complexo P2(C), utilizando os polinômios homogeneizados F (X, Y, Z)
e G(X, Y, Z), o Teorema de Bézout toma sua forma completa:

∑

P ∈VC(F )∩VC(G)
I(P, F ∩ G) = n · m
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onde I(P, F ∩ G) denota a multiplicidade de intersecção no ponto P .
Como aplicação direta do teorema na geometria projetiva, apresenta-se a demons-

tração do clássico resultado de Pascal.

Teorema 2 (Teorema do Hexágono de Pascal). Sejam P1, . . . , P6 seis pontos distintos
sobre uma cônica irredutível C. Se as retas P1P2 e P4P5 se intersectam em Q1, as
retas P2P3 e P5P6 em Q2, e as retas P3P4 e P6P1 em Q3, então os pontos Q1, Q2, Q3
são colineares.

A demonstração utiliza uma combinação linear de equações de retas g(X, Y ) =
l1l3l5+µl2l4l6 de grau 3, ajustando µ para conter um ponto auxiliar A ∈ C. Pelo Teorema
de Bézout, como a cônica f (de grau 2) e g compartilham 7 pontos, f deve dividir g,
resultando em g = f · h, onde h é uma reta de grau 1 contendo necessariamente os
pontos Q1, Q2, Q3.

Referências

[1] ROTMAN, Joseph J. Advanced Modern Algebra. Providence: American Mathe-
matical Society, 2010.

[2] GARCIA, Arnaldo; LEQUAIN, Yves. Elementos de Álgebra. Rio de Janeiro:
IMPA, 2012.
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Dois (Teoremas) em Teoria Algébrica dos
Números: Minkowski, e Unidades de Dirichlet
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é entender como estruturas algébricas e
construções geométricas podem ser utilizadas para explorar propriedades dos cor-
pos numéricos e seus inteiros. Nesta apresentação, pretendemos abordar dois
teoremas clássicos da teoria algébrica de números que estão fortemente relacio-
nados, o Teorema de Minkowski e o Teorema das Unidades de Dirichlet, além
de oferecer alguns exemplos de aplicações em curvas algébricas e problemas de
aritmética. Estes resultados revelam, de modo por vezes inesperado, como re-
ticulados no Rn estão atrelados a problemas aritméticos e à estrutura do grupo
das unidades de um anel de inteiros de um corpo numérico, mostrando o quão
despretensiosamente bela pode ser a teoria algébrica de números.

Palavras-chave: reticulados; Teorema de Minkowski; Teorema das Unidades de Diri-
chlet.

Introdução

A teoria algébrica de números pode ser entendida tanto como a aplicação de con-
ceitos e métodos de diversas estruturas algébricas na Teoria de Números quanto como
o estudo dos números algébricos, isto é, os elementos de uma extensão algébrica so-
bre Q.

Naturalmente, entender mais acerca das estruturas algébricas internas de um
corpo numérico revela relações entre os elementos que o compõem, ou seja, nú-
meros algébricos e, em particular, aqueles que possuem um papel parecido com o

*UFPR. Graduando em bacharelado em matemática. Bolsista do Programa de Educação Tutorial.
†UFPR. Graduando em bacharelado em matemática. Bolsista do projeto PICME.
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dos inteiros na reta real, os inteiros algébricos. Os números algébricos, por sua vez,
revelam como os números complexos se distribuem, construindo uma teoria que tem
impacto sobre diversas áreas da matemática.

Este trabalho direciona a atenção ao grupo das unidades do anel dos inteiros de
um corpo numérico que, pelo teorema central a ser apresentado, é um grupo abeliano
finitamente gerado.

Resultados Principais

Definição 1. Sejam e1, ...em vetores linearmente independentes do Rn, com m ≤ n. O
subgrupo aditivo de (Rn, +) gerado por e1, ..., em é dito um reticulado de dimensão m
gerado por e1, ..., em.

Um conjunto de muita importância associado a um reticulado é seu domínio funda-
mental, definido como segue.

Definição 2. Seja R um reticulado de dimensão m no Rn, com m ≤ n, gerado por
e1, ..., em. O domínio fundamental correspondente T consiste de todos os elementos
a1e1 + ... + amem, ai ∈ R tal que 0 ≤ ai < 1.

Teorema 1 (Minkowski). Seja R um reticulado n-dimensional no Rn com domínio fun-
damental T , e seja X ⊂ Rn um conjunto limitado, simétrico e convexo. Se

v(X) > 2nv(T )

onde v denota o volume do conjunto, então X contém um ponto não nulo de R.

O Teorema de Minkowski nos fornece uma ferramenta muito poderosa para argu-
mentar sobre a existência de pontos de um reticulado dentro de um conjunto. Esse
argumento é uma peça fundamental na demonstração do Teorema das Unidades de
Dirichlet, mas, para enunciarmos esse teorema, precisamos definir alguns conceitos
adicionais, como por exemplo o dos espaços Lst.

Definição 3. Seja K = Q(θ) um corpo numérico de grau n, onde θ é um inteiro algé-
brico e sejam σ1, ..., σn os monomorfismos de K para C. Se σi(K) ⊂ R, ou seja, se
σi(θ) ∈ R, dizemos que σi é um monomorfismo real. Caso contrário, dizemos que σi é
um monomorfismo complexo.

Como a conjugação nos complexos é um automorfismo de C, segue que se σi :
K → C é um monomorfismo, então o mapa σi : K → C também é um monomorfismo,
ou seja, σi = σj para algum j. Como σi = σi se e somente se σi for real, sempre
teremos um número par de conjugados complexos. Assim,

n = s + 2t

onde s é o número de monomorfismos reais e 2t é o número de monomorfismos com-
plexos. Vamos padronizar a numeração de modo que o conjunto dos monomorfismos
K → C seja

σ1, ..., σs; σs+1, σs+1, ..., σs+t, σs+t

onde σ1, ..., σs são monomorfismos reais e o resto complexos.
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Com isso, defina
Lst = Rs × Ct,

ou seja, seus elementos são as (s+t)-uplas (x1, ..., xs; xs+1, ..., xs+t), onde x1, ..., xs ∈ R
e xs+1, ..., xs+t ∈ C. Considere também o mapa σ : K → Lst da seguinte forma:

σ(a) = (σ1(a), ..., σs(a); σs+1(a), ..., σs+t(a)), ∀a ∈ K.

Definimos l : Lst → Rs+t da seguinte maneira. Se x = (x1, ..., xs; xs+1, ..., xs+t) ∈ Lst,
escreva

lk(x) =
⎧
⎨
⎩

log |xk|, k = 1, ..., s

log |xk|2, k = s + 1, ..., s + t

Então l(x) = (l1(x), l2(x), ..., ls+t(x)).
Agora, seja U o grupo das unidades de O, o anel dos inteiros de um corpo numérico

K. Restringindo o homomorfismo definido anteriormente a um homomorfismo l : U →
Rs+t, pode-se provar o seguinte teorema:

Teorema 2. O kernel W do mapa l : U → Rs+t é o conjunto de todas as raízes da
unidade em U . Além disso, esse é um grupo cíclico finito de ordem par.

E, finalmente:

Teorema 3 (Teorema das Unidades de Dirichlet). Seja O o anel dos inteiros de um
corpo numérico K. O grupo U das unidades de O é isomorfo a

W × Zr

onde W é o kernel do mapa l : U → Rs+t, e tem-se r = s + t − 1 produtos diretos de Z.

Referências
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DOS NÚMEROS COMPLEXOS AOS
QUATÉRNIOS E SUAS APLICAÇÕES EM

ROTAÇÕES

Ana Paula Duda *

24001401@uepg.br

Gustavo Neves †

23002401@uepg.br

Marciano Pereira (Orientador)‡

marciano@uepg.br

Resumo
As rotações constituem transformações fundamentais em diferentes áreas da

Matemática, podendo ser representadas por diferentes estruturas algébricas. As
rotações no plano podem ser representadas naturalmente por meio dos números
complexos, cuja estrutura algébrica motiva a construção dos quatérnios para o
estudo de rotações no espaço tridimensional. Este trabalho investiga a represen-
tação de rotações no espaço tridimensional por meio de quatérnios, relacionando
sua construção algébrica à descrição geométrica por eixo e ângulo. Em particular,
para uma rotação em torno de um eixo unitário, é construído o quatérnio associado
e estudada sua ação sobre vetores. Como aplicação, considera-se a utilização de
quatérnios na descrição e composição de movimentos de um cubo mágico.

Palavras-chave: quatérnios, rotações, números complexos, eixo, ângulo.

Introdução

As rotações podem ser descritas por diferentes representações algébricas e ge-
ométricas. No plano, os números complexos C fornecem uma forma natural de re-
presentar rotações. Se z ∈ C∗, então sua forma trigonométrica é dada por z =
r(cos θ + i sen θ), em que r = |z| e θ (0 ≤ θ < 2π) são o módulo e o argumento de
z, respectivamente. A multiplicação por um número complexo de módulo unitário eiθ

corresponde geometricamente a uma rotação de ângulo θ [4]. Essa relação entre uma
operação algébrica e uma transformação geométrica motiva a busca por uma constru-
ção análoga para rotações no espaço tridimensional.

*UEPG. Graduanda de Licenciatura em Matemática. Voluntária do PROVIC.
†UEPG. Graduando de Licenciatura em Matemática. Voluntário.
‡UEPG. Professor Doutor, DEMAT.
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Os Quatérnios

A construção dos quatérnios está relacionada à extensão dos números complexos.
Os quatérnios, propostos por William Rowan Hamilton [1, 2], formam um conjunto
denotado por H, que é escrito na forma

H = {q = q0 + q1i + q2j + q3k | q0, q1, q2, q3 ∈ R}, (1)

em que as unidades imaginárias i, j e k satisfazem as relações fundamentais

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (2)

A partir disso, tem-se em H duas operações naturalmente bem definidas, a soma e a
multiplicação. Entretanto, diferentemente dos números complexos, segue da relação
acima que a multiplicação nos quatérnios não é comutativa.

Um quatérnio q ∈ H pode ser decomposto em sua parte real q0 = Re(q) ∈ R, e sua
parte imaginária q = Im(q) = q1i + q2j + q3k. Assim, escrevemos

q = q0 + q. (3)

O conjugado de q é definido por

q = q0 − q1i − q2j − q3k = q0 − q, (4)

e sua norma é dada por

∥q∥ =
√

qq =
√︂

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3. (5)

Para um quatérnio q unitário (∥q∥ = 1), pode-se mostrar que q = q−1, ou seja, seu
conjugado é igual ao seu inverso multiplicativo.

Um quatérnio q = q0 + q ∈ H∗ pode ser representado na sua forma trigonométrica.
De (︄

q0

∥q∥

)︄2

+
(︄

∥q∥
∥q∥

)︄2

= 1,

segue que existe θ ∈ [0, 2π) tal que

cos θ = q0

∥q∥ e sen θ = ∥q∥
∥q∥ .

Então

q = ∥q∥ cos θ + ∥q∥ sen θ

∥q∥ q = ∥q∥
(︄

cos θ + q
∥q∥ sen θ

)︄
.

Essa estrutura algébrica permite que um quatérnio q, ∥q∥ = 1, possa ser utilizado
para representar uma rotação no espaço tridimensional.

Rotações por Quatérnios

É bem conhecido o uso de matrizes para fazer rotações tanto no plano como no
espaço [2]. Neste seção vamos descrever como fazer rotações em R3 por meio de
quatérnios puros.
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Pode-se considerar que um vetor p ∈ R3 pode ser tratado como um quatérnio
p ∈ H cuja parte real é zero, isto é, p é um quatérnio puro. De fato, denotando por
I(H) o subespaço vetorial dos quatérnios puros, pode-se provar [2] que a aplicação
φ : I(H) → R3 dada por φ(q1i + q2j + q3k) = (q1, q2, q3) é um isomorfismo linear.

Assim, dado um quatérnio q = q0 + q = cos θ + u sen θ um quatérnio unitário, em
que u = q

∥q∥ , define-se o operador Lq : R3 → R3 por

Lq(v) = qvq−1, ∀ v ∈ R3.

Mostra-se que Lq fica bem definido e tem as seguintes propriedades [2, 3]:

1. é linear;

2. preserva a norma, ou seja, ∥Lq(v)∥ = ∥v∥, ∀ v ∈ R3;

3. representa uma rotação, isto é, a ação de Lq em v pode ser interpretada geo-
metricamente como a rotação do vetor v em torno de q como eixo de rotação e
segundo o ângulo 2θ.

A Figura 1 apresenta a interpretação geométrica do efeito do operador Lq(v).

Figura 1: Interpretação geométrica da rotação Lq(v), em que v está decomposto como
v = a + n, sendo a paralelo a q e n normal a q.

Fonte: Retirado de [2].

Como aplicação, considerou-se a rotação de uma face de um cubo mágico, inter-
pretando o movimento como uma rotação em torno do eixo associado à face movimen-
tada. A partir do eixo e do ângulo de rotação, construiu-se o quatérnio correspondente
e analisou-se sua ação sobre os vetores que representam posições no cubo.

Os resultados obtidos mostram que os quatérnios estendem ao espaço tridimen-
sional a relação entre representação algébrica e rotação geométrica observada nos
números complexos no plano. A expressão qvq−1 permite representar uma rotação a
partir de seu eixo e ângulo. A aplicação ao cubo mágico evidencia essa correspondên-
cia em uma situação geométrica concreta, relacionando o movimento de suas faces à
representação algébrica das rotações.
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Equivalência categórica entre conjuntos
pré-ordenados e espaços de Alexandrov
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Resumo

Um espaço de Alexandrov é um espaço topológico em que a interseção ar-
bitrária de conjuntos abertos é um conjunto aberto. O objetivo deste trabalho é
apresentar a correspondência biunívoca que existe entre estes espaços e conjun-
tos pré-ordenados, bem como exibir um dicionário que faz corresponder as propri-
edades T0, T1, etc., do espaço topológico com o seu correspondente no conjunto
pré-ordenado. Indo mais além, definiremos a categoria PreOrd, cujos objetos
são conjuntos pré-ordenados, e a categoria Alex, cujos objetos são espaços to-
pológicos de Alexandrov. Provaremos que existe uma equivalência entre estas
categorias, exibindo explicitamente os funtores que realizam esta equivalência.

Palavras-chave: topologia de Alexandrov, pré-ordem, upper set, equivalência categó-
rica, espaços topológicos.

Introdução

Em 1937, no artigo intitulado Diskrete Räume, o matemático russo Pavel Alexan-
droff introduziu os espaços topológicos chamados espaços (discretos) de Alexandrov,
os quais conectam a topologia geral com a teoria das pré-ordens [1]. Essencialmente,
antes mesmo do surgimento da noção de categoria, Alexandroff exibiu uma corres-
pondência biunívoca entre o que hoje entendemos como a categoria dos conjuntos
pré-ordenados e a categoria dos espaços de Alexandrov [2]. Tal correspondência
pode ser vista como uma equivalência de categorias.

Tecnicamente, duas categorias são equivalentes quando existem funtores entre
estas categorias cujas composições são naturalmente isomorfas aos respectivos fun-
tores identidade [3]. Intuitivamente, podemos ver uma equivalência como um “iso-
morfismo fraco” entre categorias — de fato, um isomorfismo de categorias é um caso

*UFPR. Graduanda em bacharelado em matemática. Bolsista do Programa de Educação Tutorial
(PET) Matemática UFPR.

†UFPR. Doutor em Matemática.
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particular de equivalência. Da mesma forma que isomorfismos de anéis ou grupos
preservam determinadas informações algébricas da estrutura em jogo, os funtores de
equivalência carregam consigo determinadas informações que estão codificadas na
categoria. Sendo assim, um dos principais interesses em saber se duas categorias
são equivalentes está no fato de que podemos obter informações sobre uma categoria
ao estudarmos uma categoria equivalente, podendo esta última ser mais simples e/ou
dispor de ferramentas mais poderosas.

Este trabalho se propõe a apresentar uma equivalência entre a categoria dos con-
juntos pré-ordenados e a categoria dos espaços de Alexandrov, exibindo explicita-
mente os funtores que realizam esta equivalência.

Resultados Principais

Definição 1. Um conjunto pré-ordenado é um par (X, ≤), onde X é um conjunto
não vazio e ≤ é uma relação que satisfaz:

1. a ≤ a, ∀a ∈ X;

2. (a ≤ b) ∧ (b ≤ c) =⇒ a ≤ c.

Nessas condições, dizemos que ≤ é uma pré-ordem.

Definição 2. Sejam (X, ≤) e (Y, ⪯) conjuntos pré-ordenados. Uma aplicação cres-
cente f : (X, ≤) → (Y, ⪯) é uma função f : X → Y tal que

x ≤ y =⇒ f(x) ⪯ f(y).

Denotamos por PreOrd a categoria cujos objetos são os conjuntos pré-ordenados
e cujos morfismos são as aplicações crescentes entre eles [3].

Definição 3. Seja X um conjunto e τ ⊆ P(X). Dizemos que o par (X, τ) é um espaço
de Alexandrov (e que τ é uma topologia de Alexandrov sobre X) se as seguintes
condições forem satisfeitas:

1. ∅ ∈ τ e X ∈ τ ;

2. A união arbitrária de elementos de τ pertence a τ ; isto é, dado um conjunto de
índices arbitrário J , se {Uj}j∈J ⊆ τ , então

⋃︁
j∈J Uj ∈ τ ;

3. A interseção arbitrária de elementos de τ pertence a τ ; isto é, dado um conjunto
de índices arbitrário J , se {Uj}j∈J ⊆ τ , então

⋂︁
j∈J Uj ∈ τ .

Nessas condições, os elementos de τ são chamados de conjuntos abertos de X.

Denotamos por Alex a categoria cujos objetos são espaços de Alexandrov e cujos
morfismos são funções contínuas entre espaços de Alexandrov.

Espaços de Alexandrov são casos particulares de espaços topológicos em que a
interseção arbitrária de abertos é um aberto [2]. Mais ainda, Alex é uma subcategoria
plena de Top.

Definição 4. Seja (X, ≤) um conjunto pré-ordenado. Dizemos que um conjunto U é
um upper set de X se vale a implicação:

(x ∈ U) ∧ (x ≤ y) =⇒ y ∈ U. (1)
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Proposição 5. Seja (X, ≤) um conjunto pré-ordenado. A coleção

τ := {U | U é um upper set de X} (2)

é uma topologia de Alexandrov para X. Além disso, se Uk := {j ∈ X | k ≤ j}, então
Uk é um upper set e a coleção

{Uk | k ∈ X} (3)

forma uma base para a topologia τ .

Nesse contexto, como a interseção arbitrária de abertos é um aberto, então o se-
guinte conjunto é aberto para cada k ∈ X:

U(k) :=
⋂︂

U∈τ
k∈U

U , (4)

ou seja, U(k) é a interseção de todos os abertos que contêm k.

Teorema 6. Se (X, τ) é um espaço de Alexandrov, então a relação

x ≤ y ⇐⇒ y ∈ U(x) (5)

define uma pré-ordem em X.

Isso mostra que é possível associar um espaço de Alexandrov (X, τ) a um conjunto
pré-ordenado (X, ≤). Além disso, vale a igualdade U(k) = Uk para todo k ∈ X.

Na definição de [3] a seguir, o símbolo “∼=” denota um isomorfismo natural entre
funtores:

Definição 7. Dizemos que duas categorias C e D são equivalentes, e denotamos
C ≈ D, se existem funtores F : C → D e G : D → C tais que GF ∼= 1C e FG ∼= 1D.

Teorema 8. Existe uma equivalência de categorias PreOrd ≈ Alex.
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Generalizando ternos pitagóricos
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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova parametrização para as soluções inteiras de
equações diofantinas do tipo pitagóricas generalizadas com mais de três variáveis,
da forma x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n + y2 = z2. A proposta parte de uma parametrização
conhecida, mas buscamos um método alternativo capaz de obter todas as solu-
ções inteiras por meio de uma redução do problema à determinação de pontos
racionais de uma equação pitagórica modificada. Uma vez encontrados os pontos
racionais da equação reduzida, podemos multiplicar todas as coordenadas por um
fator k ∈ N, de forma a alcançar soluções naturais para o problema original.

Palavras-chave: equações diofantinas; ternos pitagóricos generalizados; parametri-
zação racional.

Introdução

Durante pesquisas para a escrita do TCC, encontramos uma generalização para os
Ternos Pitagóricos com mais de 3 variáveis, isto é, soluções naturais para equações
pitagóricas generalizadas do tipo: x2

1 = x2
2 + · · · x2

n + x2
n+1, da forma

xi =





a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n−1 + a2

n , se i = 1
a2

1 + a2
2 + · · · + a2

n−1 − a2
n , se i = 2

2ai−2an , se 3 ≤ i ≤ n + 1

com todos ai naturais não-nulos.
Propomo-nos, aqui, a apresentar outra parametrização capaz de encontrar todas

as soluções naturais da equação pitagórica, utilizando uma redução de variáveis ao
simplificar o problema à procura de soluções racionais de uma equação pitagórica
modificada.

*Licenciatura em Matemática - UFSC - campus Blumenau
†Departamento de Matemática - UFSC - campus Blumenau
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Resultados Principais

Reescreveremos a equação pitagórica apresentada anteriormente para

x2
1 + x2

2 + · · · x2
n + y2 = z2

e buscaremos soluções naturais para essa equação, descritas como

(A1, A2, · · · , An, B, C) ∈ Nn+2.

As chamaremos de n + 2-uplas pitagóricas.

Teorema 1. Seja (A1, A2, · · · , An, B, C) ∈ Nn+2 uma n + 2-upla pitagórica, e k ∈ Q.
Então,

(kA1, kA2, · · · , kAn, kB, kC)
é solução de x2

1 + x2
2 + · · · x2

n + y2 = z2.

Teorema 2. Todos os pontos racionais da equação

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n + y2 = (y + 1)2

podem ser escritos como
(

t1, t2, · · · tn,
t2
1 + t2

2 + · · · t2
n − 1

2

)

com (t1, t2, · · · tn) ∈ Qn.

Com os resultados acima, é possível mostrar o seguinte teorema:

Teorema 3. Para toda n-upla (t1, t2, · · · , tn) ∈ Qn, existe k ∈ N tal que
(

|kt1|, |kt2|, · · · , |ktn|,
∣∣∣∣∣k · t2

1 + t2
2 + · · · t2

n − 1
2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣k · t2

1 + t2
2 + · · · t2

n + 1
2

∣∣∣∣∣

)

é uma n+2-upla pitagórica. Além disso, toda n+2-upla pitagórica pode ser encontrada
por uma n-upla (t1, t2, · · · , tn) ∈ Qn por meio desta parametrização.
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INTRODUÇÃO ÀS ÁLGEBRAS DE CÓDIGO
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Resumo

Este trabalho investiga a estrutura das álgebras de código, uma classe de álge-
bras comutativas e não associativas definidas a partir de um código linear binário.
Em particular, estudamos sob quais condições essas álgebras são simples, anali-
samos a decomposição de Peirce associada aos seus elementos idempotentes e
estabelecemos as propriedades necessárias para caracterizá-las como álgebras
axiais de tipo Jordan.

Palavras-chave: álgebras de código; código linear binário; álgebras axiais.

Introdução

Em 1948, no artigo “A Mathematical Theory of Communication”, publicado na re-
vista The Bell System Technical Journal, Claude Shannon mostrou que, dado um canal
de comunicação com ruído, existe um número, chamado capacidade do canal, tal que
a comunicação confiável pode ser alcançada a qualquer taxa abaixo dessa capaci-
dade, desde que sejam utilizadas técnicas adequadas de codificação e decodificação.
Essa contribuição foi o estopim para o surgimento de uma nova área na Álgebra, a
Teoria dos Códigos, que versa sobre a transmissão de mensagens em um canal com
interferência, bem como a reconstituição de dados corrompidos. Ferramentas algébri-
cas são amplamente utilizadas no estudo da codificação de canal, a saber:

Definição 1. Seja A = {a1, a2, ..., aq} um conjunto com q elementos, denominado al-
fabeto do código e cujos elementos são símbolos do código. Definimos uma pala-
vra q-ária de tamanho n sobre A como uma lista w1w2...wn, com wi ∈ A, para todo
1 ≤ i ≤ n. Além disso, denominamos código q-ário de comprimento n sobre A um
conjunto C não-vazio de palavras q-árias de mesmo comprimento n.

*UFPR. Graduando em Bacharelado em Matemática. Programa de Voluntariado Acadêmico.
†UFPR. Doutora em Matemática.
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Definimos duas operações em A de modo que o conjunto se torne um corpo. Claro
que, nesse caso, A será um corpo com apenas um número finito de elementos, isto é,
A = Fq em que q é uma potência de um número primo.

A partir dessa fundamentação, é possível iniciar o estudo da teoria dos códigos
lineares, os quais são definidos como sendo subespaços vetoriais de Fn

q . A principal
vantagem da utilização de códigos lineares é que os procedimentos de codificação e
decodificação são mais rápidos e simples do que aqueles associados a códigos não
lineares arbitrários. Para um maior aprofundamento no assunto, consulte [3].

Neste trabalho, aplicamos esses conhecimentos ao estudo das chamadas álgebras
de código, uma classe de álgebras comutativas e não associativas definidas a partir de
um código linear binário (i.e., sobre F2), introduzidas em 2019 por A. Castillo-Ramirez,
J. McInroy e F. Rehren em [1].

Definição 2. Sejam C ⊆ Fn
2 um código linear binário de comprimento n, F um corpo e

Λ um conjunto de parâmetros de estrutura

Λ := {ai,α, bα,β, ci,α ∈ F | i ∈ supp(α); α, β ∈ C∗, β ̸= α, αc}

em que C∗ := C − {0, 1}, com 0 := (0, . . . , 0) e 1 := (1, . . . , 1), supp(α) := {1 ≤ i ≤
n | αi = 1} e αc = 1 + α. A álgebra de código AC(Λ) é uma álgebra comutativa não
associativa sobre o corpo F com base {ti | 1 ≤ i ≤ n} ∪ {eα | α ∈ C∗} e produto:

ti ·tj = δi,jti ti ·eα =
⎧
⎨
⎩

ai,αeα, se αi = 1,

0, se αi = 0
eα ·eβ =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

bα,βeα+β, se α ̸= β, βc

∑︁
i∈supp(α)

ci,αti, se α = β

0, se α = βc

.

Uma álgebra de código AC(Λ) é dita não degenerada se
⋃︁

α∈C supp(α) = {1, . . . , n},
|C∗| > 0 e nenhum dos parâmetros de estrutura em Λ é zero. Ao longo deste texto,
vamos assumir que a álgebra código AC(Λ) é não degenerada.

O objetivo deste trabalho é investigar as propriedades das álgebras de código.
Analisamos as condições de não degenerescência necessárias para que essas álge-
bras sejam simples, mostrando que, exceto em casos restritos, não possuem ideais
próprios não triviais. Estudamos também o comportamento do operador adjunto asso-
ciado aos elementos idempotentes da base, obtendo a decomposição de Peirce e as
respectivas leis de fusão. Por fim, estabelecemos as condições de Seress, que deter-
minam sob quais exigências estruturais uma álgebra de código pode ser classificada
como uma álgebra axial de tipo Jordan.

Resultados Principais

O primeiro resultado que apresentamos relacionado à estrutura das álgebras de
código mostra que, em geral, essas álgebras são simples. Lembramos que uma álge-
bra A é dita simples se não possui ideais próprios não triviais.

Teorema 1. [1] Uma álgebra de código AC(Λ) é simples a menos que C = {0, 1, α, αc}.
Neste último caso, a álgebra possui ideais próprios não triviais, a saber:

⟨
∑︂

i∈supp(α)
ti, eα⟩, ⟨

∑︂

i∈supp(αc)
ti, eαc⟩.
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Para aprofundarmos o estudo das álgebras de código, é fundamental estabelecer
a conexão dessas estruturas com as chamadas álgebras axiais. Para isso, considere
F um corpo com charF ̸= 2, F ⊆ F um subconjunto, e ⋆ : F × F → 2F uma operação
binária simétrica. Chamamos o par (F , ⋆) de lei de fusão sobre F. Além disso, se
A é uma álgebra comutativa e não associativa sobre F, definimos para cada a ∈ A
o operador adjunto ada como sendo ada(v) := av, para todo v ∈ A. Denotamos
por Spec(a) o conjunto de autovalores de ada, e para λ ∈ Spec(a), Aλ(a) denota o
autoespaço de ada associado a λ.

Definição 3. Seja (F , ⋆) uma lei de fusão sobre F. Um elemento a ∈ A é um eixo-F
se as seguintes condições são satisfeitas:

1. a é idempotente (isto é, a2 = a);

2. a é semissimples (isto é, o operador adjunto ada é diagonalizável);

3. Spec(a) ⊆ F e AλAµ ⊆ ⨁︁
γ∈λ⋆µ Aγ, para todo λ, µ ∈ Spec(a).

Definição 4. Uma álgebra axial é um par (A, X), em que A é uma álgebra comutativa
não associativa e X é um conjunto de eixos-F que geram A.

Definição 5. Dizemos que uma álgebra axial (A, X) é de tipo Jordan se o operador
adjunto ada, a ∈ X, possuir autovalores {0, 1, η} e obedecer à seguinte lei de fusão:

AiAi ⊆ Ai A1A0 = {0} AiAη ⊆ Aη AηAη ⊆ A1 ⊕ A0 i = 0, 1.

O próximo resultado diz respeito ao comportamento do operador de adjunto as-
sociado aos elementos idempotentes da base de uma álgebra de código, permitindo
obter a decomposição de Peirce e as respectivas leis de fusão para esses elementos.

Teorema 2. (Decomposição de Peirce, [1]) Seja AC(Λ) uma álgebra de código. Para
todo 1 ≤ i ≤ n, o operador adti

é semissimples com autovalores 1, 0 e o conjunto
{ai,α : i ∈ supp(α), α ∈ C∗}. Suponha que ai,α ̸= 1 para todo α ∈ C∗ com αi = 1, então
a álgebra AC(Λ) admite a decomposição em autoespaços

AC(Λ) = A1 ⊕ A0 ⊕
⨁︂

Aai,α

em que A1 = ⟨ti⟩, A0 = ⟨tj, eα : j ∈ {1, . . . , n}, j ̸= i, αi = 0⟩ e Aai,α
= ⟨eβ : βi = 1, ai,β =

ai,α⟩. Se denotamos os autovalores de ti por {1, 0, a1, . . . , ak}, então a lei de fusão com
respeito a ti é dada por:

A1A1 ⊆ A1 A0A0 ⊆ A0 A1A0 = {0} A1Aaj
⊆ Aaj

Aaj
Aai

⊆ A0

A0Aaj
⊆ ⊕k

l=1Aal
Aaj

Aaj
⊆ A1 ⊕ A0 i, j = 1, . . . , k; i ̸= j.

Por último, introduzimos a condição de Seress, que será fundamental para estabe-
lecer sob quais condições uma álgebra de código é uma álgebra axial de tipo Jordan.

Definição 6. Dizemos que a lei de fusão para um idempotente e satisfaz a condição
de Seress se 1, 0 ∈ F e A0Aλ ⊆ Aλ, para todos os autovalores λ ̸= 1.

Teorema 3. Suponha que ai,α ̸= 1 para todo i ∈ supp(α), α ∈ C∗. Então, a lei de
fusão para ti satisfaz a condição de Seress se, e somente se, ti possui no máximo um
autovalor que não é 0 ou 1.

Concluimos que, se existe exatamente um autovalor a de ti que é diferente de 1 ou
0, então a lei de fusão é a mesma que a das álgebras axiais de tipo Jordan.
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O Teorema de Lagrange
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Resumo

Dado um grupo finito G qualquer, o Teorema de Lagrange garante que a ordem
de qualquer subgrupo de G divide a ordem de G. Este trabalho tem como obje-
tivo explorar a demonstração desse resultado apresentada em [1], assim como
algumas de suas aplicações.

Palavras-chave: ordem de grupo, subgrupos, grupos finitos, teorema de Lagrange.

Introdução

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) foi um matemático francês que produziu obras
que vieram a influenciar diversas áreas da Matemática, como a Análise, a Álgebra e
a Teoria dos Números, servindo como base teórica e referência para profissionais e
pesquisadores dessas áreas, como Évariste Galois (1811-1832), um dos pioneiros no
campo da Teoria de Grupos.

Como pode ser visto em [2], Lagrange lançou, na segunda metade do século XVIII,
a obra "Réflexions la résolution algébrique des équations", onde buscava utilizar méto-
dos de resolução de equações de 3º e de 4º grau para chegar a soluções de equações
de 5º grau. Apesar de não chegar a uma resposta, o matemático trouxe uma forma
possível de resolução chamada "teoria das permutações", que viria a inspirar Galois a
começar seu trabalho na Teoria de Grupos.

Dessa forma, seria anacrônico associar a demonstração do Teorema de Lagrange
a Lagrange, uma vez que seus trabalhos foram desenvolvidos décadas anteriores à
primeira demonstração, de fato, apresentada. Como mostrado em [3], Lagrange utili-
zou esse resultado para uma situação particular no seu estudo sobre as equações de
5º grau, porém não veio a demonstrá-lo. Alguns resultados prévios são importantes
para a compreensão da relação entre a ordem de grupos distintos, e o Teorema de
Lagrange garante alguns resultados de forma trivial.

Neste trabalho apresentaremos as ferramentas necessárias para compreender o
enunciado e a demonstração do Teorema de Lagrange, apresentado em [1].

*Graduando em Licenciatura em Matemática, Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
†Universidade Tecnológica Federal do Paraná
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Resultados Principais

Para o desenvolvimento desta pesquisa, precisamos de alguns conceitos da Teoria
de Grupos como grupos finitos, subgrupos, classes laterais, ordem de grupo e de
subgrupo.

Como será possível verificar, toda classe lateral de um subgrupo H de um grupo G
tem o mesmo número de elementos de H. A partir desse resultado, temos o principal
teorema do trabalho que consiste no seguinte:

Teorema 1 (Teorema de Lagrange). Seja H um subgrupo de um grupo finito G. A
ordem de H divide a ordem de G.

Uma das consequências do Teorema de Lagrange, explorada por este trabalho, é
a de que todo grupo de ordem prima é cíclico.

Referências
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Os Teoremas de Sylow:
Um Estudo na Teoria de Grupos
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Resumo

Um dos pilares da Teoria de Grupos é o Teorema de Lagrange, que afirma
que a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo em questão. A recíproca
deste resultado, em geral, não é verdadeira. Entretanto, existem resultados nesta
direção, e os mais gerais são os três Teoremas de Sylow. Neste trabalho, as
condições de existência, conjugação e quantidade de determinados subgrupos de
um grupo serão abordadas através dos Teoremas de Sylow.

Palavras-chave: grupos, teorema de Lagrange, p-grupos, teoremas de Sylow, sub-
grupos conjugados.

Introdução

A Álgebra é um ramo da Matemática voltado ao estudo das Estruturas Algébricas,
que generalizam as propriedades matemáticas de conjuntos numéricos e suas opera-
ções, para conjuntos mais abstratos. Entre essas estruturas, destacam-se os Grupos.

Acerca da Teoria de Grupos, que tem como objetivo estudar propriedades de con-
juntos munidos de uma operação binária, um resultado de grande destaque é o Te-
orema de Lagrange. Neste contexto, se H é um subgrupo de um grupo finito G , o
teorema exibe uma relação entre o número de elementos de H e o número de ele-
mentos de G, mais precisamente, o resultado garante que a ordem de H divide a
ordem de G.

De modo natural, surge o questionamento se a recíproca deste teorema é verda-
deira. Isto é, busca-se uma resposta para o seguinte problema: Dado um número
natural k que divide a ordem de G, existe um subgrupo H de G de ordem k?

A recíproca do Teorema de Lagrange não é válida em geral. Um exemplo disso é o
grupo alternado A4, que possui ordem 12 e não contém subgrupos de ordem 6. Diante

*Universidade Tecnológica Federal do Paraná – Campus Pato Branco. Graduando do curso de
Licenciatura em Matemática. Bolsista do Programa de Iniciação Científica e Mestrado (PICME).

†Universidade Tecnológica Federal do Paraná – Campus Pato Branco. Doutor em Matemática.
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disso, temos os Teoremas de Sylow. Formulados pelo matemático norueguês Peter
Ludwig Mejdell Sylow em 1872, três teoremas estabelecem uma recíproca parcial do
Teorema de Lagrange, sendo o primeiro a respeito da existência dos chamados p-
subgrupos de Sylow, o segundo sobre a conjugação destes p-subgrupos e o terceiro
para a quantidade de p-subgrupos.

Neste texto, assumiremos como conhecidos os seguintes conceitos e resultados
da Teoria de Grupos: grupos, subgrupos, classes lateriais, subgrupos normais e grupo
quociente, homomorfismos e ação de grupos. As referências utilizadas para a elabo-
ração deste trabalho e as quais indicamos para consulta bibliográfica são [1] e [2].

Resultados Principais

Para tratar dos Teoremas de Sylow, inicialmente definiremos uma classe de grupos
chamada p-grupos.

Definição 1. Seja p um número primo. Um grupo G é chamado de p-grupo se a ordem
de cada elemento de G é uma potência de p. Um subgrupo H de G é dito p-subgrupo
de G, se H é um p-grupo.

O Primeiro Teorema de Sylow dá uma resposta positiva para a recíproca do Teo-
rema de Lagrange, no caso de uma potência de primo dividir a ordem de um grupo
finito.

Teorema 1 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam G um grupo de ordem pnm, onde p é
um número primo, m, n ∈ N e mdc(p, m) = 1. Então, G contém um subgrupo de ordem
pi, para cada 1 ≤ i ≤ n.

Dessa forma, o Primeiro Teorema de Sylow garante a existência de subgrupos de
certas ordens, as quais são determinadas pela decomposição da ordem do grupo em
fatores primos.

Exemplo 1. Se G é um grupo com ordem |G| ≤ 11 e d | |G|, então existe um subgrupo
de G de ordem d. Com efeito, se |G| = 1 o resultado é óbvio. Agora, se 2 ≤ |G| ≤ 11,
temos as seguintes decomposições em fatores primos:

2, 3, 4 = 22, 5, 6 = 2 · 3, 7, 8 = 23, 9 = 32, 10 = 2 · 5, 11.

O resultado segue aplicando o Primeiro Teorema de Sylow.

Uma classe relevante de subgrupos será definida a seguir.

Definição 2. Seja G um grupo finito de ordem pnm, com n ∈ N ∪ {0}, onde p é primo
e p ∤ m. Um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G com ordem pn.

Exemplo 2. Considere o grupo (Z100, +). Este grupo possui ordem 100 = 22·52. Assim,
um 2-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 4, bem como um 5-subgrupo de
Sylow é um subgrupo de ordem 25.

Daí, temos que o Primeiro Teorema de Sylow garante a existência de ao menos
um p-subgrupo de Sylow de G.

Como motivação para o Segundo Teorema de Sylow, temos a seguinte proposição.
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Proposição 1. Seja G um grupo de ordem pnm, com p primo, n ∈ N e mdc(m, p) = 1.
Cada conjugado de um p-subgrupo de Sylow é um p-subgrupo de Sylow.

A proposição anterior admite como recíproca o Segundo Teorema de Sylow, que
enunciaremos na sequência.

Teorema 2 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam P1 e P2 dois p-subgrupos de Sylow
de um grupo finito G. Então, P1 e P2 são subgrupos conjugados de G.

Como consequência, se G é um grupo finito e p um número primo, um p-subgrupo
de Sylow S de G é normal se, e somente se, S é o único p-subgrupo de Sylow de G.

Para o Terceiro Teorema de Sylow, denotaremos o número de p-subgrupos de Sy-
low de um grupo finito G por np.

Teorema 3 (Terceiro Teorema de Sylow). Se G é um grupo finito e p um número primo,
então o número de p-subgrupos de Sylow de G divide |G| e é da forma kp + 1, para
algum k ∈ N ∪ {0}. Em outros termos, é válido que:

(i) np | |G|;

(ii) np ≡ 1 (mod p).

O Terceiro Teorema de Sylow estabelece restrições aritméticas para a quantidade
de p-subgrupos de Sylow em um grupo finito, ao determinar que o número np deve,
simultaneamente, dividir a ordem do grupo e ser congruente a 1 (mod p).

Exemplo 3. Não existe grupo simples de ordem 15. De fato, seja G um grupo tal
que |G| = 15 = 3 · 5. Vamos analisar os 5-subgrupos de Sylow. De acordo com o
Terceiro Teorema de Sylow n5 | 15. Os divisores de 15 são 1, 3, 5, 15. Também, como
n5 ≡ 1 (mod 5), temos que n5 ∈ {1, 6, 11, 16, . . . }. O único valor que satisfaz ambas as
condições é n5 = 1. Como existe um único 5-subgrupo de Sylow, ele deve ser normal
em G. Como a ordem deste subgrupo é 5, ele é um subgrupo próprio e não trivial, e
portanto G não é simples.

Finalmente, os resultados apresentados neste texto evidenciam que os Teoremas
de Sylow desempenham um papel central na Teoria de Grupos, uma vez que analisam
a existência, a conjugação e a quantidade de determinados subgrupos.

Agradecimentos
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Torne-se livre e seja adjunto do esquecimento
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Resumo

Ao se relacionar diferentes estruturas por meio de funtores, nota-se que nem
sempre esses mapeamentos possuem um inverso. Diante disso, a busca por um
funtor que atue como um “quase-inverso” culmina no conceito de adjunção. Fun-
tores adjuntos podem ser estudados no contexto de categorias cujos objetos são
conjuntos com alguma estrutura adicional, como é o caso da categoria Grp, onde
a noção de adjunção está atrelada à existência de grupos livres. Neste trabalho,
apresenta-se uma caracterização para funtores adjuntos via morfismos universais
e estabelece-se que, se uma categoria concreta (C, U) possui U -objetos livres,
então existe um funtor F : Set → C tal que F ⊣ U . Por fim, tem-se uma carac-
terização categórica para grupos livres, mostrando que o funtor F : Set → Grp
que associa cada conjunto ao grupo livre gerado por seus elementos é adjunto
esquerdo do funtor esquecimento U .

Palavras-chave: funtor, adjunção, categoria concreta, funtor livre, funtor esqueci-
mento.

Introdução

A teoria de categorias fornece ferramentas que permitem transportar um problema
de uma área para outra, onde esta última geralmente dispõe de um aparato mais po-
deroso e que gera soluções mais simples [1]. Este transporte se dá por meio dos
funtores, que são mapeamentos entre categorias que levam objetos em objetos e
morfismos em morfismos, “preservando”, de certo modo, as identidades e as compo-
sições.

Semelhantemente ao que ocorre com funções entre conjuntos, nem sempre existe
o inverso de um funtor. Ainda assim, dado qualquer funtor entre categorias, seria
possível encontrar um funtor que, ao menos, agisse como um “quase-inverso”, levando
cada objeto da segunda categoria ao “melhor” objeto associado a ele na primeira? A

*UFPR. Graduanda em bacharelado em matemática. Bolsista do Programa de Educação Tutorial
(PET) Matemática UFPR.

†UFPR. Professor de Matemática.
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resposta é que, se determinadas hipóteses forem satisfeitas, é de fato possível garantir
a existência de tal funtor [2]. Essa busca pelo “melhor” representante deságua no
conceito de adjunção.

Funtores adjuntos podem ser estudados em contextos mais específicos, como no
caso de categorias cujos objetos são conjuntos com alguma estrutura adicional. Em
particular, no caso da categoria Grp, a noção de adjunção está atrelada à existência
de grupos livres gerados por conjuntos arbitrários.

Resultados Principais

Definimos funtores adjuntos como em [3]:

Definição 1. Sejam A
F

⇄
G

B categorias e funtores. Dizemos que F é adjunto es-

querdo de G e que G é adjunto direito de F , e escrevemos F ⊣ G, se

HomB(F (A), B) ∼= HomA(A, G(B)) (1)

naturalmente em A ∈ A0 e B ∈ B0.

Neste trabalho, utiliza-se a definição de morfismo universal dada por [4]:

Definição 2. Seja G : B → A um funtor e A ∈ A0. Um par (B, u), com B ∈ B0 e
(u : A → G(B)) ∈ A1, é chamado de um morfismo universal de A para G se satisfaz
a seguinte propriedade universal:

∀B′ ∈ B0, ∀(f : A → G(B′)) ∈ A1, ∃!(f̄ : B → B′) ∈ B1 : G(f̄) ◦ u = f.

A proposição a seguir fornece uma caracterização para funtores adjuntos via mor-
fismos universais, garantindo a equivalência entre as definições dadas por [3] e [2]:

Proposição 3. Um funtor F : A → B é um adjunto esquerdo para o funtor G : B → A
se, e somente se, existe uma transformação natural

η : 1A =⇒ GF (2)

tal que, para todo A ∈ A0, o par (F (A), ηA) é um morfismo universal de A para G.

Em vista da Definição 2, introduzimos os objetos livres [3]:

Definição 4. Sejam X ∈ Set0 e S : A → Set um funtor. Se o par (A, i) é um morfismo
universal de X para S, então dizemos que A ∈ A0 é um S-objeto livre sobre X e que
(i : X → S(A)) ∈ Set1 é a injeção dos geradores X em A. Além disso, dizemos
que a categoria A possui S-objetos livres quando todo X ∈ Set0 possui um S-objeto
livre.

Uma categoria concreta pode ser descrita como uma categoria em que cada objeto
possui um conjunto subjacente e em que cada morfismo é uma função, considerando
a composição usual de funções [5]. Mais formalmente:

Definição 5. Uma categoria concreta é um par (C, U), onde C é uma categoria e
U : C → Set é um funtor fiel.
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Nesse caso, o funtor U é chamado de funtor esquecimento. O resultado a seguir
relaciona adjunção com a existência de objetos livres em uma categoria concreta:

Teorema 6. Seja (C, U) uma categoria concreta. Se C possui U -objetos livres, então
existe um funtor F : Set → C tal que F ⊣ U .

Nessas condições, chamamos F , o adjunto esquerdo do funtor esquecimento U ,
de funtor livre. Como exemplo, mostrando que os U -objetos livres de Grp são exata-
mente os grupos livres [4], garantimos:

Proposição 7. Sejam U : Grp → Set um funtor esquecimento e F : Set → Grp um
funtor que associa cada X ∈ Set0 ao grupo livre gerado pelos elementos de X. Então,
F ⊣ U .
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Resumo

A expansão dos sistemas numéricos dos complexos para os quatérnios e oc-
tônios resulta na perda gradual da comutatividade e da associatividade. Contudo,
os octônios preservam uma forma restrita de associatividade, o que fundamenta
o estudo das álgebras alternativas. Este trabalho tem como objetivo apresentar
o comportamento de funções mapeadas sobre essas estruturas, utilizando a de-
composição de Peirce como ferramenta central. A justificativa para este estudo
reside na necessidade de compreender se funções do tipo ∗-Lie ou ∗-Jordan mul-
tiplicativas ainda preservam a aditividade. Analisaremos quais condições devem
ser admitidas sobre a álgebra para que uma n-função ∗-Lie ou ∗-Jordan multipli-
cativa unital φ seja caracterizada como ∗-aditiva e, consequentemente, como um
∗-isomorfismo.

Palavras-chave: álgebras alternativas, octônios, decomposição de Peirce, funções
∗-Lie e ∗-Jordan multiplicativas.

Introdução

No estudo das estruturas algébricas, a construção de Cayley-Dickson [2] ilustra
como a expansão dos conjuntos numéricos resulta na perda de propriedades bem
comportadas. Ao passarmos dos números complexos (C) para os quatérnios (H), per-
demos a propriedade de comutatividade da operação produto. O passo seguinte, que
estende a estrutura para os octônios (O), resulta na perda da associatividade. No
entanto, esta é uma perda parcial, uma vez que para algumas triplas de elementos a
associatividade ainda é mantida. Além disso, qualquer subálgebra gerada por apenas
dois elementos dentro dessa estrutura é, necessariamente, associativa (Teorema de

*UFPR. Discente da graduação em Matemática da UFPR
†UFPR. Docente do Departamento de Matemática da UFPR
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Artin [2]). Puxando esse gancho teórico, define-se a classe das álgebras alternativas,
que são estruturas não associativas que generalizam esse comportamento dos octô-
nios. Uma álgebra A é dita alternativa quando satisfaz as identidades à esquerda e à
direita: a(ab) = a2b e (ba)a = ba2, para todos a, b ∈ A.

O foco deste trabalho é analisar como algumas classes de funções mapeadas en-
tre álgebras alternativas se comportam. Para contornar a ausência da associatividade
e realizar análises estruturais da álgebra, a principal ferramenta utilizada é a Decom-
posição de Peirce [2].

Resultados Principais

Em uma álgebra alternativa com unidade 1A, a existência de idempotentes simétri-
cos não triviais (como e1 e e2 = 1A − e1) permite que a álgebra seja expressa como a
soma direta de subespaços vetoriais

A = A11 ⊕ A12 ⊕ A21 ⊕ A22,

que têm regras de multiplicação bem conhecidas e bastante similares àquelas dispo-
níveis no caso associativo. Antes de prosseguirmos com a caracterização das funções
mapeadas sobre tais estruturas, é necessário fixar a notação sobre involuções. Uma
função ∗ : A → A é uma involução se (a + b)∗ = a∗ + b∗, (a∗)∗ = a, e (ab)∗ = b∗a∗, para
todos a, b ∈ A. Uma álgebra A munida de uma involução é chamada de ∗-álgebra [1].

É com base nessa estrutura que avaliamos o comportamento de funções chama-
das de ∗-Lie e ∗-Jordan multiplicativas. Dadas duas ∗-álgebras alternativas A e A′,
uma função φ : A → A′ é chamada de n-função ∗-Lie multiplicativa se

φ(pn∗(a1, . . . , aj, . . . , an)) = pn∗(φ(a1), . . . , φ(aj), . . . , φ(an)),

para todos a1, . . . , an ∈ A, com n ≥ 2 inteiro, em que os polinômios pi∗ são definidos
indutivamente via

p1∗(a1) = a1 e pn∗(a1, a2, . . . , an) = [p(n−1)∗(a1, a2, . . . , an−1), an]∗,

com [a, b]∗ = ab − ba∗, para a, b ∈ A.
De maneira análoga, uma função φ : A → A′ é dita uma n-função ∗-Jordan multi-

plicativa se

φ(qn∗(a1, . . . , aj, . . . , an)) = qn∗(φ(a1), . . . , φ(aj), . . . , φ(an)),

para todos a1, . . . , an ∈ A, com n ≥ 2 inteiro, em que

q1∗(a) = a e qn∗(a1, a2, . . . , an) = {q(n−1)∗(a1, a2, . . . , an−1), an}∗,

com {a, b}∗ = ab + ba∗, para a, b ∈ A.
Seguindo as ideias apresentadas por Martindale, uma pergunta natural é quais

condições adicionais devem ser assumidas sobre as ∗-álgebras alternativas envolvi-
das, a fim de que essas funções sejam aditivas. O teorema central abordado neste
trabalho, baseado nos resultados de Andrade [1], é o seguinte.
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Teorema 1. Sejam A e A′ duas ∗-álgebras alternativas com identidades 1A e 1A′,
respectivamente. Consideramos e1 e e2 = 1A − e1 idempotentes simétricos não triviais
em A. Assuma que A satisfaz a seguinte condição: para x ∈ A,

(ejA)x = {0} para todo j ∈ {1, 2} ⇒ x = 0.

Se φ : A → A′ é uma função bijetiva unital que satisfaz

φ(pn∗(a, b, ζ, . . . , ζ)) = pn∗(φ(a), φ(b), φ(ζ), . . . , φ(ζ)),

para todos a, b ∈ A e ζ ∈ {e1, e2, 1A}, então φ é ∗-aditiva.

Uma consequência direta deste teorema é que, ao assumirmos a hipótese de
que φ é uma bijeção multiplicativa escalar sobre os complexos (C), a condição de
∗-aditividade garantida pelo resultado complementa a estrutura. Como φ preserva,
assim, a adição, a multiplicação e a involução, conclui-se que φ é um ∗-isomorfismo
de álgebras.

Conclusões e Trabalhos Futuros

Neste resumo, foram expostas as condições estruturais que garantem a aditividade
de funções, com foco principal nas aplicações ∗-Lie multiplicativas. Contudo, conforme
delineado ao longo do texto, resultados de caracterização análogos também são ve-
rificados para a classe das funções ∗-Jordan multiplicativas. Como desdobramento
natural e passos futuros desta pesquisa, pretende-se estender o estudo para a carac-
terização de derivações ∗-Jordan não lineares definidas sobre ∗-álgebras alternativas.

Referências

[1] ANDRADE, Aline Jaqueline de Oliveira. Aditividade de funções em estruturas
alternativas. Tese (Doutorado em Matemática) – Centro de Matemática, Compu-
tação e Cognição, Universidade Federal do ABC, Santo André, 2025.

[2] SCHAFER, Richard D. An introduction to nonassociative algebras. Nova Ior-
que: Courier Corporation, 2017.

44

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Análise e Equações Diferen-
ciais

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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A Compacidade das Bolas Fechadas em
Espaços Normados de Dimensão Infinita
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo trazer uma breve apresentação de como a
compacidade das bolas fechadas em espaços normados com a topologia induzida
pela norma se comporta a depender da dimensão do espaço, além de introduzir
duas novas topologias e caracterizar a compacidade de tais bolas nas mesmas.

Palavras-chave: topologia, compacidade, funcional, reflexividade, dual.

Introdução

Em espaços métricos, todo subconjunto compacto é fechado e limitado. Além
disso, a recíproca é verdadeira em espaços normados de dimensão finita (com a topo-
logia induzida pela norma), ou seja, todo subconjunto fechado e limitado é compacto.

Acontece que se a dimensão do espaço é infinita, então a bola fechada B(0, 1)
nunca é compacta na topologia da norma, e isso motiva a seguinte pergunta: é pos-
sível obter uma topologia com menos abertos, de forma a tornar compactas as bolas
fechadas e limitadas, mas sem perder propriedades “agradáveis” da topologia usual?

Pensando nisso, este trabalho apresenta duas novas topologias, uma em espaços
normados E quaisquer, e outra em espaços duais E∗, as quais são construídas de
forma a manter contínuos todos ou alguns funcionais lineares definidos no espaço e
contínuos na topologia usual. Além disso, definimos a injeção canônica, uma aplicação
com um papel fundamental no desenvolvimento dos resultados.

Finalizamos com dois teoremas que estabelecem precisamente as condições para
que as bolas fechadas sejam compactas nas duas topologias aqui definidas.

Por fim, mencionamos que serão assumidos como conhecidos conceitos básicos
de topologia, espaços métricos, espaços normados e seus duais com norma usual.
As principais referências utilizadas para elaboração do trabalho são [1], [2] e [3], as
quais recomendamos ao leitor para aprofundamento do tema.

*Universidade Tecnológica Federal do Paraná, campus Pato Branco. Graduando do curso de Licen-
ciatura em Matemática. Bolsista do Programa de Iniciação Científica e Mestrado (PICME).

†Universidade Tecnológica Federal do Paraná, campus Pato Branco. Doutor em Matemática.
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Resultados Principais

Iniciamos o desenvolvimento do estudo sobre compacidade de bolas fechadas com
a definição de uma topologia que é necessária neste contexto.

Definição 1. Sejam X um conjunto dado, {Yλ}λ∈Λ uma família de espaços topológicos
e {φλ : X → Yλ}λ∈Λ uma família de funções. A menor topologia de X tal que φλ é
contínua para todo λ ∈ Λ é chamada de topologia inicial de X associada a família
de funções {φλ : X → Yλ}λ∈Λ.

A definição abaixo aplica o conceito de topologia inicial no caso em que o conjunto
dado é um espaço normado E e a família de funções é o seu dual E∗.

Definição 2. Seja E um espaço normado. A topologia inicial de E associada a família
de funcionais lineares contínuos E∗ é chamada de topologia fraca em E.

A seguir, definimos uma função importante para esse trabalho, além de trazermos
algumas propriedades fortes que a mesma possui.

Definição 3. Seja E um espaço normado. A função JE : E → E∗∗ definida de forma
que para cada x ∈ E, o funcional JE(x) : E∗ → R é dado por JE(x)(f) = f(x) para
cada f ∈ E∗, é chamada de injeção canônica de E em E∗∗.

Proposição 1. A injeção canônica JE : E → E∗∗ é linear, isométrica e injetiva.

A injeção canônica nem sempre é sobrejetiva, mas essa propriedade caracteriza
uma classe especial de espaços normados, os chamados espaços reflexivos.

Definição 4. Seja E um espaço normado. Dizemos que E é um espaço reflexivo se
a injeção canônica JE : E → E∗∗ é sobrejetiva.

Até então, o espaço dual E∗ possui a topologia forte (induzida pela norma) e a
topologia fraca. Introduziremos agora uma terceira topologia, a qual também é essen-
cial no estudo da compacidade das bolas fechadas. Em seguida, a importância dessa
definição será justificada pelo Teorema 1.

Definição 5. Seja E um espaço normado. A topologia inicial de E∗ associada a família
de funcionais lineares contínuos JE(E) é chamada de topologia fraca* em E∗.

Teorema 1 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Se E é um espaço normado,
então a bola fechada BE∗ = {f ∈ E∗/ ∥f∥ ≤ 1} é compacta em E∗ na topologia fraca*.

Em seguida, os próximos dois resultados servem como lemas com o objetivo de
auxiliar a demonstração do Teorema 2, o qual estabelece uma forte conexão entre a
reflexividade de um espaço e a compacidade de suas bolas fechadas.

Proposição 2. Seja E um espaço normado e JE : E → J(E) a injeção canônica sobre
a sua imagem. Se E possui a topologia fraca e E∗∗ possui a topologia fraca*, então
JE é um homeomorfismo entre E e J(E) como subespaço de E∗∗.

Proposição 3. Se E é um espaço normado, então JE(BE)w∗
= BE∗∗, ou seja, o fecho

da imagem da bola fechada BE pela injeção canônica JE com relação a topologia
fraca* em E∗∗ é igual a bola fechada BE∗∗.
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Teorema 2 (Teorema de Kakutani). Seja E um espaço normado. A bola fechada BE

é compacta na topologia fraca se, e somente se, E é um espaço reflexivo.

Demonstração. ( =⇒ ) Suponha que BE seja compacta na topologia fraca. Utilizando
a Proposição 2, vem que JE(BE) é compacto em E∗∗ na topologia fraca*. Como espa-
ços com a topologia fraca* são espaços de Hausdorff, segue que JE(E) é fechado, pois
compactos de Hausdorff são fechados. Da Proposição 3, BE∗∗ = JE(BE)w∗

= JE(BE),
e utilizando a linearidade da injeção canônica JE, a igualdade acima pode ser expan-
dida ao espaço todo, concluindo que JE(E) = E∗∗, como queríamos demonstrar.
( ⇐= ) Suponha que E seja um espaço reflexivo. Temos que JE é uma bijeção, e como
JE preserva a norma pela Proposição 1, segue que J−1

E também preserva a norma,
e portanto J−1

E (BE∗∗) = BE, da sobrejetividade de JE. Pelo Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, a bola BE∗∗ é compacta em E∗∗ na topologia fraca*, e como J−1

E é
um homeomorfismo entre esse espaço e E com a topologia fraca vide Proposição 2,
segue que BE é compacta em E com relação à topologia fraca.

Por fim, condensamos os três resultados principais do trabalho na Tabela 1, a qual
traz condições que caracterizam a compacidade das bolas fechadas com respeito às
topologias forte, fraca e fraca*.

No espaço com a topologia a bola é compacta

E forte BE ⇐⇒ dim E < ∞
E fraca BE ⇐⇒ E é reflexivo

E∗ fraca* BE∗ sempre

Tabela 1: Compacidade da bola fechada conforme a topologia
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Resumo

A teoria analítica de números é uma área da matemática que estuda proprieda-
des dos inteiros utilizando ferramentas de análise. Nessa área, busca-se estudar
resultados relacionados ao Teorema dos Números Primos e à função Zeta de Ri-
emann que nos ajudam a entender a distribuição dos números primos.

Palavras-chave: Hipótese de Riemann, Teoria Analítica de Números, Zeta de Rie-
mann.

Introdução

Em 1859, Bernhard Riemann publicou um artigo [5] sobre a função π(x), que conta a
quantidade de primos menores ou iguais a x, e conjecturou que os zeros não-triviais
de ζ(s) pertencem a reta Re(s) = 1

2 . Neste trabalho, veremos quais são os zeros
conhecidos dessa função por meio de sua continuação analítica.

Resultados Principais

Utilizaremos a notação s = σ + it para s ∈ C da mesma maneira que é utilizada em
[3].
Antes de descobrirmos quais são os zeros de ζ(s), precisamos definir certos concei-
tos.
Definição 1: Para σ > 1, temos que

ζ(s) =
+∞∑︂

n=1

1
ns

*Universidade Federal do Paraná (UFPR). Graduando em bacharelado em matemática. Bolsista do
Projeto Institucional de Bolsas de Iniciação Científica (PIBIC).

†Universidade Federal do Paraná (UFPR). Doutor em Matemática.
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Definição 2: Para σ > 1 e a ∈ (0, 1] definimos

ζ(s, a) =
+∞∑︂

n=0

1
(n + a)s

e nos referimos a ela como a função zeta de Hurwitz, já que ζ(s, 1) = ζ(s).

Definição 3: Para σ > 0, definimos

Γ(s) =
∫︂ +∞

0
e−xxs−1dx

Teorema 1: A função Γ satisfaz as seguintes equações funcionais para todo s ∈ C\Z≤0

Γ(s + 1) = sΓ(s)

Γ(s)Γ(1 − s) = π

sin(πs)
Com isso, conseguimos alguns resultados que nos ajudam a descobrirmos os zeros
triviais de ζ(s).

Teorema 2: Se σ > 1, então ζ(s, a)Γ(s) =
∫︁ +∞

0
xs−1e−ax

1−e−x

Teorema 3: Se a ∈ (0, 1], então a função definida pela integral de contorno em torno
do eixo real negativo

I(s, a) = 1
2πi

∫︂

C

zs−1eaz

1 − ez
dz

é uma função inteira. Além disso, ζ(s, a) = Γ(1 − s)I(s, a) se σ > 1.

Definição 4: Para σ ≤ 1 definimos ζ(s, a) = Γ(1 − s)I(s, a).

Dessa maneira, conseguimos uma continuação analítica de ζ(s, a) em todo o plano
complexo.

Teorema 4 (Fórmula de Hurwitz): Se a ∈ (0, 1] e σ > 1, então

ζ(1 − s, a) = Γ(s)
(2π)s

(︂
e−iπs/2F (a, s) + eiπs/2F (−a, s)

)︂

em que F (a, s) =
+∞∑︁
n=1

e2πina

ns .

Nos referimos a F (a, s) como a função zeta periódica.

Aplicando a fórmula de Hurwitz conseguimos encontrar os zeros triviais de ζ(s).

Teorema 5: Para todo s temos

ζ(1 − s) = 2(2π)−sΓ(s) cos
(︃

πs

2

)︃
ζ(s)
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Note que ao tomarmos s = 2n + 1 com n ∈ Z>0 o fator cos
(︂

πs
2

)︂
se torna zero. Portanto,

ζ(−2n) = 0 para todo n ∈ Z>0.

Porém, não são apenas esses zeros que nos interessam. Queremos analisar os pon-
tos em que ζ(s) = 0 em todo o plano complexo.

Teorema 6: Se σ > 1 temos

ζ3(σ)|ζ(σ + it)|4|ζ(σ + 2it)| ≥ 1.

Este teorema impede que |ζ(σ + it)| se aproxima de zero quando σ → 1+, levando ao
seguinte resultado:

Teorema 7: Temos que ζ(1 + it) ̸= 0 para todo t ∈ R.

Portanto, para σ ≥ 1, temos que ζ(s) não se anula.

Analisando a equação do Teorema 5, e substituindo s por 1 − s, vemos que ζ(s) =
2(2π)s−1Γ(1−s) sin

(︂
πs
2

)︂
ζ(1−s). Então, se σ < 0, temos que ζ(1−s) ̸= 0, pois 1−σ > 1

e o fator 2(2π)s−1 também é não nulo. Logo, a única possibilidade de termos zeros para
ζ(s) é tendo sin

(︂
πs
2

)︂
= 0. Porém, não queremos os zeros da forma s = −2n em que

n ∈ Z>0. Assim, a função ζ não possui zeros não triviais para σ < 0.

Logo, se ζ possui zeros, eles estão na faixa 0 ≤ σ ≤ 1, que chamamos de faixa
crítica.

Hipótese de Riemann: Os zeros não-triviais de ζ tem a forma s = 1
2 + ti.

Chamamos a reta em que σ = 1
2 de reta crítica.

Caso essa afirmação seja verdade, conseguimos alguns resultados interessantes so-
bre a distribuição dos números primos.
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A Transformada Discreta de Fourier
e uma aplicação em processamento de

imagens digitais
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Resumo

Este trabalho investiga a Transformada Discreta de Fourier (TDF) em ℓ2(ZN )
como uma mudança de base para o domínio da frequência. Analisam-se os Ope-
radores Lineares Invariantes por Translação (OLITs), sua equivalência com a con-
volução e, pelo Teorema da Convolução, a diagonalização simultânea desses ope-
radores pela base de Fourier. Estendendo a teoria a ℓ2(ZM ×ZN ), imagens digitais
são modeladas como funções e submetidas à filtragem espectral. Filtros passa-
baixas reduzem ruídos ao preservar baixas frequências, enquanto filtros passa-
altas destacam bordas e descontinuidades. Assim, evidencia-se a fundamentação
matemática da filtragem de imagens na decomposição em frequências e na dia-
gonalização de operadores de convolução.

Palavras-chave: Transformada Discreta de Fourier, Teorema da Convolução, Filtros

Introdução

Neste trabalho, investigamos a Transformada Discreta de Fourier (TDF), uma fer-
ramenta matemática fundamental para a análise e o processamento de dados digitais,
com particular aplicação ao processamento de imagens. A TDF permite decompor
uma função em componentes de diferentes frequências, fornecendo uma representa-
ção na qual determinadas operações, como a convolução, assumem uma forma signi-
ficativamente mais simples. Essa propriedade estabelece a ligação entre a estrutura
algébrica da TDF e aplicações concretas de filtragem e análise de imagens.

Consideramos o espaço ℓ2(ZN) = {f : ZN → C}, munido do produto interno defi-
nido por ⟨f, g⟩ = ∑N−1

n=0 f(n)g(n). Esse espaço possui dimensão finita N e é isomorfo a
CN . Podemos estender cada função f ∈ ℓ2(ZN) para uma função f : Z → C, impondo

*Universidade Estadual de Ponta Grossa. Bolsista do Programa de Iniciação Científica e Mestrado.
†Universidade Estadual de Ponta Grossa. Doutorado em Física Teórica.
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a condição de N -periodicidade, isto é, f(n + kN) = f(n) para quaisquer n, k ∈ Z.
Não faremos distinção entre f ∈ ℓ2(ZN) e sua extensão f : Z → C, a menos que seja
explicitamente indicado.

Definimos Ek(n) = 1√
N

e2πikn/N , para k, n = 0, . . . , N − 1. A família {Ek}N−1
k=0 é uma

base ortonormal de ℓ2(ZN). A TDF é o operador F : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) dado por
(Ff)(m) = f̂(m) = ∑N−1

n=0 f(n)e−2πimn/N =
√

N⟨f, Em⟩. Sua inversa (TDFI) é o ope-
rador F−1 : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) definido, para qualquer g ∈ ℓ2(ZN), por (F−1g)(m) =
1
N

∑N−1
n=0 g(n)e2πimn/N , com m = 0, . . . , N −1 em ambas as fórmulas. Assim, F−1Ff = f

e FF−1g = g; em particular, f = F−1f̂ . Definindo Fk = 1√
N

Ek, obtemos a base ortogo-
nal de Fourier F = {Fk}N−1

k=0 e a reconstrução f(m) = ∑N−1
n=0 f̂(n)Fn(m). Logo, f̂ = [f ]F

fornece as coordenadas de f nessa base.
Para valores de k próximos a 0 e a N − 1, a função e2πikn/N oscila lentamente,

descrevendo variações suaves e graduais no domínio espacial (baixas frequências).
Em contrapartida, para valores de k próximos a N/2, a função apresenta oscilações
rápidas (altas frequências).

Resultados Principais

As demonstrações dos teoremas apresentados a seguir encontram-se omitidas
neste resumo, mas podem ser verificadas integralmente na obra de Frazier [1].

Definição 1. Seja f ∈ ℓ2(ZN) e k ∈ Z. Defina (Rkf) (n) = f(n − k), para todo n ∈ Z.
Rkf é a translação de f por k.

Definição 2. Seja T : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) um operador linear. Dizemos que T é um
operador linear invariante por translação (OLIT) se T (Rkf) = Rk(Tf), para todo f ∈
ℓ2(ZN) e todo k ∈ Z.

Teorema 1. Seja T : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) um OLIT. Então, cada vetor da base de Fourier
F é um autovetor de T . Em particular, T é diagonalizável.

Esse resultado garante que a base de Fourier diagonaliza todo e qualquer OLIT,
propriedade central para aplicações em processamento de dados digitais.

Definição 3. Para f, g ∈ ℓ2(ZN), a convolução f ∗ g ∈ ℓ2(ZN) é dada por (f ∗ g)(n) =∑N−1
m=0 f(n − m)g(m) para n = 0, . . . , N − 1. Em particular, para um vetor h ∈ ℓ2(ZN)

fixo, definimos o operador de convolução Th : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) por Th(f) = f ∗ h.

Teorema 2. Um operador T : ℓ2(ZN) → ℓ2(ZN) é um OLIT se, e somente se, T é um
operador de convolução Tb para algum vetor b ∈ ℓ2(ZN).

Teorema 3 (Teorema da Convolução). Para quaisquer f, g ∈ ℓ2(ZN), tem-se que:
(̂f ∗ g)(m) = f̂(m)ĝ(m).

Em virtude do Teorema da Convolução e do fato de os vetores de Fourier serem
autovetores, a matriz associada à TDF provê exatamente a mudança de base capaz
de diagonalizar simultaneamente todos os OLITs. Tais resultados admitem extensão
natural para o espaço bidimensional ℓ2(ZN1 ×ZN2) por meio de um produto separável,
no qual a base de Fourier 2D é dada por Fm1,m2(n1, n2) = 1

N1N2
e2πim1n1/N1e2πim2n2/N2 .
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Essa extensão estabelece a fundamentação matemática para a aplicação da TDF
ao processamento de imagens digitais, uma vez que uma imagem pode ser modelada
como uma função f ∈ ℓ2(ZM ×ZN), na qual cada ponto da grade representa um pixel.
A TDF 2D permite, então, representar a imagem em termos de suas componentes de
frequência espacial, separando variações lentas e graduais de oscilações rápidas.

Nesse contexto, o filtro linear considerado atua por convolução e, pelo Teorema 2,
é um OLIT. Pelo Teorema da Convolução, essa operação no domínio espacial equi-
vale à multiplicação pontual das transformadas da imagem e do filtro no domínio da
frequência. Assim, a filtragem pode ser realizada pela seleção ou atenuação de deter-
minadas componentes espectrais da imagem, estabelecendo uma relação direta entre
os resultados teóricos obtidos e uma operação concreta de processamento digital.

Na aplicação apresentada na Figura 1, considera-se uma imagem sintética con-
tendo ruído e realiza-se sua transformação para o domínio da frequência por meio da
TDF 2D. Como a TDF assume periodicidade circular, a convolução pode interpretar
pixels próximos a bordas opostas como vizinhos, produzindo efeitos de wrap-around,
nos quais informações de uma borda podem aparecer artificialmente na borda oposta.
Emprega-se, portanto, padding (preenchimento de zeros) para reduzir esses efeitos,
conforme discutido em [2]. No domínio espectral, utiliza-se um filtro passa-baixas
Gaussiano, que preserva as componentes de baixa frequência e atenua as de alta fre-
quência. Como estas estão associadas a variações espaciais rápidas, sua atenuação
produz uma imagem suavizada e reduz a influência do ruído. Uma discussão mais de-
talhada sobre filtragem no domínio da frequência e processamento de imagens pode
ser encontrada em [2].

De forma complementar, emprega-se um filtro passa-altas Gaussiano, que atenua
as componentes de baixa frequência e preserva as oscilações rápidas. O resultado é
o realce de bordas e descontinuidades estruturais presentes na imagem, permitindo
evidenciar características que podem estar pouco perceptíveis no domínio espacial.
A Figura 1 ilustra, portanto, a utilização da TDF como ferramenta efetiva de filtragem
espectral: a partir da mesma representação matemática no domínio da frequência,
diferentes componentes da imagem podem ser seletivamente preservadas ou atenu-
adas, produzindo operações de suavização, redução de ruído e realce de estruturas.

Figura 1: Processamento de imagem no domínio da frequência através da TDF 2D
com procedimento de padding: imagem sintética com ruído (esquerda), suavização
por filtro passa-baixas Gaussiano (centro) e destaque de bordas por filtro passa-altas
Gaussiano (direita).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Trasformada de Fourier de Distribuições
Periódicas
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a regularidade de distribuições periódicas através
das propriedades de decaimento de seus coeficientes de Fourier. Esses resulta-
dos fornecem ferramentas para o estudo de regularidade das soluções periódicas
de certas equações diferenciais parciais periódicas.

Palavras-chave: Distribuições, Equações Diferenciais Parciais, Transformada de Fou-
rier.

Introdução

O estudo de equações diferenciais parciais envolve, em muitos casos, a busca por
soluções que possuam determinada regularidade. Para o estudo de soluções peri-
ódicas de equações diferenciais parciais, uma ferramenta importante é a Análise de
Fourier, que permite representar funções por meio de séries e transformar operações
diferenciais em relações algébricas entre seus coeficientes.

Considere, por exemplo, o operador diferencial

L = ∂

∂x
+ α

∂

∂y
, α ∈ R.

Ao procurar uma solução u para Lu = f , podemos utilizar a representação de Fou-
rier para transformar essa equação diferencial em uma equação algébrica envolvendo
os coeficientes de Fourier de u e f .

Entretanto, essa abordagem leva a uma questão natural:

As soluções dessas equações algébricas descrevem distribuições abstratas, ou
funções suaves?

*Universidade Federal do Paraná (UFPR). Graduando em Bacharelado em Matemática. Bolsista do
Programa de Iniciação Científica e Mestrado (PICME).

†Universidade Federal do Paraná (UFPR).
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Para responder a essa questão, faz-se então um estudo preciso do comportamento
dos coeficientes de Fourier de distribuições e funções suaves. Para uma breve descri-
ção deste processo, denote por Tn = Rn/(2πZn) o toro n-dimensional e seja C ∞(Tn)
espaço das funções infinitamente diferenciáveis f : Tn → C.

O dual topológico de C ∞(Tn), denotado por D ′(Tn), consiste de todas os funcionais
lineares

u : C ∞(Tn) → C

que são contínuos com respeito à topologia padrão de C ∞(Tn). Em particular, usare-
mos a notação u(θ) = ⟨u, θ⟩, para θ ∈ C ∞(Rn).

Por exemplo, dada uma função localmente integrável f : T → C, mostra-se que o
funcional linear uf : C ∞(Tn) → C dado por

⟨uf , θ⟩ =
∫︂

Tn
f(x)θ(x)dx, (1)

pertence a D ′(Tn).
Entretanto, ressalta-se que nem toda distribuição pode ser definida de tal forma

como, por exemplo, δ : C ∞(Tn) → C dada por

⟨δ, θ⟩ = θ(0).

Assim, uma distribuição não precisa ser uma função no sentido clássico. Desta
forma uma das perguntas centrais desta teoria é como saber se uma distribuição é
definida através de (1). Para responder essa pergunta, considere a seguinte definição.

Definição 1. Os coeficientes de Fourier de distribuições periódicas são definidos da
seguinte forma:

• Para f ∈ C ∞(Tn), define-se

ˆ︁f(m) = (2π)−n
∫︂

Tn
f(x)e−im·x dx, m ∈ Zn.

• Para u ∈ D ′(Tn) têm-se

ˆ︁u(m) = (2π)−n⟨u, e−im·x⟩, m ∈ Zn.

Considere agora a seguinte definição que diz respeito ao comportamento de se-
quências de números complexos.

Definição 2. Seja c = {cm}m∈Zn ⊂ C sequência. Dizemos que

• c é rapidamente decrescente se, para cada k ∈ N0, existe uma constante C > 0
tal que

|cm| ≤ C

|m|k , ∀m ∈ Zn \ {0}.

• c tem crescimento lento se existem M > 0 e k ∈ N0 tais que

|cm| ≤ M |m|k, ∀m ∈ Zn \ {0}.
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Resultados Princípais

O resultado a seguir estabelece a relação entre o comportamento dos coeficientes
de Fourier e a regularidade da série.

Teorema 1. Sejam c = {cm}m∈Zn ⊂ C sequência e considere a série

u =
∑︂

m∈Zn

cmeim·x. (2)

Nestas condições, têm-se:

(a) u ∈ D ′(Tn) se, e somente se, c é uma sequência de crescimento lento.

(b) u ∈ C ∞(Tn) se, e somente se, c é uma sequência rapidamente decrescente.

Em ambos os casos, têm-se ˆ︁u(m) = cm, para todo m ∈ Zn.

Dessa forma, a análise dos coeficientes de Fourier permite distinguir os compor-
tamentos associados a funções suaves e a distribuições: enquanto a suavidade está
relacionada ao decaimento rápido dos coeficientes, as distribuições periódicas são
caracterizadas por coeficientes de crescimento lento.
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Resumo

O estudo de sistemas de equações diferenciais ordinárias (EDOs) lineares com
coeficientes constantes está diretamente relacionado ao cálculo da exponencial de
matrizes. Uma EDO linear de ordem superior pode ser transformada em um sis-
tema de primeira ordem, cuja solução é expressa em termos da exponencial da
matriz associada. Embora métodos tradicionais baseados em diagonalização ou
na Forma Canônica de Jordan forneçam alternativas para o cálculo da exponen-
cial, podem exigir procedimentos algébricos adicionais. Nesse contexto, este tra-
balho tem como objetivo estudar a exponencial de matrizes e investigar o método
de Putzer como uma alternativa para seu cálculo. Pretende-se compreender a
construção do método, baseado no teorema de Cayley-Hamilton, suas proprieda-
des e sua aplicação à determinação da exponencial de matrizes. Por fim, busca-se
utilizar os resultados obtidos na resolução de sistemas de equações diferenciais
lineares e, consequentemente, de equações diferenciais de ordem superior.

Palavras-chave: Exponencial de matrizes, método de Putzer, sistemas de equações
diferenciais ordinárias lineares, Cayley-Hamilton.

Introdução

O estudo de EDOs lineares com coeficientes constantes é fundamental na mate-
mática aplicada. Consideremos uma EDO linear de ordem n

y(n) + a1y
(n−1) + · · · + an−1y

′ + any = R(t),
*UEPG. Acadêmico do curso de Bacharelado em Matemática Aplicada. Voluntário do PICME
†UEPG. Acadêmico do curso de Licenciatura em Matemática.
‡UEPG. Professor doutor em Matemática, DEMAT.
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em que y = y(t), a1, . . . , an são constantes reais e R(t) é contínua em um intervalo J .
Para resolver tal equação, podemos transformá-la num sistema, e para isso, introdu-
zimos novas variáveis, que representam as derivadas sucessivas da função original:
y1 = y, y2 = y′

1, · · · , yn = y′
n−1; o que resulta no sistema





y′
1 = y2

y′
2 = y3

...
y′

n−1 = yn

y′
n = −any1 − an−1y2 − · · · − a1yn + R(t).

(1)

Isso nos permite escrever (1) na forma matricial

Y ′ = A Y + Q(t), (2)

em que

Y =




y1
y2
...

yn




, P =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−2 · · · −a1




e Q(t) =




0
0
...

R(t)




.

No caso particular unidimensional (n = 1), a equação linear y′ = ay + q(t) com
condição inicial y(0) = y0 possui solução via o método do Fator Intregrante, dada por

y(t) = eaty0 +
∫ t

0
ea(t−s)q(s)ds.

Para generalizar essa expressão para sistemas de dimensão n ≥ 2, define-se a expo-
nencial de uma matriz quadrada A de ordem n, por meio da série

etA =
∞∑

k=0

tkAk

k! , (3)

que é absolutamente convergente [1]. Mostra-se que Y (t) = etAB, em que A e B são
matrizes quadradas n×n com entradas constantes, é a única solução do problema de
valor inicial Y ′(t) = AY (t), Y (0) = B, ∀t ∈ R.

Da mesma forma, a única solução de (2) em J , com condição inicial Y (0) = Y0, é
dada por

Y (t) = etAY0 +
∫ t

0
e(t−s)AQ(s)ds.

Então, resolver o sistema diferencial reduz-se ao problema de calcular explicitamente
a matriz exponencial etA, o que descrevemos abaixo via o método de Putzer [2, 3].

O Teorema de Cayley-Hamilton

Se a matriz A é diagonalizável (A = SDS−1), o cálculo da exponencial é direto:
etA = SetDS−1. Entretanto, se A não for diagonolizável, então a abordagem exige a
determinação da Forma Canônica de Jordan (FCJ), um procedimento pouco prático e
trabalhoso. A ferramenta matemática que permite contornar a FCJ e que fundamenta
o método de Putzer é o seguinte teorema.
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Teorema 1 (Cayley-Hamilton). Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e f(λ) =
det(λI−A) = λn+cn−1λ

n−1+· · ·+c1λ+c0 seu polinômio característico. Então f(A) = 0.
Ou seja, A satisfaz a equação

An + cn−1A
n−1 + · · · + c1A + c0I = 0.

O Teorema de Cayley-Hamilton [1, 3] permite escrever qualquer potência Am, m ≥
n, como combinação linear de {I, A, . . . , An−1}. Assim, a série (3) pode ser simplifi-
cada e escrita como uma soma finita de potências de A menores do que n,

etA =
n−1∑

j=0
pj(t)Aj,

em que pj(t) são funções escalares. O método de Putzer destaca-se como um algo-
ritmo bastante prático para determinar os coeficientes pj(t).

O Método de Putzer

Em seu artigo de 1966, E. J. Putzer [2] propôs duas fórmulas explícitas para o
cálculo de etA válidas para qualquer matriz quadrada A de entradas constantes. Apre-
sentamos aqui a segunda fórmula de Putzer (Teorema 2 em [2]), cuja formulação é
descrita pelo teorema abaixo.

Teorema 2 (Putzer). Sejam λ1, λ2, . . . , λn os autovalores de A, matriz de ordem n (não
necessariamente distintos), em ordem arbitrária. Então

etA =
n−1∑

j=0
rj+1(t)Pj,

em que as matrizes Pj são definidas por P0 = I e Pj = ∏j
k=1(A − λkI) = (A − λjI)Pj−1,

j = 1, . . . , n − 1, e as funções escalares r1(t), . . . , rn(t) são soluções do sistema trian-
gular {

r′
1(t) = λ1 r1(t),

r′
j(t) = rj−1(t) + λj rj(t), j = 2, . . . , n,

sujeito às condições iniciais r1(0) = 1 e rj(0) = 0, j ≥ 2.

O método de Putzer simplifica sensivelmente o cálculo da exponencial de matrizes.
Ao conectar o polinômio característico e o Teorema de Cayley-Hamilton à resolução
de um sistema triangular simples, ele evita o uso da Forma Canônica de Jordan. A
abordagem é rica por consolidar noções de Álgebra Linear com equações diferenciais
sob uma perspectiva prática e analítica.

Referências
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Números Racionais e Irracionais.
Irracionalidade e Transcendência de

π

Daniel Galvão Tibães*

daniel.tibaes@ufpr.br

Wagner Augusto Almeida de Moraes (Orientador)†

wagnermoraes@ufpr.br

Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e compreender as demonstrações
da irracionalidade e da transcendência do número π. Mormente, começamos pela
demonstração da irracionalidade dessa constante por meio de propriedades poli-
nomiais e trigonométricas, para que posteriormente, com o uso de funções com-
plexas analíticas, pudéssemos provar a transcendência de π. A abordagem uti-
liza polinômios auxiliares, além de derivadas e integrais destes polinômios, com-
binando conceitos de Análise Real e Análise Complexa para se compreender a
natureza aritmética do número π.

Palavras-chave: Número Pi, Números Irracionais, Números Transcendentes, Núme-
ros Reais, Números Algébricos.

Introdução

No estudo dos números reais, duas questões fundamentais podem ser levantadas
a respeito das constantes matemáticas. A primeira consiste em determinar se um
número é irracional, isto é, se não pode ser representado como uma razão a/b, em
que a, b ∈ Z e b ̸= 0. A segunda questão, de natureza mais profunda, refere-se à
possibilidade de esse número ser raiz de algum polinômio não nulo cujos coeficientes
sejam inteiros. Ou seja, a segunda questão refere-se à possibilidade desse número
ser algébrico. Caso não exista tal polinômio, o número é denominado transcendente.
Nesse contexto, o número π ocupa uma posição de grande relevância, estando pre-
sente em diversos resultados da análise e da geometria, além de possuir aplicações
fundamentais na Física e nas engenharias. Desse modo, o estudo de suas proprieda-
des aritméticas constitui uma questão de significativa importância matemática.

*UFPR. Graduando em bacharelado em Filosofia
†UFPR. Doutor em Matemática.
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As referências utilizadas, Niven [1] e Figueiredo [2], buscam elucidar essas pro-
priedades combinando ferramentas da Análise Real, Teoria dos Números e Análise
Complexa.

O objetivo deste trabalho é estudar as demonstrações da irracionalidade de π e de
sua transcendência. Para construir as ideias passo a passo, começamos pela prova
de irracionalidade e, em seguida, passamos para a demonstração da transcendência.

Resultados Principais

Lema 1. Dada a função f(x) = xn(1−x)n

n! , sendo n um inteiro positivo, Dkf(0), Dkf(1) ∈
Z, k = 0, 1, 2, ...

Lema 2. Seja h : C → C uma função analítica e sejam z1, z2 ∈ C. Então |h(z2) −
h(z1)| ≤ 2|z2−z1| sup{|h′(z1+λ(z2−z1))| : λ ∈ [0, 1]}, para |z| =

√
x2 + y2, z = x+iy ∈ C.

Lema 3. Sejam α1, ..., αn números algébricos tais que os polinômios simétricos ele-
mentares s1 = ∑︁n

j=1 αj, s2 = ∑︁
1≤i<j≤n αiαj, ..., sn = α1...αn, sejam números racionais.

Considere agora os
(︂

n
j

)︂
números algébricos βk1...kj

= αk1 + ... + αkj
, 1 ≤ k1 < ... < kj ≤

n. Então, os polinômios simétricos elementares associados a esses β′s são também
números racionais.

Lema 4. Se os α′s do Lema 3 são raízes de um polinômio de grau n, com coeficientes
racionais, então os β′s são raízes de um polinômio de grau

(︂
n
j

)︂
, com coeficientes

racionais.

Lema 5. O produto de dois números algébricos é algébrico.

Teorema 1. π é irracional.

Suponha por absurdo que π2 = p
q

∈ Q com mdc(p, q) = 1. Defina

G(x) = qn
n∑︂

i=0
(−1)iπ2(n−i)D2if(x), f(x) = xn(1 − x)n

n! .

Assim, pelo Lema 1, temos que G(0), G(1) ∈ Z. Aplicando o Teorema Fundamental do
Cálculo à função g : [0, 1] → R, dada por g(x) = G′(x) sin (πx) − πG(x) cos(πx), temos
que:

∫︂ 1

0
g′(x) = g(1) − g(0) =⇒ πpn

∫︂ 1

0
f(x) sin (πx) dx = G(1) + G(0) ∈ Z.

Mas, como 0 < pnπf(x) sin(πx) < pnπ
n! sin(πx) e limn→∞

pn

n! = 0, podemos escolher n
suficientemente grande de tal modo que G(0)+G(1) seja dito um inteiro compreendido
entre 0 e 1, o que é evidentemente um absurdo.

Teorema 2. π é transcendente.

Suponha por absurdo que π seja algébrico. Assim, pelo Lema 5, iπ é algébrico.
Logo, π é raiz de um polinomio com coeficientes inteiros P (x). Representando as
raízes de P (x) por α1 = iπ, ..., αn, temos que

∏︁n
j=1(1 + eαj ) = 0. Expandindo o produto,
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obtemos uma expressão da forma 1 + somatório de exponenciais cujos expoentes
são:

α1, α2, ..., αn (1.1.1)

αi + αj, i < j (1.1.2)

αi + αj + αk, i < j < k (1.1.2)

...

α1 + α2 + ... + αn (1.1.n)

Pelo Lema 3 e pelo Lema 4, (1.1.1),..., (1.1.n) serão, respectivamente, raízes de poli-
nomios de grau n,

(︂
n
2

)︂
,...,

(︂
n
n

)︂
, digamos, P1(x), P2(x), ...Pn(x). Logo, (1.1.1),..., (1.1.n)

serão raízes da equação polinomial P1(x)P2(x)P3(x)...Pn(x) = 0 que, por sua vez,
podemos supor que possui m raízes não nulas β1, β2, ..., βm. Simplificando os fato-
res xq, q > 0, temos que β1, ..., βm são raízes de uma equação polinominal R(x) =
cmxm + cm−1x

m−1 + ... + c0 e que k + eβ1 + ... + eβm = 0.
Considere as funções P (x) = cs

(p−1)!x
p−1(R(x))p e F (x) = ∑︁s+p

j=0 P (j)(x), sendo s =
mp − 1 e p um número primo. Assim, aplicando o Lema 2 à função k(z) = e−zF (z) e
definindo εj = 2|βj| sup{|e(1−λ)βj P (λβj)| : λ ∈ [0, 1]}, temos que | ∑︁m

j=1 F (βj) + kF (0)| ≤∑︁m
j=1 εj. Por fim, mostraremos que | ∑︁m

j=1 F (βj) + kF (0)| é um inteiro não nulo e que∑︁m
j=1 εj é menor do que 1, chegando-se, assim, no absurdo de que afirmar que há um

inteiro entre 0 e 1.

Referências
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Um Estudo Sobre a Irracionalidade e
Transcendência de e

Gustavo Guimarães de Souza*

gustavogsouza@ufpr.br

Wagner Augusto Almeida de Moraes (Orientador)
wagnermoraes@ufpr.br

Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e compreender as demonstrações
da irracionalidade e da transcendência da constante de Euler (e). Iniciamos pelo
estudo da irracionalidade a partir da expansão em séries de potências e, em se-
guida, aprofundamos a questão da transcendência através do método clássico
introduzido por Charles Hermite em 1873. A abordagem utiliza polinômios au-
xiliares e integrais com a função exponencial, combinando conceitos de Análise
Real e propriedades básicas de divisibilidade inteira para caracterizar a natureza
aritmética de e.

Palavras-chave: Constante de Euler, Números Irracionais, Números Transcendentes,
Teorema de Hermite, Números Algébricos.

Introdução

Ao estudar os números reais R, duas perguntas fundamentais surgem sobre as
constantes matemáticas. A primeira é saber se um número é irracional, ou seja, se
não pode ser escrito na forma a/b, com a, b ∈ Z e b ̸= 0. A segunda, mais profunda,
é saber se ele é raiz de algum polinômio não nulo com coeficientes inteiros. Quando
isso não acontece, dizemos que o número é transcendente. A constante de Euler,
denotada por e, é central no cálculo e na análise, e entender a sua natureza aritmética
é um problema clássico essencial.

Compreender a irracionalidade e a transcendência de e nos ajuda a entender me-
lhor a própria estrutura da reta real. Além de provar que e não é racional, é fundamen-
tal mostrar que ele também não pode ser obtido como raiz de equações algébricas. As
referências que utilizamos, Niven [1] e Figueiredo [2], tratam esses problemas combi-
nando ferramentas da Análise Real e da Teoria dos Números.

O objetivo deste trabalho é estudar as demonstrações da irracionalidade de e e de
sua transcendência, tendo como resultado principal o método analítico desenvolvido

*Bolsista do Programa PET-Matemática.
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por Charles Hermite em 1873. Para construir as ideias passo a passo, começamos
pela prova de irracionalidade por séries de potências e, em seguida, passamos para a
demonstração da transcendência.

Resultados Principais

Definição 1. Dizemos que um número real α ∈ R é algébrico sobre Q se existirem
n ∈ N e inteiros c0, c1, . . . , cn ∈ Z, com cn ̸= 0, tais que:

cnαn + cn−1α
n−1 + · · · + c1α + c0 = 0.

Caso não exista tal polinômio não nulo, α é dito transcendente.

O primeiro passo é estabelecer a irracionalidade de e.

Teorema 1. O número e = ∑︁∞
n=0

1
n! é irracional .

A ideia da demonstração consiste em supor, por redução ao absurdo, que e = a
b
,

com a, b ∈ Z+. Definindo a soma parcial sb = ∑︁b
n=0

1
n! e avaliando a quantidade b!(e −

sb), mostra-se que tal termo resulta em um número inteiro estritamente compreendido
entre 0 e 1, resultando em uma contradição que conclui a prova.

Para a prova da transcendência, Hermite introduziu uma família de polinômios e
integrais ponderadas pela função exponencial.

Definição 2. Sejam m ≥ 1 um inteiro e p > m um número primo. Definimos o polinô-
mio auxiliar f(x) de grau N = (m + 1)p − 1 e a função F (x) por:

f(x) = 1
(p − 1)!x

p−1(x − 1)p(x − 2)p . . . (x − m)p, F (x) =
N∑︂

j=0
f (j)(x).

As propriedades básicas dessas funções são dadas a seguir.

Lema 1. Para cada k ∈ {0, 1, . . . , m}, temos a identidade integral:

Ik =
∫︂ k

0
ek−tf(t) dt = ekF (0) − F (k).

Lema 2. Para um número primo p suficientemente grande, temos que:

(a) F (0) é um número inteiro divisível por (p − 1)!, mas não é divisível por p;

(b) F (k) é um número inteiro divisível por p, para todo k ∈ {1, . . . , m};

(c) As integrais satisfazem limp→∞ Ik = 0, para cada k ∈ {0, . . . , m}.

Com esses lemas, obtemos a demonstração da transcendência da constante de
Euler.

Teorema 2 (Hermite, 1873). O número e é transcendente.
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Para a prova da transcendência, o caminho é supor, por absurdo, que e é algébrico.
Nesse caso, existem inteiros a0, . . . , am, com a0 ̸= 0, tais que

∑︁m
k=0 akek = 0. Aplicando

o Lema 1, obtemos a relação:

m∑︂

k=0
akIk = −

m∑︂

k=0
akF (k).

A contradição é obtida confrontando o comportamento dos dois lados para um número
primo p suficientemente grande:

• Pelo Lema 2(a)-(b), tomando p > |a0|, a soma − ∑︁m
k=0 akF (k) é um número inteiro

não nulo;

• Pelo Lema 2(c), como limp→∞ Ik = 0, temos que |∑︁m
k=0 akIk| < 1 para p grande.

Como os dois lados são iguais e não nulos, a expressão resulta em um número inteiro
que satisfaz:

0 <

⃓⃓
⃓⃓
⃓

m∑︂

k=0
akIk

⃓⃓
⃓⃓
⃓ < 1,

o que é impossível e encerra a prova, mostrando que e não é algébrico, logo é trans-
cendente.

O método de Hermite mostra como a combinação entre cálculo integral e pro-
priedades aritméticas elementares de divisibilidade fornece um caminho sólido para
analisar a estrutura dos números transcendentes na reta real.
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Uma Introdução ao Oscilador de Duffing

Celestia Piccioni *

cely42piccioni@gmail.com

Ailin Ruiz de Zarate Fabregas (Orientadora)†

ailin@ufpr.br

Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o oscilador de Duffing, dado pela equação
diferencial ẍ + δẋ + βx + αx3 = γ cos ωt, que é utilizado para modelar vibrações,
propriedades eletromagnéticas em circuitos, dentre outras aplicações. Iremos en-
tender o papel dos parâmetros e termos, a aplicação do plano de van der Pol
quando uma força externa fraca é aplicada, e os atratores no caso caótico.

Palavras-chave: Sistemas dinâmicos, Oscilador de Duffing.

Introdução

Em um sistema de massa-mola clássico, temos que a força restauradora da mola
é dada por F (x) = −kx, onde k é a constante elástica da mola e x é a deformação.
Se tivermos uma massa unitária, então ẍ = −kx, ou seja,

ẍ+ kx = 0. (1)

Agora, se a mola for não linear, então podemos aproximar a força restauradora por
F (x) = −kx − αx3 e com o mesmo procedimento obtemos ẍ + kx + αx3 = 0. Por fim,
adicionando um fator de amortecimento δẋ, com δ ≥ 0, e uma força externa harmônica
γ cosωt, obtemos o oscilador de Duffing:

ẍ+ δẋ+ βx+ αx3 = γ cosωt. (2)
*Universidade Federal do Paraná. Discente de Bacharelado em Física. Bolsista do PICME.
†Universidade Federal do Paraná. Doutora em Matemática.
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Resultados Principais

Para interpretar melhor a equação, vamos primeiro supor que β > 0. Nesse caso
podemos ver a Equação 2 como um sistema cuja mola possui uma força restauradora
igual a F (x) = −βx−αx3. Assim, quando α > 0 temos uma mola com endurecimento,
enquanto que α < 0 nos entrega uma mola com amolecimento.

Por outro lado, quando β < 0, podemos interpretar o sistema como uma viga metá-
lica com uma das extremidades fixa, enquanto a outra está livre para oscilar entre dois
ímãs, enquanto que todo o aparato recebe uma força externa harmônica, conforme
Figura 1.

Figura 1: Viga metálica oscilando entre dois ímãs, enquanto todo o aparato sofre uma
força harmônica

Fonte: Scholarpedia [3]

Em seguida podemos avaliar o sistema quando não há força externa aplicada.
Quando δ = 0, podemos integrar a equação e obter a função hamiltoniana

E(t) = 1
2 ẋ

2 + 1
2βx

2 + 1
4αx

4 = constante. (3)

Podemos então estudar o comportamento dessa função para diferentes valores
dos parâmetros, conforme descrito na Figura 2.
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Figura 2: Formato da função hamiltoniana E(t)

Fonte: Scholarpedia [3]

Adicionamos, então, uma força fraca externa periódica. Escrevendo β → ω2
0, α →

ϵα, γ → ϵγ e δ → ϵδ, temos

ẍ+ ω2
0x = ϵ(−δẋ− αx3 + γ cosωt). (4)

Como ω2
0 é positivo, a Equação 4 pode ser interpretada como a resposta de uma

mola fracamente não linear para uma força periódica fraca, que podemos estudar
através de uma transformação de van der Pol.

Por fim, se quisermos analisar a resposta do sistema a uma força periódica qual-
quer, podemos reescrever a Equação 2 como:

d

dx

⎛
⎜⎝
x
ẋ
ψ

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

ẋ
−δẋ− βx− αx3 + γ cosψ

ω

⎞
⎟⎠ , (5)

em que ψ(0) = 0. Se plotamos o plano (x, ẋ), quando o sistema cruza pela seção de
Poincaré ψ(x) = ψ(constante), então para certos valores dos parâmetros aparece um
atrator, conforme Figura 3.

Figura 3: Atrator caótico de Duffing

Fonte: Scholarpedia [3]

A diversidade dos comportamentos relatados revela a complexidade dos modelos
não lineares e motiva o aprofundamento no seu estudo.
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Resumo 
 

O principal propósito deste projeto consiste em uma introdução às Séries de 
Fourier, sob um ponto de vista matemático. Para isso, após o estudo das 
ferramentas necessárias da Análise Real, aplicamos esses conceitos na 
investigação das principais propriedades das Séries de Fourier, com enfoque na 
convergência e na aplicação em algumas Equações Diferenciais Parciais. 

 
 
Palavras-chave: Séries de Fourier, Análise Real, Convergência, Equações 
Diferenciais Parciais. 
 
Introdução 
 

A Análise Real é um campo de estudo que surgiu inicialmente com a ideia de 
formalizar o Cálculo, sendo de extrema importância para a Matemática e para outras 
áreas da Ciência. Com o seu desenvolvimento ao longo dos séculos, tornou-se uma 
ferramenta essencial para praticamente todos os ramos da Matemática e uma 
linguagem fundamental para o desenvolvimento de teorias em áreas como Física, 
Probabilidade e Estatística, Química, Biologia e Economia.  

De forma semelhante, a ideia da expansão de uma função periódica em uma 
série trigonométrica possui grande relevância histórica e moderna. Nesse sentido, o 
surgimento das Séries de Fourier motivaram a formalização de conceitos como 
função, integral, convergência e convergência uniforme. Atualmente, representam 
um dos maiores pilares da Teoria de Equações Diferenciais Parciais, sendo uma 
técnica utilizada nos estudos, por exemplo, da equação do Calor, das equações de 
Laplace e da Onda. Além disso, as Séries de Fourier possuem aplicações, por 
exemplo, no processamento de imagens e sinais, no estudo de circuitos elétricos e 
no estudo de ondas em Óptica e Acústica, na Mecânica Quântica, na Teoria de 
Controle, na Teoria de Probabilidade e Mecânica Estatística. 
 

2Universidade Federal de Santa Catarina. Doutor em Matemática. 

1Universidade Federal de Santa Catarina. Graduanda em Matemática - Licenciatura. Bolsista do 
CNPq-Brasil. 

 
 

73

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



 

Resultados Principais 
 
Teorema de Fourier. Seja  uma função seccionalmente diferenciável e de 𝑓: ℝ → ℝ
período 2L. Então a série de Fourier da função , dada por 𝑓

, converge, em cada ponto , para 𝑓(𝑥) ∼ 1
2 𝑎0 +

𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛π𝑥

𝐿 + 𝑏
𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛π𝑥

𝐿( ) 𝑥

, isto é, 1
2 𝑓(𝑥 + 0) + 𝑓(𝑥 − 0)[ ]

 (DE FIGUEIREDO, 1
2 𝑓(𝑥 + 0) + 𝑓(𝑥 − 0)[ ] = 1

2 𝑎0 +
𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛π𝑥

𝐿 + 𝑏
𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛π𝑥

𝐿( )
1997, pág. 21). 
 
Teorema sobre a Integração de Séries de Fourier. Seja  uma função 𝑓: ℝ → ℝ
periódica de período 2L e seccionalmente contínua e seja 

 sua série de Fourier. Então: (i) a série pode ser 
𝑎
0

2 +
𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛π𝑥

𝐿 + 𝑏
𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑛π𝑥

𝐿( )
integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de ; mais 𝑓

precisamente,  (DE 
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏

∫
𝑎
0

2 𝑑𝑥 +
𝑛=1

∞

∑ 𝑎
𝑛
𝑎

𝑏

∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑛π𝑥
𝐿 𝑑𝑥 + 𝑏

𝑛
𝑎

𝑏

∫ 𝑠𝑒𝑛 𝑛π𝑥
𝐿 𝑑𝑥( )

FIGUEIREDO, 1997, pág. 33). 
 
Teorema 3.3 (primeiro Teorema sobre a Convergência Uniforme da Série de 
Fourier) ([3]). Seja  uma função periódica de período 2L, contínua e com derivada 𝑓
primeira integrável e absolutamente integrável. Então, a série de Fourier de  𝑓
converge uniformemente para . (DE FIGUEIREDO, 1997, pág. 69). 𝑓
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Versões Multidimensionais do Teorema de
Rolle e a Conjectura de Furi e Martelli
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Resumo
Este trabalho investiga extensões multidimensionais do clássico Teorema de

Rolle, resultado fundamental da Análise Real. Inicialmente, apresentam-se con-
traexemplos que mostram a impossibilidade de sua generalização direta para di-
mensões superiores. Em seguida, são estudadas versões adaptadas do teorema
em espaços euclidianos e no plano complexo, com demonstrações e aplicações.
Por fim, analisa-se a conjectura proposta por Furi e Martelli, segundo a qual fenô-
menos análogos ao Teorema de Rolle falham em espaços de Banach de dimensão
infinita, resultado posteriormente confirmado por Ferrer.

Palavras-chave: Teorema de Rolle, Espaços Euclidianos, Plano Complexo, Dimensão
Infinita.

Introdução

O Teorema de Rolle, desenvolvido pelo matemático francês Michel Rolle (1652-
1719), é um resultado clássico da Análise Matemática e possui um papel fundamental
para o desenvolvimento do Cálculo Diferencial e Integral de uma variável real. Sua
formulação estabelece que, sob certas hipóteses de continuidade e diferenciabilidade,
toda função real que assume valores iguais em dois pontos possui ao menos um ponto
intermediário no qual a derivada se anula.

Devido à sua importância, uma questão natural é investigar se o Teorema de Rolle
permanece válido para funções definidas em espaços de dimensões maiores, mo-
tivo pelo qual sua generalização despertou grande interesse. Entretanto, existem
contraexemplos [3] que evidenciam a não validade direta do teorema em contextos
multidimensionais. Sendo assim, reformulações, obtidas por modificações em suas
hipóteses e conclusões, foram propostas [2, 3]. Além disso, M. Furi e M. Martelli con-
jecturaram a não extensão do Teorema de Rolle em um espaço de dimensão infinita,
sendo sua validade demonstrada por J. Ferrer [1].

*Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Bacharelado em Matemática Aplicada. Bolsista
PIBIC/UEPG.

†Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG).
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Resultados Principais

O Teorema de Rolle garante que uma função contínua f : [a, b] → R e diferenciável
em (a, b), com f(a) = f(b), possui derivada nula em pelo menos um ponto c de (a, b).
Ou seja, f ′(c) = 0. Geometricamente, concluí-se que existe uma reta tangente ao grá-
fico de f no ponto (c, f(c)) paralela a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b))
quando as hipóteses acima são satisfeitas. Tal resultado é garantido pelo fato de que
a imagem de um compacto por uma função contínua é compacto e pelo Teorema de
Weierstrass.

Figura 1: Interpretação geométrica do Teorema de Rolle.

a c b

Fonte: A autora.

Para motivar a modificação do teorema acima, considere f : R2 → R2 uma função
dada por f(x, y) = (x3 + xy2 − x, yx2 + y3 − y). Note que f é contínua na bola fechada
B[(0, 0), 1], diferenciável na bola aberta B((0, 0), 1) e, além disso, para todo (x, y) ∈
S((0, 0), 1), tem-se f(x, y) = (0, 0). A matriz Jacobiana de f num ponto (x, y) é da
forma

f ′(x, y) =
[︄
3x2 + y2 − 1 2xy

2xy x2 + 3y2 − 1

]︄
,

a qual é diferente da matriz nula de ordem 2 × 2 para qualquer (x, y) ∈ B((0, 0), 1). Ou
seja, o Teorema de Rolle não vale diretamente e a seguinte reformulação é apresen-
tada.

Teorema 1 ([2, 3]). Seja f : B[x0, r] ⊂ Rn → Rm uma função contínua em B[x0, r]
e diferenciável em B(x0, r). Assumindo que existe um vetor não-nulo v ∈ Rm tal que
v · f(x) = 0, para todo x ∈ S(x0, r), então existe c ∈ B(x0, r) tal que v · f ′(c)u = 0, para
todo u ∈ Rn.

Geometricamente, isso significa que se f(S(x0, r)) estiver contida no hiperplano
H = v⊥, então existe c ∈ B(x0, r) tal que Imf ′(c) está contida em um hiperplano
paralelo a H. Por exemplo, se f(x, y) = 1 − x2 − y2, então f(S(0, 1)) = {0}. Pelo
Teorema 1, a existência de c ∈ B(0, 1) tal que f ′(c) = ∇f(c) = 0 é garantida. De fato,
c = (0, 0) e o plano tangente ao gráfico de f nesse ponto é o plano horizontal z = 1,
paralelo ao plano z = 0 que contém f(S(0, 1)), conforme ilustra a Figura 2.
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Figura 2: Interpretação geométrica do Teorema 1.

c

∇f = 0

x
y

z

Fonte: A autora.

Agora, considere a função de uma variável complexa f(z) = ez − 1. Note que f é
analítica e, para todo k ∈ Z, f(2kπi) = e2kπi − 1 = 0. No entanto, f ′(z) = ez ̸= 0, para
todo z ∈ C. Logo, o Teorema de Rolle também não é válido diretamente e apresenta-
se o seguinte resultado.

Teorema 2 ([2, 3]). Seja f uma função analítica definida em um aberto convexo D ⊂ C.
Sejam a, b ∈ D, a ̸= b, tais que f(a) = 0 = f(b). Então existem complexos z1 e z2 no
segmento de reta que liga a e b tais que

Re(f ′(z1)) = 0 e Im(f ′(z2)) = 0.

Por fim, M. Furi e M. Martelli conjecturaram a possibilidade de que o Teorema 1 é
falso quando o domínio de f , Rn, é substituído por um espaço de Banach de dimensão
infinita E. Para demonstrar isso, considere o espaço E = ℓ2, das sequências reais de
quadrado somáveis, e a função f : ℓ2 → R dada por

f(x) = 1 − ∥x∥2

∥x − T (x)∥2 ,

em que T : ℓ2 → ℓ2 é definida por T (x) = (1/2−∥x∥2)e1 +Rx, sendo R o operador shift
à direita. J. Ferrer [1] prova a conjectura de Furi e Martelli através do fato f |S(0, 1) = 0
e f ′(x) ̸= 0, para qualquer x ∈ B(0, 1). Portanto, conclui-se que existem diferenças
profundas entre espaços de dimensão finita e infinita.

Referências

[1] Ferrer, J. Rolle’s Theorem Fails in l2. The American Mathematical Monthly, v.
103, n. 2, p. 161-165, 1996.
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Análise Numérica

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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de Componentes Principais (PCA)
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Resumo

A Análise de Componentes Principais (PCA) é uma técnica de redução de
dimensionalidade que busca projetar um conjunto de dados em um subespaço
de menor dimensão, minimizando a perda de informação. Neste trabalho, são
desenvolvidos os conceitos de Álgebra Linear necessários à formulação desse
problema. Para isso, assumindo dados centrados, apresentam-se os conceitos de
bases ortonormais e projeções ortogonais, e introduzem-se a norma espectral e a
norma de Frobenius. Como resultado principal, mostra-se que minimizar o erro de
reconstrução ∥X − WW ⊤X∥2

F equivale a maximizar tr(W ⊤XX⊤W ), reduzindo a
PCA a um problema de autovalores de XX⊤.

Palavras-chave: Álgebra Linear, PCA, projeção ortogonal, norma de Frobenius.

Introdução

A Análise de Componentes Principais (PCA) é uma técnica utilizada para reduzir a
dimensionalidade de conjuntos de dados, preservando a maior quantidade possível de
informação relevante. Considere n observações, cada uma descrita por m variáveis
reais, organizadas em

X = [x1 · · · xn] ∈ Rm×n,

em que cada coluna xj ∈ Rm representa uma observação. Sem perda de generalidade
assumimos que os dados estão centrados na média.

Quando m é grande, manipular e interpretar X diretamente torna-se custoso. A
PCA procura um subespaço de dimensão r < m no qual as observações possam
ser projetadas, minimizando a perda de informação. Para fundamentar essa constru-
ção, serão utilizados conceitos fundamentais de Álgebra Linear, como ortogonalidade,
projeções ortogonais e normas matriciais, necessários à formulação do problema.

*Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) – Campus Blumenau. Graduanda em Licenciatura
em Matemática.

†Departamento de Matemática. Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) - Campus Blume-
nau. Doutora.
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Resultados Principais

Fixada uma dimensão r < m, buscamos uma matriz W = [w1 · · · wr] ∈ Rm×r tal que
cada observação xj possa ser aproximada por uma combinação linear das colunas
de W :

xj ≈
r∑

i=1
hij wi = Whj, (1)

onde hj = [h1j, . . . , hrj]⊤ ∈ Rr é o vetor de coordenadas reduzidas. Nesse ponto
ocorre a redução de dimensionalidade: em vez de armazenar xj ∈ Rm, passa-se a
representá-lo por hj ∈ Rr. Denotando H = [h1 · · · hn] ∈ Rr×n, a aproximação (1)
assume a forma matricial

X ≈ WH. (2)

Para determinar W e H de forma ótima, exige-se que as colunas de W sejam
ortonormais, isto é, W ⊤W = Ir. Sob essa condição, a projeção ortogonal de cada
observação xj sobre o subespaço gerado pelas colunas de W fornece explicitamente
as coordenadas hj = W ⊤xj, de modo que H = W ⊤X e a aproximação de xj é x̂j =
WW ⊤xj.

Para medir a qualidade da aproximação (2), precisamos quantificar o “tamanho” da
matriz de erro X − WW ⊤X. Uma maneira natural é por meio de normas matriciais.

Definição 1. A norma espectral (ou norma 2) de A ∈ Rm×n é

∥A∥ = max
∥x∥=1

∥Ax∥,

em que ∥ · ∥ indica a norma euclidiana, isto é, ∥y∥ =
√

y⊤y para y ∈ Rm.

Geometricamente, ∥A∥ é o comprimento do maior semi-eixo da hiperelipse que é a
imagem da esfera unitária pela transformação A. Pode-se mostrar que ∥A∥2 é o maior
autovalor de A⊤A.

x1

x2

Esfera Unitária
∥x∥ = 1

A
x1

x2

∥A∥

Hiperelipse
∥A∥ = max

∥x∥=1
∥Ax∥

Figura 1: Interpretação geométrica da norma espectral ∥A∥.

Como obter a norma espectral nem sempre é simples, também utilizamos a norma
de Frobenius.
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Definição 2. A norma de Frobenius de uma matriz A = [a1 · · · an] ∈ Rm×n é

∥A∥F =
√√√√

n∑

j=1
∥aj∥2 =

√
tr(A⊤A),

onde tr denota o traço, isto é, a soma dos elementos da diagonal.

A norma de Frobenius mede o erro total de reconstrução sobre todas as observa-
ções simultaneamente: ∥X − WW ⊤X∥2

F = ∑n
j=1 ∥xj − WW ⊤xj∥2.

Assim, o problema da PCA consiste em encontrar W com colunas ortonormais que
minimize o erro de reconstrução:

min
W ⊤W =Ir

∥X − WW ⊤X∥2
F = min

W ⊤W =Ir

n∑

j=1
∥xj − WW ⊤xj∥2. (3)

Como x̂j = WW ⊤xj é a projeção ortogonal de xj sobre Im(W ), o resíduo xj − x̂j

é ortogonal a x̂j. Pelo teorema de Pitágoras, ∥xj∥2 = ∥x̂j∥2 + ∥xj − x̂j∥2 para cada j.
Somando:

n∑

j=1
∥xj − x̂j∥2 =

n∑

j=1
∥xj∥2 −

n∑

j=1
∥x̂j∥2. (4)

Como
∑

j ∥xj∥2 independe de W , minimizar o erro equivale a maximizar
∑

j ∥x̂j∥2.
Usando W ⊤W = Ir, calcula-se:

n∑

j=1
∥x̂j∥2 =

n∑

j=1
∥W ⊤xj∥2 =

n∑

j=1
x⊤

j WW ⊤xj = tr(W ⊤XX⊤W ). (5)

Portanto, o problema (3) é equivalente a

max
W ⊤W =Ir

tr(W ⊤XX⊤W ). (6)

Sob a hipótese de centralização, a matriz S = 1
n
XX⊤ é a matriz de covariância

dos dados, e tr(W ⊤XX⊤W ) mede a variância total capturada pela projeção. O resul-
tado fundamental é que o máximo de (6) é atingido quando as colunas de W são os
autovetores de XX⊤ associados aos r maiores autovalores, resultado garantido pelo
Teorema Espectral para matrizes simétricas.

Referências

[1] STRANG, G. Introduction to Linear Algebra. 5. ed. Wellesley: Wellesley-
Cambridge Press, 2016.

[2] LAY, D. C.; LAY, S. R.; McDONALD, J. J. Álgebra Linear e suas Aplicações. 5.
ed. Rio de Janeiro: LTC, 2018.

[3] TREFETHEN, L. N.; BAU III, D. Numerical Linear Algebra. Philadelphia: SIAM,
1997.

81

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Método de Newton:
Formulação, Convergência e Aplicações em

Múltiplas Dimensões

Gabriela Saki Kunii *

gabriela.saki@ufpr.br

Ailin Ruiz de Zarate Fabregas (Orientadora)†

ailin@ufpr.br

Resumo

Este trabalho apresenta uma análise do Método de Newton aplicado à resolu-
ção de equações e sistemas não lineares. No domínio real (R), destacam-se as
condições de convergência local e global com taxa quadrática, fundamentadas na
aproximação linear por reta tangente. Para sistemas de n equações não linea-
res (Rn), a generalização se baseia na expansão em série de Taylor de primeira
ordem, utilizando a matriz Jacobiana. Enfatiza-se a relevância de resolver o sis-
tema linear resultante em cada ponto de iteração por métodos diretos, evitando a
inversão explícita da matriz Jacobiana para mitigar custos computacionais e ins-
tabilidades numéricas. Por fim, estende-se o método ao plano complexo (C) no
qual a convergência para encontrar as raízes do sistema f(z) = 0 depende estri-
tamente da estimativa inicial z0. O estudo consolida a formulação matemática e o
comportamento numérico do algoritmo nesses três contextos.

Palavras-chave: Método de Newton-Raphson, processos iterativos, convergência, sé-
rie de Taylor

Introdução

Os métodos iterativos são uma alternativa na busca por raízes de equações, já
que elas nem sempre podem ser obtidas de forma exata, ou o procedimento para
encontrá-las é difícil ou trabalhoso demais. Formulado originalmente por Isaac New-
ton no século XVII e posteriormente formalizado por Joseph Raphson, o método de
Newton-Raphson para equações no domínio real e as versões para sistemas englo-
bados na denominação de métodos de Newton tornaram-se muito importantes na Ma-
temática, servindo de base para algoritmos de otimização, engenharias e simulações
científicas.

*UFPR. Discente bolsista do Programa de Educação Tutorial(PET).
†UFPR. Dra.
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Figura 1: Representação geométrica do método de Newton-Raphson

Fonte: A autora.

O método de Newton-Raphson se baseia na linearização de funções: a partir de
um ponto inicial x0, a curva f(x) é aproximada por sua reta tangente. O ponto onde
essa tangente cruza o eixo das abscissas define o próximo ponto de iteração x1, ge-
rando uma sequência que avança em direção a uma raiz sob certas condições. Uma
intuição geométrica do algoritmo é apresentada na Figura 1.

Garantida a convergência do método, outra característica que o torna especial é
a forma como ele converge, pois a precisão do valor de aproximação da raiz dobra a
cada iteração. Computacionalmente, a convergência quadrática torna o algoritmo ex-
tremamente rápido, pois exige menos iterações quando comparado a outros métodos
iterativos. Também na aplicação do método para funções definidas no Rn busca-se
diminuir o custo computacional, quando são utilizados métodos diretos para resolver
um sistema associado ao problema.

O objetivo deste trabalho é analisar a formulação e o comportamento numérico
do Método de Newton-Raphson nas dimensões univariada (R), multivariada (Rn) e
complexa (C).

Resultados Principais

0.1 Fórmula Iterativa

O Método de Newton-Raphson consiste em aproximar uma função f(x) por meio
de sua reta tangente no ponto (xn, f(xn)). Ao determinar a intersecção dessa reta
tangente com o eixo das abscissas, obtém-se a relação iterativa que aproxima suces-
sivamente a raiz procurada [2]:

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn) .

0.2 Teoremas de Convergência em R
A convergência do método é garantida nas seguintes condições:
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Teorema 1 ([1]). Seja f ′′ contínua e seja r um zero simples de f . Então existe uma
vizinhança de r e uma constante C tal que, se o Método de Newton for iniciado nessa
vizinhança, os pontos sucessivos aproximam-se de r e satisfazem

|xn+1 − r| ≦ C(xn − r)2 (n ≧ 0).

Teorema 2 ([1]). Se f pertence a C2(R), é crescente, é convexa e possui um zero,
então esse zero é único, e a iteração de Newton-Raphson convergerá para ele a partir
de qualquer ponto inicial.

0.3 Generalização para Sistemas Não Lineares (Rn)

Para encontrar a solução de um sistema de n equações não lineares com n variá-
veis, representado na forma vetorial F (X) = 0, a ideia do método de Newton perma-
nece a mesma do caso para uma variável: aproxima-se a função por sua expressão
linear em torno do ponto de iteração.

Para isso, utiliza-se a expansão em série de Taylor de primeira ordem F (X + H) ≈
F (X) + J(X)H, onde J(X) é a matriz Jacobiana (contendo as derivadas parciais de
primeira ordem de cada equação). Impondo que essa aproximação linear seja nula,
obtém-se o sistema que determina o vetor de correção H.

A cada passo, o novo ponto X(k+1) é atualizado somando-se a correção H(k) ao
ponto anterior X(k). Em vez de calcular a inversa da matriz Jacobiana — o que seria
computacionalmente custoso e instável —, o vetor de correção é obtido resolvendo
diretamente o sistema linear

J(X(k))H(k) = −F (X(k)),

por métodos diretos, como a eliminação gaussiana.

0.4 Extensão para o Domínio Complexo (C)

A aplicação do Método de Newton para determinar raízes de equações complexas
f(z) = 0, com z ∈ C, segue a mesma estrutura algébrica da expressão para uma
variável real [2]:

zn+1 = zn − f(zn)
f ′(zn) .

A convergência para as raízes complexas depende fortemente da escolha da estima-
tiva inicial z0, a qual determina a qual zero da função o processo iterativo irá convergir.

Referências
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Métodos ENO e WENO para Problemas
Hiperbólicos

Lucas Bisoni*
lucas.bisoni@ufpr.br

Prof. Dr. Thiago de Oliveira Quinelato (Orientador)†

thiago.quinelato@ufpr.br

Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo dos sistemas hiperbólicos de leis de conser-
vação. Em especial, o interesse está direcionado para a análise e implementação
de métodos de volumes finitos para a modelagem e resolução de tais problemas,
com ênfase nos métodos do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) e Weighted
Essentially Non-Oscillatory (WENO). Nesse sentido, visa-se revisar a bibliografia
referente à teoria das leis de conservação hiperbólicas, investigando fenômenos
característicos para essa classe de problemas, como a formação de choques e
leques de rarefação, além da aproximação numérica de soluções a partir da imple-
mentação computacional de um método do tipo ENO de ordem 3 e de um método
do tipo WENO de ordem 5.

Palavras-chave: problemas hiperbólicos, leis de conservação, volumes finitos, ENO,
WENO.

Introdução

As leis de conservação hiperbólicas são uma classe de sistemas de equações
diferenciais parciais capazes de modelar diversos fenômenos relacionados à conser-
vação de grandezas físicas e ao seu transporte advectivo, sendo aplicadas em áreas
como a dinâmica dos gases, a acústica, a ótica e a geofísica. Algumas característi-
cas desses sistemas, oriundas de sua natureza e descrição matemática, os tornam
particularmente interessantes e geram desafios específicos para o desenvolvimento
de métodos resolutivos. Um exemplo disso é a formação de descontinuidades nas
suas soluções, que pode ocorrer mesmo quando as condições iniciais do problema
são suaves.

*Universidade Federal do Paraná (UFPR). Graduando em Licenciatura em Matemática. Voluntário
do Programa de Iniciação Científica (PIBIC) - Edição 2025.

†Universidade Federal do Paraná (UFPR). Doutor em Modelagem Computacional (LNCC).
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O aparecimento de descontinuidades exige a utilização de métodos numéricos que
sejam capazes de representar transições abruptas sem introduzir oscilações espúrias
ou difusão excessiva, fator que é especialmente relevante nas investigações associ-
adas ao problema de Riemann. Nesse âmbito, os métodos do tipo Essentially Non-
Oscillatory (ENO) e Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENO) representam al-
gumas das principais estratégias numéricas para aproximar as soluções das leis de
conservação hiperbólicas. Isso ocorre por duas razões principais: primeiramente, sua
construção adaptativa permite selecionar ou formar, de acordo com o comportamento
local da solução, reconstruções adequadas para regiões não suaves; em segundo
lugar, quando incorporados a uma formulação de volumes finitos, eles permitem cons-
truir aproximações que respeitam as propriedades de conservação das grandezas de
interesse.

Desse modo, o objetivo deste trabalho é estudar aspectos teóricos e computa-
cionais relacionados às leis de conservação hiperbólicas, com ênfase na descrição
matemática das leis de conservação e na formulação dos métodos de volumes finitos,
em especial do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) e Weighted Essentially Non-
Oscillatory (WENO). Em particular, foram realizadas as implementações de um mé-
todo ENO de ordem 3 e de um método WENO de ordem 5, ambas avaliadas por meio
de experimentos numéricos envolvendo problemas clássicos de leis de conservação
escalares.

Resultados Principais

Vamos iniciar com algumas discussões presentes em [2], [3] e [5]. Considere a
seguinte definição:

Definição 1. Uma lei de conservação unidimensional é um sistema de equações dife-
renciais parciais que pode ser escrito na forma

∂q
∂t

+ ∂f(q)
∂x

= 0, (1)

em que q : R × R −→ Rm é um vetor de m componentes que representa as variáveis
conservadas, as quais buscamos determinar, e f(q) é o vetor de fluxos.

Através da regra da cadeia, para condições adequadas de suavidade, é possível
verificar a equivalência de (1) com

∂q
∂t

+ A(q)∂q
∂x

= 0, (2)

em que A(q) := ∂f/∂q é a matriz jacobiana do fluxo f(q). Em particular, o sistema (2)
é dito hiperbólico quando A(q) possui um conjunto de autovalores λi(q), 1 ≤ i ≤ m,
reais e um conjunto completo de autovetores ri(q) linearmente independentes.

Dessa maneira, nosso objetivo é investigar a caracterização dos sistemas hiperbó-
licos que apresentam como formulação (2). Em alguns casos, é possível determinar
a solução analítica do problema. Por exemplo, considere A(q) = A uma matriz de
entradas reais constantes. Pode-se definir o seguinte problema de valor inicial:

∂q
∂t

+ A
∂q
∂x

= 0, com q(x, 0) = q0(x) e − ∞ < x < ∞. (3)
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Pela hiperbolicidade, A é diagonalizável e devem existir matrizes R, Λ tais que A =
RΛR−1. Efetuando a substituição de variáveis w = R−1q, chega-se no sistema

wt + Λwx = 0, com w(x, 0) = w0(x), (4)

em que Λ é uma matriz diagonal, w(x, t) = (w(1)(x, t), w(2)(x, t), . . . , w(m)(x, t)) e a
condição inicial é dada por w0(x) := R−1q0(x). A partir dessa nova formulação, é
possível obter a solução do problema (3) que é dada por

q(x, t) =
m∑︂

p=1
w

(p)
0 (x − λpt)rp, (5)

em que r1, . . . , rm são os autovetores à direita e λ1, . . . , λm são os correspondentes
autovalores de A.

Assim, para o caso em que A é constante, obtém-se uma fórmula explícita para
a solução. Entretanto, de modo geral, a matriz A(q) apresenta uma dependência em
relação ao vetor de variáveis conservadas q, definindo um sistema não-linear. A não
linearidade também pode promover a interação entre diferentes ondas e a formação
de descontinuidades, tornando a obtenção de soluções analíticas um processo signi-
ficativamente mais complexo.

Para contornar essa situação, nos voltamos ao estudo de estratégias resolutivas
numéricas, com ênfase nos métodos de volumes finitos (MVFs). Esses métodos se
fundamentam na discretização espacial do domínio em volumes de controle, chama-
dos células, e na análise do fluxo de entrada e saída das quantidades conservadas
nessas células ao longo do tempo.

Em particular, foi realizada a implementação de dois esquemas de volumes fini-
tos: um do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) de ordem 3 e um do tipo Weighted
Essentially Non-Oscillatory (WENO) de ordem 5, apresentados em [1], ambos com
discretização temporal baseada em um método de Runge-Kutta de ordem 3 Strong
Stability Preserving (RK3 SSP), como proposto em [4]. A escolha desses métodos se
deu principalmente devido a sua capacidade de reduzir o aparecimento de oscilações
espúrias próximo a regiões de formação de descontinuidades nas soluções numéri-
cas. Para o ENO, esse processo é feito a partir da escolha do estêncil associado à
região mais suave da solução, enquanto para o WENO essa adaptação é realizada
a partir de uma combinação ponderada das reconstruções com pesos não-lineares
baseados em indicadores de suavidade.

A partir das implementações realizadas, foram conduzidos diferentes experimen-
tos numéricos envolvendo problemas clássicos de leis de conservação escalares, isto
é, aqueles para os quais q : R × R −→ R. Inicialmente, foi analisado o compor-
tamento das aproximações numéricas para a equação de advecção linear e para a
equação de Burgers invíscida. Para esta última, foram consideradas as condições
iniciais do problema de Riemann (com a formação de choques e leques de rarefa-
ção), além de condições iniciais dadas por uma função seno associadas a condições
de contorno periódicas. De modo geral, os resultados obtidos apresentaram compor-
tamento compatível com o esperado para os problemas considerados, reproduzindo
adequadamente as principais características das respectivas soluções.

Por fim, como etapa final deste trabalho, pretende-se estender os algoritmos de-
senvolvidos para a aplicação dos métodos ENO e WENO a outros sistemas de leis
de conservação lineares e não-lineares da forma (2). Assim, a variável conservada
passará a ser representada por um vetor q, permitindo investigar o comportamento
dos métodos em problemas que envolvem várias grandezas conservadas.
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Educação Matemática

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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“Em Fração”: Desenvolvimento de um jogo
matemático com alunos de ensino médio

Guilherme de Lima Sampaio1
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Neila Tonin Agranionih (Orientadora)2
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Resumo
Este trabalho apresenta o desenvolvimento, ainda em processo, do jogo

matemático “Em Fração”, elaborado com o objetivo de explorar operações com
frações em turmas do ensino médio que apresentam dificuldades em conhecimentos
matemáticos elementares. A proposta parte do reconhecimento de defasagens de
aprendizagem identificadas entre estudantes dessa etapa de ensino e da
necessidade de repensar estratégias metodológicas capazes de promover o
envolvimento dos alunos com a Matemática. Fundamentado na utilização de jogos
pedagógicos como recurso para retomada de conhecimentos prévios,
desenvolvimento de estratégias, comunicação e resolução de problemas, o jogo foi
concebido a partir de três elementos principais: aleatoriedade, competitividade e
realização de cálculos mentais.

Palavras-chave: educação matemática, jogos matemáticos, ensino médio, formação
docente, metodologia de ensino.

Introdução

Qualquer professor com a oportunidade de pisar em uma sala de ensino médio
rapidamente notará muitas coisas, mas algo que um professor de matemática notará
em poucos minutos é a aversão que alguns alunos têm à disciplina em questão.
Antes fosse apenas o desgosto, pois geralmente esse sentimento é acompanhado
de medo e insegurança que fazem com que muitos alunos percam a esperança de
um dia compreender o que se passa em uma aula de matemática. Adicione essa
dificuldade de aprendizagem às políticas de não reprovação e aos “dois anos
perdidos” decorrentes da pandemia de Covid-19 e chegamos a um cenário em que
um aluno de ensino médio não compreende um conteúdo previsto para o sexto ano
do fundamental.

Esse cenário pode soar fantasioso ou exagerado para alguns, porém, em 2025
foi constatado a partir de dados do Saeb que 58,6% dos alunos da terceira série do
ensino médio têm nível de aprendizado considerado abaixo do básico (TODOS

2UFPR. Professora Doutora.

1UFPR. Graduando do curso de Licenciatura em Matemática. Bolsista do Programa de Educação
Tutorial (PET) Matemática UFPR.
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PELA EDUCAÇÃO, 2026, p. 13). É a partir dessa ótica que certas abordagens
precisam ser repensadas para o cenário atual, afinal, como ensinar o que seria o
básico a um aluno que já está de saída do sistema educacional? A metodologia de
jogos matemáticos pode ser uma alternativa.

É essencial para a compreensão deste trabalho saber o que está por trás da
metodologia de jogos pedagógicos. De acordo com Souza (2007), os jogos
pedagógicos, quando bem planejados, permitem que os alunos retomem
conhecimentos prévios, confrontem ideias e desenvolvam estratégias pessoais. No
entanto, a autora aborda em sua tese que diversas vezes a atividade de jogar é vista
como uma prática infantil por alguns professores que optam por não utilizá-la com
alunos mais velhos por acharem algo ineficiente.

A autora defende que quatro pontos centrais são necessários para que a
metodologia de jogos matemáticos seja válida em contexto educacional:

● A metodologia dos jogos deve englobar a metodologia de resolução de
problemas, ou seja, um jogo mecânico e repetitivo foge dessa finalidade;

● O estudante deve conseguir expressar seu conhecimento, argumentar sobre
como conseguiu resolver alguma situação-problema; desta forma, jogos
realizados sem comunicação com outros (antes, durante ou após o jogo) não
cumprem essa finalidade. É importante que tanto a escrita quanto a oralidade
sejam valorizadas no processo de explicação das estratégias do aluno;

● É necessário analisar quais conceitos matemáticos o aluno passou a
compreender, já que jogos com um pensamento matemático mais sutil muitas
vezes podem passar despercebidos pelo estudante que não conectou a
prática do jogo ao conteúdo estudado em sala;

● O jogo deve estabelecer pontes com outras disciplinas, em geral essas
pontes serão feitas com a língua materna no sentido de interpretação de texto
e com filosofia, principalmente no campo da ética e estética.

Com esses quatro pontos em mente podemos chegar naquilo que é o ponto alto
da metodologia, a engrenagem que faz todo sistema rodar, a diversão. Segundo
Costa (2009), a diversão é essencial para qualquer jogo pedagógico, assim como a
necessidade de uma estrutura do jogo similar à estrutura do objeto de conhecimento.

Em síntese, um jogo matemático precisa exigir a aprendizagem de conceitos
matemáticos para ser jogado, ser divertido, estabelecer pontes com outras
disciplinas e prezar pelo desenvolvimento de estratégias para quem joga. Com tudo
isso em mente, será que é possível criar um jogo instigante e divertido para alunos
de ensino médio que sabem menos do que o básico de matemática? É o que será
discutido na próxima seção do texto.

Resultados Principais

Nomes são importantes e nesse caso explicar o nome do jogo será um bom
ponto de partida para discutir seus objetivos pedagógicos e motivações. O nome
“Em Fração” surgiu a partir do pensamento de “como eu explico para meus alunos
que operações com frações podem formar um inteiro?”. Desta forma, o objetivo do
jogo é justamente construir “um inteiro” em fração.

A motivação para o jogo é justamente atingir um público que já está convencido
de que não aprenderá Matemática, seja por falta de vontade ou por suposta falta de
capacidade. Já nos deparamos inúmeras vezes com alunos que não sabiam ou
então erravam com frequência contas com frações. Por um lado, esse não é
exatamente o conteúdo tratado no Ensino Médio; por outro, ele é essencial para se
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fazer grande parte dos cálculos de equações com números reais. O jogo explora
esse limbo, um conteúdo fácil demais para os jogos de Ensino Médio já feitos e um
público maduro demais para os jogos com frações convencionais.

Identificado o conteúdo que queríamos aplicar no jogo, ainda faltava todo o
resto. Como um jogo com frações poderia ser interessante? A primeira questão que
adicionamos a fim de deixar o jogo mais divertido foi aleatoriedade. Optamos por
seguir com um jogo de cartas para facilitar a confecção do material. A segunda
questão foi a competitividade. Inspirado pela quantidade de jogadores de truco que
encontrei nas salas de aula que já trabalhamos, imaginamos que competitividade
seria um combustível interessante para o jogo. Por fim, decidimos trabalhar com as
dezesseis frações expostas na figura 1, as cartas foram escolhidas com o objetivo de
facilitar cálculos mentais e também em quantidade suficiente para um grupo de até
quatro jogadores serem capazes de formar até duas pilhas cada.

Figura 1 —  Cartas Em Fração.

Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Quanto às regras do jogo, as cartas são distribuídas uma a uma entre jogadores.
Ao formar um inteiro através de algumas operações básicas, esse conjunto de cartas
fica reservado em uma pilha. Ao final, o jogador com mais pilhas de um inteiro
vence. A ideia geral do jogo é pensar como operar as cartas que se têm de maneira
eficiente para conseguir formar o inteiro. As regras exatas ainda estão em fase de
testes, mas o conceito do jogo seguirá esses princípios.

O objetivo final é criar um ambiente amigável para retomar esse conteúdo que
foge da grade esperada, incentivando a prática das operações com fração de
maneira divertida e, portanto, educativa. Como próximo passo imediato, é necessário
realizar inúmeros testes do jogo com o público alvo e garantir que as regras estejam
funcionais e bem escritas para então realizar sua aplicação em um futuro próximo.
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Resumo 
O objetivo foi relacionar conteúdos matemáticos à conscientização 

ambiental sobre o descarte de garrafas PET. A elevada produção e o consumo 
de materiais plásticos, associados ao descarte inadequado, têm provocado 
diversos impactos ambientais, como a contaminação de solos e águas, a 
presença de microplásticos nos oceanos, a sobrecarga de aterros e prejuízos à 
vida marinha, além do longo período necessário para a decomposição desses 
materiais. Nesse contexto, a Educação Ambiental contribui para a formação de 
sujeitos conscientes por meio de atividades que aproximem os conhecimentos 
escolares de situações cotidianas. A partir dessa perspectiva, foi proposta uma 
oficina prática utilizando garrafas PET descartadas como recurso didático para 
abordar conceitos de Geometria Espacial, especialmente o cálculo aproximado 
do volume por meio da fórmula do cilindro. Com o auxílio de régua e calculadora, 
foram realizadas medições e estimativas, permitindo relacionar o volume 
ocupado por uma garrafa à quantidade de resíduos plásticos descartados no 
ambiente. 

 
 

Palavras-chave: Educação Ambiental; Matemática; garrafas PET; Geometria Espacial; 
reciclagem. 
 

1Acadêmico do Curso de Licenciatura em Matemática pela Universidade Estadual do 
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Introdução 
 

Este trabalho apresenta uma proposta desenvolvida na disciplina optativa de 
Educação Ambiental, do curso de Licenciatura em Matemática, no primeiro semestre 
de 2026. O objetivo foi relacionar conteúdos matemáticos a conscientização 
ambiental sobre o descarte de garrafas PET. A elevada produção e o consumo de 
materiais plásticos, associados aos descarte inadequado, tem provocado diversos 
impactos ambientais, como a contaminação dos solos e águas, a presença de micro 
plástico nos oceanos,a sobrecarga de aterros e prejuízos a vida marinha, Além 
disso, o longo período necessário para a decomposição desses materiais reforça a 
importância de ações voltadas à redução, reutilização e reciclagem(Meio Ambiente 
Sustentável, 2026) 

Nesse contexto, a Educação Ambiental pode contribuir para a formação de 
sujeitos mais conscientes sobre suas ações e responsabilidades em relação ao meio 
ambiente, especialmente quando desenvolvida por meio das atividades que 
aproximem os conhecidos escolares de situações cotidianas(Projeto Escola Verde, 
2026). A partir dessa perspectiva, foi proposta uma oficina prática utilizando garrafas 
PET, como recurso didático para abordar conceitos de Geometria Espacial e, 
simultaneamente, promover reflexões sobre o descarte de resíduos. 

 
Resultados Principais 
 

A oficina possibilitou explorar conceitos de Geometria Espacial, especialmente o 
cálculo aproximado do volume de uma garrafa PET por meio da fórmula do cilindro. 
Com o auxílio de régua e calculadora, foram realizadas medições e estimativas, 
permitindo relacionar o volume ocupado por uma garrafa à quantidade de resíduos 
plásticos descartados no ambiente. 

A atividade evidenciou a possibilidade de articulação entre Matemática e 
Educação Ambiental, demonstrando que conteúdos matemáticos podem ser 
utilizados para compreender e problematizar questões sociais e ambientais 
presentes no cotidiano. Dessa forma, a proposta contribuiu para uma aprendizagem 
mais contextualizada, aproximando os conhecimentos matemáticos de uma 
problemática ambiental concreta. 

A atividade evidenciou a possibilidade de articulação entre Matemática e 
Educação Ambiental, demonstrando que conteúdos matemáticos podem ser 
utilizados para compreender e problematizar questões sociais e ambientais 
presentes no cotidiano. Dessa forma, a proposta contribuiu para uma aprendizagem 
mais contextualizada, aproximando os conhecimentos matemáticos de uma 
problemática ambiental concreta. 
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Resumo 
 

Este relato de experiência analisa como a relação entre professor e aluno afeta a 
aprendizagem matemática do ponto de vista dos estudantes, uma vez que a 
Matemática é vista como uma disciplina difícil que causa ansiedade nos alunos. O 
objetivo foi descrever e analisar como a atitude do professor, a comunicação e o 
ambiente da sala de aula afetam a motivação e o desempenho dos alunos. Para 
isso, optou-se por uma abordagem qualitativa observacional, com base nas 
interações com duas turmas do Ensino Médio do Instituto Federal do Paraná (IFPR): 
uma turma regular e uma turma de dependência. Percebeu-se que as experiências 
emocionais prévias condicionam o comportamento atual dos discentes e que a 
comunicação afetiva atua como fator determinante para a motivação e a confiança. 
Revelou-se que, embora alunos regulares apresentem maior autonomia emocional, 
os estudantes que estão em dependência dependem significativamente da 
segurança transmitida pelo professor para superar a ansiedade. Conclui-se que há 
uma necessidade de equilíbrio entre o domínio do conteúdo e um bom 
relacionamento interpessoal para a efetivação da aprendizagem matemática.Este é 
o resumo inicial do trabalho. 

 
 
Palavras-chave: Aprendizagem Matemática, Relação Professor-Aluno, Afetividade, 
Educação Matemática. 
 
Introdução 
 

As relações que ocorrem no ambiente escolar têm um impacto significativo no 
processo de aprendizagem, em especial, no ensino da Matemática, uma disciplina 
considerada difícil e que causa ansiedade. Nesse contexto, a qualidade do 
relacionamento entre o professor e os alunos desempenha um papel fundamental, 
pois, frequentemente, as dificuldades em Matemática são atribuídas a obstáculos 
emocionais criados por experiências negativas, que geram medo e insegurança, 
prejudicando o processo de aprendizagem.  

2Universidade Federal do Paraná. Doutora em Educação Matemática. 
1Universidade Federal do Paraná. Licencianda em Matemática. Bolsista do PET Matemática. 
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Esse relato de experiência surgiu a partir da vivência prática durante o estágio 
supervisionado do curso de Licenciatura em Matemática, pela Universidade Federal 
do Paraná (UFPR), realizado no Instituto Federal do Paraná (IFPR), entre setembro 
e dezembro de 2025. Ao observar o professor supervisor, notou-se um esforço em 
manter uma relação próxima com as turmas acompanhadas. Essa observação 
levantou a seguinte questão: como a relação entre professor e aluno influencia o 
aprendizado de Matemática na perspectiva dos estudantes?   

A partir disso, este relato tem como objetivo descrever e analisar como o 
diálogo, a postura do docente e o clima da sala de aula influenciam a motivação e a 
participação dos alunos. Para tanto, optou-se por uma abordagem qualitativa 
observacional, documentando nas interações em duas turmas distintas do IFPR: 
uma regular e uma de dependência. 
 
Resultados Principais 
 

Assim como vários aspectos da vida cotidiana, a aprendizagem é fortemente 
influenciada pelas emoções. Elas afetam experiências futuras, com base em 
emoções sentidas em situações similares do passado, ou seja, uma experiência com 
uma emoção negativa no passado condiciona um comportamento de afastamento 
por parte do estudante com relação a aprendizagem, como apontam Rodrigues e 
Poletto (2023). Nesse sentido, Piaget aponta que os discentes estabelecem  

 
vínculos afetivos com os colegas, e aos poucos com os professores 
e outros profissionais da educação que estão à sua volta. Acabam 
assim, expressando os seus saberes e os seus questionamentos, 
podendo analisar os pensamentos dos seus colegas, desenvolvendo 
suas próprias ideias. (Piaget, 1979, p.32)  

 
Tais vínculos são criados a partir das emoções que o meio proporciona, assim o 

discente se aproxima do que lhe traz uma sensação de felicidade e se afasta do que 
lhe é desagradável, como afirma Rodrigues e Poletto (2023). Ao criar tais vínculos, o 
estudante se sente seguro para se expressar e desenvolver suas próprias ideias.  

Guimarães e Maciel (2021) corroboram a ideia de vínculos ao afirmar que o 
afeto influencia fortemente o desenvolvimento humano, destacando o medo e 
desconfiança como os fatores que mais dificultam a aprendizagem. Portanto, o 
docente deve se sensibilizar para ouvir seus alunos e respeitar o ritmo de 
aprendizagem de cada um, pois assim como as autoras afirmam, “ao reconhecer a 
atenção, carinho e respeito do professor, os alunos adquirem confiança, admiração, 
amizade e respeito na relação, favorecendo a aprendizagem” (Guimarães; Maciel, 
2021).   

No contexto da Matemática, disciplina frequentemente associada à ansiedade e 
ao medo, a relação professor-aluno assume um papel ainda mais crítico. Nesse 
contexto, é essencial que o docente faça o aluno participar da aula e se possível 
realizar trocas de conhecimento, não apenas transmissão de conteúdo. Referente a 
essa postura, Freire comenta sobre 
 

vínculos afetivos com os colegas, e aos poucos com os professores 
e outros profissionais da educação que estão à sua volta. Acabam 
assim, expressando os seus saberes e os seus questionamentos, 
podendo analisar os pensamentos dos seus colegas, desenvolvendo 
suas próprias ideias. (Freire, 1996, p.96) 
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Durante o estágio, pude acompanhar duas turmas do Ensino Médio Técnico no 

IFPR, sendo uma turma regular e outra de dependência. As duas turmas estavam na 
mesma disciplina, Matemática I, e o professor seguiu quase o mesmo conteúdo 
(função exponencial, função logarítmica, progressão aritmética e progressão 
geométrica) nas duas salas de aula, com exceção do conteúdo de funções inversas 
que foi ministrado apenas na turma regular.   

Embora muitas pessoas não gostem de Matemática, principalmente por ser 
considerada a disciplina mais difícil ou porque muitos professores são ruins e cruéis, 
durante o estágio pude observar, em suas falas durante as aulas, que as 
experiências anteriores com professores foram um fator determinante para os 
estudantes, das duas turmas, não gostarem de Matemática. Na turma regular, notei 
um caso, que para mim, considerei especial, o fato de que muitos alunos gostavam 
de Matemática. Com isso, percebe-se que a premissa de Rodrigues e Poletto 
(2023), de que as emoções passadas condicionam comportamentos futuros, está 
presente nas duas turmas analisadas, além disso, nota-se que os estudantes da 
turma de Dependência possuem uma carga emocional negativa maior.  

Um outro fator que afeta diretamente na sala de aula, é a comunicação e a 
motivação do estudante, sendo até um ponto crítico de acordo com Freire (1996). 
Observei que após o professor proferir algum elogio ou incentivo, alguns alunos da 
turma de dependência, se sentiram mais confiantes. Assim, pude observar que uma 
relação mais afetuosa entre o professor e o aluno pode ajudar estudantes em 
dependência a se sentirem mais confiantes em estudar e perguntar sobre a 
disciplina, ajudando então na aprendizagem matemática.   

Em contrapartida, não observei o mesmo na turma regular, onde notei uma 
separação maior entre os que se sentiram mais motivados com tal afeto e os que 
não gostam muito dessa aproximação. Isso vai ao encontro das ideias de Guimarães 
e Maciel (2021). Nota-se, assim, que o docente deve ter um olhar diferente para 
cada turma, pois o que funciona para uma, não necessariamente vai dar certo com 
outra.   

Além disso, nas duas turmas observadas, os alunos se sentiam muito tranquilos 
e relaxados durante as aulas do professor, pois o docente sempre deixou um espaço 
para os estudantes dialogarem entre si e com ele, ajudando assim a diminuir sua 
ansiedade com relação a disciplina.  

Esses dados corroboram Guimarães e Maciel (2021) sobre como o medo e a 
desconfiança dificultam a aprendizagem. O aluno de dependência, mais vulnerável, 
depende da segurança transmitida pelo professor para conseguir aprender, 
enquanto o aluno regular parece ter mecanismos mais autônomos de regulação 
emocional.   

A observação em sala de aula revelou que a postura do professor e o clima de 
sala de aula são determinantes, especialmente para alunos com histórico de 
dificuldades escolares ou em dependência. Isso evidencia que o conhecimento a ser 
aprendido tem grande influência do meio e do modo como o indivíduo lida com este 
meio social, portanto, o docente deve se preocupar com o próprio comportamento e 
postura em sala de aula para não impactar negativamente no processo de 
aprendizagem dos alunos, conforme apontam Rodrigues e Poletto (2023). Dessa 
forma, conclui-se que a qualidade da relação professor-aluno é determinante para a 
aprendizagem matemática, não apenas o domínio do conteúdo. 
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Resumo 
 

Este trabalho, parte integrante de uma monografia, investiga a formação 
matemática de pedagogos no Brasil, tendo como foco a precariedade curricular das 
ementas e eixos de formação de professores multidisciplinares para os anos iniciais 
do Ensino Fundamental. Trata-se de uma pesquisa qualitativa de cunho documental 
e analítico, operacionalizada por meio de uma Revisão Sistemática da Literatura 
(RSL) estruturada nos anais das três últimas edições do ENEM (2019, 2022 e 2025). 
O processo de seleção e filtragem resultou em um corpus definitivo de 49 artigos lidos 
na íntegra. Embora a pesquisa geral identifique três eixos analíticos (a bagagem 
traumática da Educação Básica; a precariedade curricular; e o impacto prático no chão 
de escola), este trabalho foca especificamente no segundo (o aspecto curricular). Os 
resultados revelam que as ementas de disciplinas que tratam da matemática no curso 
de Pedagogia no Brasil relegam o conhecimento de conteúdo específico a um 
segundo plano, priorizando de forma isolada discussões metodológicas. A falta de 
tempo (média de 2% a 3% da carga horária obrigatória) impede o desenvolvimento 
do Conhecimento Matemático para o Ensino, gerando insegurança profissional e 
inviabilizando a alfabetização e o letramento matemático crítico. 

 
 
Palavras-chave: Educação Matemática, Formação Inicial de Professores, Curso de 
Pedagogia, Currículo. 
 

Introdução 
 

A formação matemática dos professores responsáveis pelos anos iniciais do 
Ensino Fundamental é um gargalo da Educação Básica brasileira (Zimer, 2002). 
Embora as diretrizes nacionais e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) exijam 
que o docente multidisciplinar seja capaz de promover a alfabetização e o letramento 
matemático sob uma perspectiva crítica, social e emancipatória, a realidade escolar 
revela um cenário marcado por insegurança, aversão à disciplina e práticas 
mecânicas focadas na reprodução de algoritmos tradicionais (Zimer, 2008). 

Essa problemática ultrapassa as limitações de ordem individual dos docentes e 
as condições estruturais das escolas, evidenciando-se fortemente como reflexo de 
uma precarização curricular histórica nos cursos de Pedagogia (Maldaner, 2020). O 
currículo das licenciaturas em Pedagogia opera sob a premissa de que os futuros 

                                            
1Universidade Federal do Paraná (UFPR). Licenciando em Matemática. 
2Universidade Federal do Paraná (UFPR). Doutora em Educação Matemática. 
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professores já trazem os conceitos matemáticos consolidados de sua escolarização 
básica, relegando o papel da Matemática na graduação a discussões meramente 
instrumentais sobre "como ensinar" sem garantir o domínio seguro do "o que ensinar" 
(Shulman, 1986). 

Para compreender esse cenário, a pesquisa geral na qual este trabalho se insere 
busca responder à seguinte questão: “De que maneira a ausência de uma disciplina 
focada nos fundamentos teóricos e no conhecimento curricular da matemática, no 
curso de Pedagogia, impacta a segurança e a prática dos futuros professores na 
promoção da alfabetização e do letramento matemático nos anos iniciais? ”. O objetivo 
principal deste estudo é analisar as ementas, as lacunas conceituais e o espaço 
curricular reservado à Educação Matemática nos cursos de Pedagogia, com base em 
uma revisão sistemática da literatura científica nacional recente. 
 

Metodologia 
 
Este estudo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa, de cunho documental 

e analítico (Vosgerau; Romanowski, 2014). Para sua consecução, realizou-se uma 
Revisão Sistemática da Literatura (RSL) nos anais digitais do XIII, XIV e XV ENEM. A 
busca foi realizada a partir da aplicação de descritores: “Curso de Pedagogia”, 
“Letramento Matemático”, “Formação Inicial de Professores dos anos inicias”, 
“Professor Polivalente”, “Conhecimento matemático para o ensino” “Alfabetização 
Matemática” e “Futuros pedagogos”.  

O levantamento inicial retornou 162 trabalhos. Após a etapa de triagem de títulos 
e resumos – que excluiu relatos de experiência sem foco curricular e trabalhos fora do 
escopo da formação inicial –, procedeu-se à leitura na íntegra, consolidando um 
corpus definitivo de 49 artigos científicos. 

Os dados foram processados por meio da técnica de Análise de Conteúdo (Bardin, 
2011), estruturada nas etapas de pré-análise, exploração do material e tratamento 
interpretativo. O processo analítico resultou no estabelecimento de três categorias 
temáticas interdependentes: (1) As marcas afetivas da Educação Básica e a escolha 
pela Pedagogia; (2) A precariedade curricular na Pedagogia: métodos sem conteúdo 
(Pedagogical Content Knowledge - PCK sem Subject Matter Knowledge - SMK); e (3) 
O impacto prático no chão de escola. Neste trabalho o foco recairá exclusivamente na 
discussão da segunda categoria (Eixo Curricular). 
 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
A exploração do material e a inferência realizada sobre os 49 artigos do corpus 

do ENEM evidenciam que a formação matemática na Pedagogia enfrenta uma grave 
crise curricular, caracterizada por um esvaziamento conceitual. Mapeamentos 
curriculares presentes na amostra selecionada revelam a gravidade da asfixia de 
tempo dedicada à área. Ao investigarem dezenas de cursos em universidades 
públicas brasileiras, trabalhos basilares do nosso corpus, como os de Rôos e Palma 
(2022) e Zeferino (2019), atestam que as disciplinas voltadas à Educação Matemática 
representam, em média, apenas cerca de 3% da carga horária obrigatória total dos 
cursos. Esse cenário de escassez temporal é corroborado na literatura externa por 
Maldaner (2020), que identificou índices próximos a 2% nas matrizes das 
universidades federais. 

Diante desse cenário de restrição de tempo – exemplificado por cursos que 
destinam apenas 30 horas para toda a formação matemática –, as ementas priorizam 

102

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



 

 
 

as discussões didático-metodológicas e as estratégias instrumentais de ensino. O 
mapeamento realizado em Minas Gerais (Oliveira; Julio, 2025), assim como outras 
evidências da RSL, demonstram que as disciplinas se ancoram em jogos e recursos 
manipulativos de forma descontextualizada, omitindo os fundamentos teóricos dos 
conteúdos específicos da matemática. 

À luz das categorias de Lee Shulman (1986, 1987), essa dinâmica curricular 
impede a formação plena do docente. Shulman estabelece que o exercício seguro da 
profissão requer o Conhecimento Pedagógico do Conteúdo (PCK), o qual é definido 
como a intersecção indissociável entre o conhecimento da pedagogia e o domínio do 
conteúdo da disciplina. No entanto, ao focar quase que exclusivamente no "como 
ensinar", o currículo da Pedagogia estaciona no Conhecimento Pedagógico Geral 
(PK). A omissão do Conhecimento Específico da Matéria (Subject Matter Knowledge 
- SMK) inviabiliza, por definição teórica, o desenvolvimento do PCK, visto que é 
impossível transformar didaticamente um conteúdo que não se domina 
conceitualmente. 

Sem o PCK e o amálgama entre o que e como ensinar, o curso pressupõe, de 
maneira equivocada, que o discente já traz a matemática substantiva consolidada da 
Educação Básica. Consequentemente, o futuro professor egresso da Pedagogia é 
enviado ao chão de escola com profundas lacunas de conhecimento. Sentindo-se 
frágil e inseguro frente à disciplina, esse profissional tende a reproduzir o mesmo 
modelo mecânico de ensino tradicional pelo qual foi escolarizado e alfabetizado, 
perpetuando o ciclo de precarização na Educação Básica (Zimer, 2008). 
 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
A análise sistemática dos 49 artigos do ENEM demonstra que a graduação em 

Pedagogia tem falhado em garantir o Conhecimento Matemático para o Ensino. A 
superação dessa insegurança exige uma reformulação das matrizes curriculares. 
Contudo, expandir a carga horária obrigatória da matemática esbarra no limite 
temporal de um curso multidisciplinar. Portanto, a curto prazo, é imperativo 
redesenhar as ementas vigentes para que o tempo restrito não seja consumido 
apenas por um Conhecimento Pedagógico genérico, mas que atue na construção real 
do Conhecimento Pedagógico do Conteúdo (PCK), articulando o 'como ensinar' à 
epistemologia lógica do conhecimento específico (SMK). 
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Resumo 

 

Esse trabalho tem como objetivo discutir as diferentes formas de fazer matemática e 

dar visibilidade às culturas dos povos indígenas e africanos por meio de jogos 

matemáticos, com foco na população idosa. Pensando nisso, foi realizado uma oficina 

de jogos no projeto de extensão Universidade Aberta da Maturidade, da Universidade 

Federal do Paraná. Os resultados da oficina foram satisfatórios e alcançados 

conforme o planejamento. A partir das oficinas, discutiremos os impactos dos jogos 

para as pessoas idosas e suas relações com a matemática. 

 
 

Palavras-chave: UAM, oficinas matemáticas, jogo Adugo, jogo Mancala Awele, 
pessoas idosas. 

 
Introdução 

 

Quando se fala em jogos, bem-estar e cultura nas práticas matemáticas voltada 
para pessoas idosas, pouco trabalhados são encontrados relacionando esses temas. 
Conforme pesquisa realizada no portal da Biblioteca Digital de Teses e Dicertações 

(BDTD), foram encontrados dois trabalhos relacionados às temáticas: uma tese sobre 
o jogo Adugo, consultada em 20 de março de 2026 e uma dissertação sobre o jogo 

da família Mancala, consultada em 20 de junho de 2026. A primeira aborda o jogo 
Adugo em oficinas com pessoas idosas, enquanto a segunda trata do jogo da família 
Mancala em uma turma de EJA. De acordo com Ciro Teixeira Figueiredo (2024, p. 39) 

“atualmente, na comunidade acadêmica não há muitos estudos que relaciona o 
benefício dos jogos indígenas aplicados no auxílio da memória e do raciocínio lógico 

a terceira idade”. Os jogos servem como ferramenta para o ensino de matemática. De 
acordo com Glaucia Bomfim Barbosa Barreto (2016, p.17), é preciso “incorporar os 
jogos educativos como ferramenta pedagógica e lúdica vinculada a Etnomatemática. 

Valorizando assim, a cultura africana através da utilização dos jogos [...]”. 

 
1 Discente de Matemática da Universidade Federal do Paraná. Voluntário do Programa de 

voluntariado acadêmico. 
2Docente do Departamento de Matemática da Universidade Federal do Paraná.  
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Pensando em conteúdos de matemática, cultura e visibilidade, como podemos 

promover o ensino de matemática unindo esses temas? Como podemos olhar para a 
matemática para além de conteúdos e ao mesmo tempo trabalhar a cultura indigena 

e africana em sala de aula, em especial na educação de jovens, adultos e idosos? De 
acordo com a Lei nº 11.645, de 10 março de 2008:  

 
Art. 26-A. Nos estabelecimentos de ensino fundamental e de ensino 
médio, públicos e privados, torna-se obrigatório o estudo da história e 
cultura afro-brasileira e indígena.  
§ 1º O conteúdo programático a que se refere este artigo incluirá 
diversos aspectos da história e da cultura que caracterizam a 
formação da população brasileira, a partir desses dois grupos étnicos, 
tais como o estudo da história da África e dos africanos, a luta dos 
negros e dos povos indígenas no Brasil, a cultura negra e indígena 
brasileira e o negro e o índio na formação da sociedade nacional, 
resgatando as suas contribuições nas áreas social, econômica e 
política, pertinentes à história do Brasil.  
§ 2º Os conteúdos referentes à história e cultura afro-brasileira e dos 
povos indígenas brasileiros serão ministrados no âmbito de todo o 
currículo escolar, em especial nas áreas de educação artística e de 
literatura e história brasileiras. (Brasil, 2008, p.23) 

 
O foco deste trabalho é olhar para essas questões, em especial para a  população 

idosa, na tentativa de investigar como podemos unir conteúdos matemáticos dentro e 
fora da sala de aula e quais as contribuições desta investigação para uma professora 
em formação. Segundo Ciro Teixeira Figueiredo (2024, p. 19):  

 
[...]essa tendência matemática pode ser vista também como uma 
abordagem educacional, buscando reconhecer, valorizar e integrar os 
saberes matemáticos presente nas culturas, refletindo as 
necessidades e experiências em que as comunidades estão 

inseridas.[...]. 
 

No que se refere à oficinas para pessoas idosas, a Lei n°10.741, de 1° de outubro 

de 2003, vai ao encontro com o tema dessa pesquisa:  
 

Art. 3º É obrigação da família, da comunidade, da sociedade e do 
poder público assegurar à pessoa idosa, com absoluta prioridade, a 
efetivação do direito à vida, à saúde, à alimentação, à educação, à 
cultura, ao esporte, ao lazer, ao trabalho, à cidadania, à liberdade, à 
dignidade, ao respeito e à convivência familiar e comunitária. (Brasil, 
2003, p.12) 

 
A Universidade Aberta da Maturidade (UAM), da Universidade Federal do Paraná 

(UFPR), é um projeto de extensão voltado a pessoas com 60 anos ou mais, tendo 
como principais objetivos aproximar as pessoas idosas no ambiente universitário e 
promovendo a cultura, a socialização e o bem-estar (UFPR, 2025). Neste sentido, a 

oficina “Jogos matemáticos, raciocínio lógico e socialização” foi organizada na 
tentativa de promover a aproximação com as culturas indígena e africana, por meio 

de jogos de estratégia matemática com pessoas idosas. Realizada em  agosto de 
2026, contou com a participação de 58 idosos da UAM. Foi realizada no Campus 
Jardim Botânico, com duração aproximada de três horas.  
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Foram os jogos Adugo e Mancala Awele, para que, além das estratégias 

matemáticas presente nos jogos, fosse possível discutir a importância das culturas 
dos povos indigenas e africanos. 

Inicialmente, todos os participantes foram reunidos no auditório para a 
apresentação da proposta da oficina. Com auxílio de slides, a oficina começou com 
uma pergunta: Vocês já ouviram ou jogaram os jogos Adugo e/ou Mancala?. Todos 

responderam que não. A partir dessa pergunta, foi apresentado uma breve 
contextualização histórica e cultural dos jogos, destacando a importância e a origem 

de cada jogo. Em seguida, foram apresentadas as regras de ambos os jogos, 
utilizando figuras e vídeos para facilitar a compreensão. Os participantes foram 
organizados em duplas e distribuídos em salas próximas ao auditório para a realização 

das partidas. Posteriormente, foi realizada uma discussão da oficina como um todo.  
 

Resultados Obtidos 
 

Esse momento de diálogo possibilitou que os participantes compartilhassem suas 
percepções e experiências, refletindo não apenas sobre os aspectos matemáticos 
presentes nos jogos, como o raciocínio lógico, a elaboração de estratégias e as 

dificuldades, mas também sobre a importância da interação, da troca de 
conhecimentos e da socialização proporcionadas durante a oficina. 

A partir das respostas e discussões realizadas, foi possível observar diferentes 
opiniões sobre os jogos. De modo geral, os participantes consideraram que o jogo 
Adugo era mais fácil  e que jogar com a onça, era mais fácil de vencer. Entretanto, 

também reconheceram que o jogo Adugo exigia o planejamento de cada jogada e a 
elaboração de estratégias, especialmente em razão de sua dinâmica de perseguição 
e captura. Alguns participantes, após realizarem uma partida, passaram a refletir 

sobre quais estratégias poderiam ser utilizadas para que os cachorros conseguissem 
vencer, demonstrando interesse em compreender melhor as possibilidades e 

estratégias presentes no jogo. 
Em relação ao Mancala, os participantes gostaram de jogar, embora tenham 

considerado sua dinâmica inicialmente mais complexa. Entre as possíveis dificuldades 

observadas, destacaram-se a necessidade de compreender as regras e estratégias 
do jogo e algumas limitações relacionadas ao material utilizado na confecção do 

tabuleiro, uma vez que o tamanho das caixinhas de ovos levaram a dificuldade de 
jogar e realizar movimentos. 

Quando questionados sobre a presença da matemática nos jogos, os próprios 

participantes identificaram diferentes elementos, entre eles a elaboração de 
estratégias, a contagem, o raciocínio lógico e a geometria. Dessa forma, a realização 

da oficina pode ser considerada positiva, uma vez que os objetivos propostos foram 
alcançados. A oficina possibilitou apresentar a matemática de uma maneira diferente 
da convencional, utilizando os jogos como instrumentos para estimular o raciocínio 

lógico, a elaboração de estratégias e a interação entre os participantes. Ao mesmo 
tempo, contribuiu para a valorizar a importância histórica e cultural dos povos 

indígenas e africanos, proporcionando uma experiência que reuniu matemática, 
cultura, aprendizagem e socialização. A partir disso, será realizada uma analise mais 
detalhada para pensar como esses jogos contribuem para o ensino da matemática em 

sala de aula. 
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Análise da produção escrita de estudantes do 
Ensino Médio em um Vaivém 
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Gabriel dos Santos e Silva (Orientador)2 
gabriel.santos22@gmail.com 

 

 
Resumo 

Historicamente, a avaliação escolar assume um papel predominantemente classificatório, 
operando muitas vezes como um mecanismo de seleção que pouco contribui para a reflexão 
ativa. Diante desse cenário, evidencia-se a necessidade de transformar essas práticas, 
deslocando a atenção da simples dicotomia entre o acerto e o erro para a valorização da 
trajetória de resolução e do desenvolvimento lógico do estudante. Ao assumir a avaliação como 
uma prática de investigação, cria-se um espaço contínuo de aprendizagem. Com esse propósito, 
a pesquisa busca analisar a produção escrita de estudantes do Ensino Médio a partir da 
aplicação do instrumento de avaliação conhecido como “Vaivém”. A pesquisa foi realizada no 
Colégio Estadual do Paraná, no contexto do estágio do PIBID com estudantes do 3º ano do 
Ensino Médio no turno da manhã. O método consiste em substituir a correção tradicional por um 
processo iterativo, em que a produção inicial do aluno não encerra a atividade, mas serve de 
base para que o professor elabore novas questões e devolva o material para nova reflexão. A 
intenção é estabelecer um diálogo contínuo que instigue o estudante a justificar e refinar seu 
pensamento matemático de forma autônoma. Nesse período de aplicação do instrumento, foi 
realizada a análise das produções escritas sob a perspectiva da leitura positiva com 
agrupamento de distratores e elaboração de intervenções. 

 
Palavras-chave:Educação Matemática, Instrumento Vaivém, Avaliação educacional, 
Análise da Produção Escrita em matemática, Ensino Médio. 

 
Introdução 

Tradicionalmente, a avaliação escolar em matemática tem assumido uma função 
excludente e classificatória, servindo como um mecanismo que rotula e diferencia os 
estudantes, sustentado pela crença liberal no esforço e na meritocracia, que legitima 
a distribuição social diferenciada do conhecimento, penalizando as multiplicidades 
de pensamento (Buriasco, 2000). Nesse contexto, a avaliação reduz-se quase 
exclusivamente à verificação do produto final, restringindo-se a mensurar a 
quantidade de acertos obtidos pelo estudante e negligenciando o processo de 
aprendizagem. Como complementa Garnica (2006), na perspectiva tradicional, o 
aluno é analisado a partir de uma "leitura pela falta", na qual o desempenho é 
limitado à rigorosa dicotomia entre o acerto e o erro. 

 

1 UFPR. Estudante do curso de Licenciatura em Matemática 
2 UFPR. Doutor em Ensino de Ciências e Educação Matemática 
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Em contrapartida a esse paradigma seletivo, este trabalho alinha-se à 
concepção da avaliação educacional como uma prática de investigação e uma 
oportunidade de aprendizagem (Silva; Buriasco, 2023). Essa abordagem 
metodológica desloca o foco estrito da resposta exata para a valorização da 
trajetória de resolução e do desenvolvimento lógico percorrido pelo aluno. Sob esse 
olhar, o erro deixa de ser interpretado como uma anomalia ou disfunção a ser punida 
(Buriasco, 2000), passando a ser compreendido como um indício valioso das 
concepções e do raciocínio em construção pelo estudante. 

Para viabilizar essa mudança de conduta em sala de aula, o presente projeto 
adota o "Vaivém", instrumento de avaliação descrito por Silva e Buriasco (2023), que 
instaura um ciclo iterativo de diálogo. A aplicação do instrumento foi realizada no 
Colégio Estadual do Paraná no espaço do estágio do PIBID/UFPR, com a 
participação de estudantes do 3º ano do Ensino Médio, turno da manhã. Em vez de 
encerrar o processo com a atribuição de uma nota, o professor utiliza a produção 
escrita inicial como ponto de partida para formular intervenções e novas perguntas. 
Esse movimento contínuo vai ao encontro de onde o estudante está, respeitando 
sua trajetória lógica e instigando-o a justificar, revisar e refinar seu pensamento 
matemático, o que promove um engajamento ativo na sua própria aprendizagem. 

Para a aplicação deste instrumento, optou-se por utilizar o problema "Aparelhos 
Defeituosos", selecionado a partir do banco de questões do PISA. A escolha dessa 
tarefa justifica-se por sua natureza investigativa: ela exige dos estudantes 
habilidades de interpretação de dados em tabelas, compreensão de porcentagens e, 
principalmente, a formulação de argumentação lógica, distanciando-se da mera 
memorização e aplicação mecânica de fórmulas. 

A dinâmica da tarefa foi estruturada em três etapas complementares, 
apresentadas na Figura 1. A primeira questão solicitava a análise direta dos dados 
de produção diária para validar afirmações envolvendo proporção e probabilidade. 
Na etapa seguinte, aprofundando a exigência argumentativa, a segunda questão 
demandou que os alunos avaliassem a afirmação de um técnico. Nesse ponto, o 
foco principal era garantir que os estudantes utilizassem um argumento matemático 
estruturado para justificar a comparação de valores absolutos enviados para 
conserto. Por fim, a terceira questão expandiu o objetivo do problema ao introduzir 
os dados de uma segunda fábrica. A questão final demandava o cálculo e a 
comparação da porcentagem total de aparelhos defeituosos entre as duas 
empresas, consolidando a análise de dados do exercício. 

Dessa forma, a aplicação da tarefa de maneira fragmentada e cíclica permitiu 
um acompanhamento detalhado do desenvolvimento lógico dos estudantes, 
garantindo que o foco da avaliação permanecesse na construção contínua da 
argumentação ao longo de todo o processo. 

Resultados Principais 

Embora os ciclos do instrumento Vaivém ainda estejam em fase de produção e 
análise, as coletas iniciais já revelam apontamentos centrais para a pesquisa. 
Durante a resolução da primeira etapa do problema, observou-se que parte dos 
estudantes caiu nos distratores inerentes à questão, apresentando, por exemplo, 
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confusões​ conceituais​ ao​ interpretar​ os​ dados​ absolutos​ em​ relação​
às porcentagens. 

 

 
Figura 1 - Atividade “Aparelhos defeituosos”. 

Fonte: PISA (2012). 
 

A análise dessas produções foi conduzida sob a ótica da "leitura positiva", 
conceito discutido por Garnica (2006). Em vez de adotar a tradicional "leitura pela 
falta", a avaliação partiu do princípio de que toda enunciação elaborada pelo 
estudante, mesmo aquela que esbarra em um distrator, expressa uma compreensão 
legítima e um modo particular de lidar com a situação. Assim, os erros não foram 
tratados como anomalias a serem punidas, mas sim como indícios valiosos do modo 
de pensar dos estudantes, assumindo a dimensão de uma oportunidade de 
aprendizagem, conforme preconizam Silva e Buriasco (2023). 

Para viabilizar a prática na realidade escolar, as resoluções que apresentaram 
percursos lógicos semelhantes diante dos distratores foram metodologicamente 
agrupadas. A partir desse mapeamento, as intervenções pedagógicas foram 
elaboradas de maneira direcionada e adequada ao raciocínio de cada grupo. Para 
isso, foram elaborados questionamentos e comentários que instigaram os alunos a 
perceberem as fragilidades ou contradições em suas próprias respostas. 

Referências 

BURIASCO, Regina Luzia Corio de. Algumas Considerações sobre Avaliação 
Educacional. Estudos em Avaliação Educacional, n. 22, p. 155-178, 2000. 
GARNICA, A. V. M. Erros e leitura positiva: propostas, exercícios e possibilidades. 
In: JORNADA NACIONAL DE EDUCAÇÃO MATEMÁTICA, 1.; JORNADA 
REGIONAL DE EDUCAÇÃO MATEMÁTICA, 14., 2006, Passo Fundo. Anais [...]. 
Passo Fundo, 2006. 
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Aprendizagem da Matemática Financeira no 
Contexto da Educação Financeira: análise de 

fatores cognitivos e emocionais à luz da 
neuroeducação na Educação Básica e na 

formação inicial de professores. 
 

Erik Carolo Martins1 
erik.martins.56@estudante.unespar.edu.br 

 
Liceia Alves Pires (Orientadora)2 

liceia.pires@unespar.edu.br 
 
 
 

Resumo 
 

A Educação Financeira vem sendo incorporada às orientações educacionais 
brasileiras como tema relacionado à formação dos estudantes para a tomada de 
decisões conscientes em situações envolvendo recursos financeiros. Na Base 
Nacional Comum Curricular (BNCC), a Educação Financeira integra os Temas 
Contemporâneos Transversais, propondo articulação com diferentes componentes 
curriculares. Nesse contexto, a matemática pode contribuir para a compreensão de 
conceitos como porcentagem, juros e planejamento financeiro, embora a abordagem 
desses conteúdos não se restrinja aos procedimentos matemáticos. Diante disso, 
este estudo tem como objetivo analisar a aprendizagem de conceitos de matemática 
financeira no contexto da educação financeira, considerando fatores cognitivos e 
emocionais à luz da neuroeducação, tanto na educação básica quanto na formação 
inicial de professores de matemática. A pesquisa será desenvolvida por meio de 
revisão bibliográfica e investigação de campo com estudantes da educação básica 
e/ou acadêmicos de licenciatura em matemática, utilizando questionários 
estruturados e atividades diagnósticas. Posteriormente, serão elaboradas e 
aplicadas atividades envolvendo resolução de problemas e modelagem matemática 
em situações relacionadas à educação financeira. Busca-se discutir criticamente as 
possibilidades e os desafios da abordagem transversal proposta pelos documentos 
educacionais nacionais, especialmente quanto à articulação entre conhecimentos 
matemáticos, formação docente e situações financeiras do cotidiano. Espera-se 
identificar dificuldades recorrentes e possíveis relações entre aspectos cognitivos e 
emocionais, contribuindo para estratégias didáticas que favoreçam uma 
aprendizagem mais significativa da matemática financeira.  

 
 
 
Palavras-chave: Matemática Financeira, Educação Financeira, Neuroeducação. 

2Universidade Estadual do Paraná (UNESPAR). Docente do Colegiado de Matemática. 

1Universidade Estadual do Paraná (UNESPAR). Graduando em Licenciatura em Matemática. 
bolsista de Iniciação Científica do CNPq.  
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Introdução 
 

A Educação Financeira vem sendo incorporada às orientações educacionais 
brasileiras, especialmente a partir de sua inserção como Tema Contemporâneo 
Transversal na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), sendo proposta de forma 
articulada a diferentes componentes curriculares (BRASIL, 2018). Nesse contexto, a 
Matemática pode contribuir para a compreensão de situações envolvendo 
porcentagem, juros e planejamento financeiro. Entretanto, a abordagem desses 
conteúdos não se limita à realização de cálculos, envolvendo também interpretação, 
tomada de decisões e mobilização de conhecimentos em situações do cotidiano. 

Embora os documentos nacionais proponham uma abordagem transversal da 
Educação Financeira, sua efetivação no ensino demanda articulação entre 
conhecimentos matemáticos, práticas pedagógicas e formação docente. Além disso, 
fatores cognitivos e emocionais, como atenção, insegurança e ansiedade, podem 
interferir na aprendizagem e na resolução de problemas matemáticos (FIGUEIRA et 
al., 2020). Nesse sentido, a Neuroeducação pode contribuir para a compreensão dos 
processos envolvidos na aprendizagem (COSENZA; GUERRA, 2011). 

Diante disso, esta pesquisa tem como objetivo analisar a aprendizagem de 
conceitos de Matemática Financeira no contexto da Educação Financeira, 
investigando possíveis relações entre fatores cognitivos e emocionais e a 
compreensão e resolução de situações-problema, considerando a Educação Básica 
e a formação inicial de professores de Matemática. 

Resultados Principais 
 

Por se tratar de uma pesquisa de iniciação científica em desenvolvimento, os 
resultados apresentados correspondem às expectativas e aos encaminhamentos da 
investigação. Busca-se identificar dificuldades na compreensão e aplicação de 
conceitos de Matemática Financeira, especialmente em situações envolvendo 
porcentagem, juros e planejamento financeiro. 

A pesquisa também pretende analisar possíveis relações entre o desempenho 
matemático e fatores cognitivos e emocionais envolvidos na resolução de 
problemas. Para isso, serão utilizadas atividades diagnósticas e situações-problema 
relacionadas à Educação Financeira, buscando observar não apenas os 
procedimentos matemáticos empregados, mas também a interpretação e a tomada 
de decisões dos participantes. 

Espera-se, ainda, discutir os desafios da abordagem transversal da Educação 
Financeira proposta nos documentos nacionais e contribuir para a elaboração de 
estratégias didáticas que articulem conhecimentos matemáticos, aspectos cognitivos 
e dimensões emocionais. Os resultados poderão contribuir tanto para a 
aprendizagem da Matemática Financeira quanto para a formação inicial de 
professores. 
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Resumo 
 

O objetivo do trabalho é apresentar uma análise de práticas docentes a partir do 
modelo do Conhecimento Matemático para o Ensino (MKT), proposto por Ball, Thames e 
Phelps (2008), buscando identificar conhecimentos mobilizados pelos professores em 
diferentes momentos do ensino. As observações foram realizadas  no primeiro semestre 
de 2026 durante uma disciplina de Estágio Supervisionado de um curso de Licenciatura 
em Matemática, em aulas de Matemática de uma escola de Ensino Médio. A análise 
evidenciou que os diferentes subdomínios do MKT se manifestam de maneira articulada, 
especialmente em situações envolvendo a antecipação de dificuldades dos estudantes, a 
escolha de representações, a organização das atividades e as relações entre conteúdos. A 
experiência possibilitou perceber que ações aparentemente simples do professor 
envolvem conhecimentos específicos para o ensino de Matemática, contribuindo para uma 
compreensão mais ampla e reflexiva da prática docente e enriquecendo o processo de 
formação inicial. 

 
 
Palavras-chave: Conhecimento Matemático para o Ensino, Formação Inicial, 
Estágio Supervisionado, Educação Matemática. 
 
Introdução, Fundamentação Teórica e Metodologia 
 

O conhecimento necessário para ensinar Matemática não se limita ao domínio 
dos conteúdos matemáticos. O professor mobiliza diferentes conhecimentos ao 
interpretar dificuldades dos estudantes, selecionar representações, organizar 
atividades, analisar erros e estabelecer relações entre conteúdos. Nesse sentido, 
Ball, Thames e Phelps (2008) propõem o modelo do Conhecimento Matemático para 
o Ensino (Mathematical Knowledge for Teaching – MKT), que organiza esses 
conhecimentos em seis subdomínios. Braz et al. (2025), ao analisarem uma situação 
de ensino de Matemática a partir desse referencial, evidenciam a possibilidade de 
utilizar os subdomínios do MKT para interpretar conhecimentos mobilizados em 

2Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) – Campus Blumenau. Doutor em Educação. 

1Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) – Campus Blumenau. Graduando do curso de 
Licenciatura em Matemática. Bolsista do Programa de Iniciação Científica Júnior. 
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situações concretas de ensino. Os autores também apresentam, na Figura 1, os seis 
subdomínios e suas respectivas descrições, que orientaram a análise realizada 
neste trabalho.  
 

Figura 1 – Domínios do MKT. 

 
Fonte: Braz et al. (2025). 

 
A atividade foi desenvolvida na disciplina de Estágio Supervisionado I na UFSC 

– Campus Blumenau, no primeiro semestre de 2026, a partir da observação de aulas 
de Matemática em uma escola de Ensino Médio. As observações foram registradas 
em um diário de campo que serviu de base e tais registros foram analisados a partir 
do referencial teórico. Buscou-se analisar situações concretas vivenciadas por uma 
professora a partir dos subdomínios do MKT, não apenas com o intuito de 
classificá-las, mas de refletir sobre as práticas observadas e sobre os 
conhecimentos mobilizados nas diferentes ações e decisões docentes. Essa 
proposta se relaciona à articulação entre teoria, prática e reflexão na formação inicial 
de professores de Matemática, destacada por Vitalino, Teixeira e Santos (2023). 
 
Análise e Resultados 
 

A partir da distinção entre os diferentes conhecimentos necessários ao professor 
de Matemática, buscou-se observar como eles se manifestavam nas aulas 
acompanhadas durante o estágio. Como diferentes conhecimentos podem aparecer 
articulados em uma mesma situação, cada ocorrência foi relacionada aos 
subdomínios aos quais apresentava maior aproximação. Na análise, foram mais 
evidentes o Conhecimento do Conteúdo e dos Estudantes (KCS), o Conhecimento 
do Conteúdo e do Ensino (KCT), o Conhecimento Comum do Conteúdo (CCK) e o 
Conhecimento Especializado do Conteúdo (SCK). O Conhecimento do Conteúdo e 
do Currículo (KCC) e o Conhecimento do Conteúdo no Horizonte (HCK) apareceram 
em momentos mais pontuais. Essa menor presença, contudo, está relacionada ao 
fato de envolverem aspectos do planejamento e da organização do ensino que não 
foram diretamente acompanhados durante as observações.  

O KCS foi o mais facilmente identificado. A professora demonstrava conhecer 
dificuldades recorrentes dos estudantes e antecipar possíveis erros. No estudo de 
juros compostos, por exemplo, quando taxa e tempo deveriam estar na mesma 
unidade de medida e a ordem das operações da fórmula. Esse conhecimento 
também orientava adaptações conforme as características e dificuldades de cada 
turma. Sua articulação com o KCT apareceu nas decisões sobre como organizar e 
conduzir o ensino, como na dedução da fórmula de juros compostos e na construção 
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de uma situação que evidenciava o erro de utilizá-la em problemas de parcelamento. 
Essas escolhas pedagógicas indicam a preocupação com a compreensão do 
conteúdo, estando ancorada no subdomínio KCT. O vínculo entre esses 
conhecimentos evidencia a relação entre o conhecimento sobre os estudantes e as 
decisões tomadas no ensino, aspecto presente na caracterização do MKT por Ball, 
Thames e Phelps (2008). 

O SCK, além de se relacionar fortemente com os subdomínios já mencionados, 
também apareceu na seleção de diferentes representações para um mesmo 
conceito matemático. Por exemplo, a professora utilizou “tracinhos” em problemas 
de análise combinatória, barras divididas para representar comparações entre 
frações e recursos visuais para explicar quartis. Constatou-se que a professora 
busca traduzir os conceitos para uma representação mais acessível, mas isso 
requer justamente um conhecimento matemático próprio do professor de 
matemática. O apelo visual  das representações não é arbitrário, é uma escolha 
pensada que comunica o sentido matemático através de diferentes maneiras, 
manifestação do SCK. 

O CCK foi percebido no domínio dos conceitos e procedimentos matemáticos 
necessários para resolver exercícios e responder às dúvidas dos estudantes. Já o 
KCC apareceu nas falas da professora sobre a organização dos conteúdos do 
Ensino Médio e sobre aquilo que os estudantes haviam estudado ou ainda 
estudariam. Em diferentes momentos, ela demonstrou conhecer a sequência dos 
conteúdos e como eles se distribuem ao longo da formação dos estudantes. 

O HCK foi o mais difícil de identificar, por envolver noções que nem sempre são 
explicitadas durante a aula. Um exemplo expressado pela professora foi a escolha 
de trabalhar logaritmos após juros compostos, com objetivo de mostrar aos alunos a 
aplicação de um conteúdo em outro, esperando que desta forma faça mais sentido. 
Essa dificuldade de identificação está relacionada à própria natureza desse 
conhecimento, que envolve a percepção da progressão dos conteúdos e das 
conexões internas da Matemática (BRAZ et al., 2025). 

De maneira geral, a análise permitiu perceber que situações, como antecipar um 
erro, escolher uma representação, organizar uma atividade ou relacionar conteúdos 
mobilizam diferentes conhecimentos para o ensino de Matemática. O trabalho 
contribuiu, assim, para aproximar os conhecimentos teóricos da licenciatura das 
situações concretas vivenciadas no estágio. Esse exercício de análise e reflexão 
baseado nos subdomínios favoreceu a problematização das situações observadas e 
uma compreensão mais ampla dos conhecimentos envolvidos na prática docente, 
contribuindo para o processo de formação inicial, em consonância com as ações 
formativas discutidas por Vitalino, Teixeira e Santos (2023).  
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Resumo 
 

Este trabalho objetiva apresentar a elaboração da situação desencadeadora de 
aprendizagem "A caixa de sabão em pó", com detalhamento sobre os princípios da 
Atividade Orientadora de Ensino como seu fundamento teórico. A situação foi 
desenvolvida por participantes do projeto de extensão Oficina Pedagógica de 
Matemática com três turmas da 1ª série do Ensino Médio. 

 
 
Palavras-chave: Oficina Pedagógica de Matemática, Atividade Orientadora de 
Ensino, situação desencadeadora de aprendizagem, geometria, prisma. 
 
Introdução 
 

A Oficina Pedagógica de Matemática (OPM), projeto de extensão vinculado ao 
Departamento Acadêmico de Matemática (DAMAT) da Universidade Tecnológica 
Federal do Paraná (UTFPR), tem por objetivo promover a articulação da teoria e 
prática (práxis) envolvendo alunos da graduação, mestrado e doutorado do 
Programa de Pós-Graduação em Formação Científica, Educacional e Tecnológica 
(PPGFCET), professores do Departamento Acadêmico de Matemática da UTFPR, e 
professores da rede municipal de Piraquara (PR) e São José dos Pinhais (PR). A 

4 UTFPR. Doutora em Educação. Professora do Departamento Acadêmico de Matemática. 

3 UTFPR. Estudante de Licenciatura em Matemática. Voluntário do projeto de extensão Oficina 
Pedagógica de Matemática. 

2 UTFPR. Estudante de Licenciatura em Matemática. Bolsista do projeto de extensão Oficina 
Pedagógica de Matemática. 

1 UTFPR. Estudante de Licenciatura em Matemática. Bolsista do projeto de extensão Oficina 
Pedagógica de Matemática. 
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OPM tem como linha teórica a Atividade Orientadora de Ensino, tendo como base a 
Teoria Histórico-cultural e a Teoria da Atividade, e como referência os trabalhos de 
Manoel Oriosvaldo de Moura e do Grupo de Estudos e Pesquisas sobre Atividade 
Pedagógica (GEPAPe). 

A Atividade Orientadora de Ensino (AOE) é proposta por Moura et al. (2010) 
como mediação entre atividade de ensino e atividade de aprendizagem, entre os 
sujeitos professor e aluno, a partir de necessidades, motivos, ações e operações 
específicas e intencionais. A necessidade de se apropriar dos conhecimentos 
historicamente acumulados pela humanidade, para os alunos, é apresentada a partir 
de situações desencadeadoras de aprendizagem. 

E, dentre as diversas situações desencadeadoras de aprendizagem elaboradas 
na OPM, uma delas é “A caixa de sabão em pó”, a qual é o foco deste trabalho. O 
objetivo é apresentar os elementos desta situação, desde a sua elaboração, as 
justificativas de suas escolhas, até a experiência do seu desenvolvimento em sala 
de aula. 

 
Apresentação da situação “A caixa de sabão em pó” 

 
De acordo com Carlos, Panossian e Kalinke (2023), a situação “A caixa de 

sabão em pó” foi elaborada tendo como ponto de partida uma reportagem que 
apresenta a situação de uma empresa que reduziu o consumo de papel na produção 
das embalagens de seu produto. 

Com o entendimento de que é uma situação que pode ser vivenciada no 
cotidiano e com a intencionalidade voltada para o estabelecimento de relações entre 
formas geométricas, foram determinados os conceitos matemáticos principais: área 
e volume dos prismas. Para que houvesse o desenvolvimento de uma situação 
desencadeadora de aprendizagem, foi necessária “a compreensão das relações que 
contém a necessidade, a lógica, a história, os nexos e a essência do processo de 
constituição humana do conceito” (Carlos; Panossian; Kalinke, 2023, p. 104). As 
divisões de terras férteis foram necessidades para o cálculo de superfícies, a troca 
de produtos através do comércio foi a necessidade para a definição de padrões 
comuns de medição do volume de diferentes vasilhames. Esses conceitos de área e 
volume surgem intuitivamente como soluções de questões do cotidiano, mas sua 
sistematização e formalização atual, com diversas relações lógicas a outros 
conceitos, podem ser compreendidas por meio da situação desencadeadora de 
aprendizagem. 

A versão apresentada neste trabalho foi organizada com base em Oficina 
Pedagógica de Matemática (2022), com alterações apenas na forma, como nas 
imagens da representação da caixa, palavras das perguntas orientadoras, e no 
formato geral da apresentação, que está descrita a seguir. 

A situação é apresentada a partir de um cenário que envolve a personagem 
Joana e sua forma de avaliar a possibilidade de compra de um produto de acordo 
com seu preço e sua respectiva quantidade. Por conta da atualização das 
dimensões da caixa de sabão em pó que costumava comprar, ela questiona a 
preservação da quantidade do produto na embalagem em relação à antiga, 
constituindo uma situação desencadeadora de aprendizagem do tipo situação 
emergente do cotidiano (Panossian e Tocha, 2020). 

Na organização do ensino com esta situação, em um primeiro momento, os 
alunos podem ser questionados sobre as formas de ajudar a personagem a chegar a 
uma possível conclusão. Essa seria a primeira interação relacionada a conceitos 
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espaciais, e possibilita que os estudantes estejam em atividade. O intuito é que eles 
formem hipóteses livremente, argumentando seus posicionamentos, sendo o 
professor quem fomenta o diálogo. 

Em um segundo momento, dadas as medidas de cada embalagem, os alunos 
podem ser questionados sobre a capacidade de cada uma e as quantidades de 
material para fabricá-las. Nessa nova interação há a necessidade de compreensão 
dos conceitos de volume e área e como diferenciá-los, sem que os termos “área” e 
“volume” sejam citados no problema, propositalmente. Por isso é importante que o 
diálogo seja encaminhado, pelo professor, para a relação entre área e volume e a 
economia de material com a nova embalagem, sendo esses os motivadores para a 
resolução do problema. 

Em um terceiro momento, os questionamentos são sobre as dimensões para 
uma embalagem que suporte o dobro do produto original. Primeiro a partir da nova 
embalagem e depois a partir de uma embalagem cúbica, tendo como objetivo formar 
uma nova embalagem cúbica – apresentando, enfim, o problema histórico da 
duplicação do cubo. O objetivo com esses problemas é que ocorram ações para que 
haja a ampliação das relações conceituais por parte dos alunos para que solucionem 
o problema, superando o pensamento empírico. Enquanto na primeira parte é 
necessário que apenas uma de suas dimensões seja duplicada, na duplicação do 
cubo é necessário que todas as arestas sejam multiplicadas por um fator de escala 
de , generalizando aspectos aritméticos, geométricos, e algébricos. 3 2
 
Desenvolvimento da situação com alunos do Ensino Médio 

 
Os integrantes da OPM foram separados em três subgrupos, um para cada uma 

das três turmas da 1ª Série do Ensino Médio do Centro Estadual de Educação 
Profissional Erotídes Ângelo Nichele.  

O desenvolvimento aconteceu em todas as turmas de forma simultânea no dia 
17 de novembro de 2025, e, de início, os alunos foram organizados em grupos de 
até cinco alunos. Para cada momento da situação foram entregues folhas com os 
problemas, com espaço para a resolução. Um dos temas abordados foi o da 
sustentabilidade e necessidade da redução e eficiência do uso dos recursos 
naturais. 

Os subgrupos tiveram experiências diferentes em relação ao envolvimento dos 
alunos a partir do início da aula, mas, depois do segundo momento, com a Equipe 
Executora passando e ajudando os grupos dos estudantes, houve maior 
participação. E, por falta de tempo, o momento da duplicação do cubo não foi 
concluído em todos os subgrupos da Equipe Executora. 
 
Resultados Principais 
 

Percebeu-se a importância do diálogo e compartilhamento de ideias entre 
alunos, assim como a atenção dos professores sobre a resolução dos alunos. Ao 
identificar que a situação apresenta um problema desencadeador e possibilita a 
ação coletiva, contempla a relação essencial do conceito e encaminha para formas 
de pensamento teórico, então constitui uma situação desencadeadora de 
aprendizagem, a qual foi apresentada desde sua elaboração inicial até seu 
desenvolvimento em sala de aula. 
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Resumo 
 

A matemática é frequentemente considerada pelos estudantes do Ensino Médio 
como uma disciplina abstrata e distante da realidade, sendo vista como uma matéria 
difícil. Buscando contornar essa situação e tornar as aulas mais dinâmicas, aqui são 
apresentados resultados de um Trabalho de Conclusão de Curso de Graduação que 
propôs uma abordagem da Geometria Fractal voltada ao Ensino Médio. Amparado 
pelas competências da Base Nacional Comum Curricular, o estudo buscou 
relacionar modelos geométricos não euclidianos com elementos da natureza e com 
o cotidiano dos alunos. A metodologia adotada possui caráter qualitativo e 
exploratório, estruturada a partir de uma sequência didática aplicada em sala de 
aula, cujos dados foram coletados por meio de produções escritas dos estudantes e 
registros em diário de bordo. A fundamentação teórica ancorou-se na análise de 
erros sob a perspectiva de Guy Brousseau, além das contribuições de Romulo 
Campos Lins acerca do pensamento algébrico. Evidenciou-se que, apesar da 
afinidade dos alunos com o aspecto visual e recursivo dos fractais, a transição do 
raciocínio aritmético para o algébrico ainda enfrenta barreiras. Assim, a Geometria 
Fractal surge como ferramenta potente para conectar a matemática à realidade 
discente. Conclui-se, portanto, que tarefas exploratórias dessa natureza são 
indispensáveis em todas as etapas formativas, sendo cruciais para consolidar o 
pensamento algébrico e evitar a defasagem dessa habilidade.  

 
 
Palavras-chave: geometria fractal, ensino médio, análise de erros, sequência 
didática, pensamento algébrico. 
 
Introdução 
 

A abordagem da geometria fractal no Ensino Médio abre possibilidades 
metodológicas de revisão de conteúdos pelos alunos, por meio de uma nova ótica, 
bem como, a  exploração das competências propostas na Base Nacional Comum 

2Universidade Estadual do Centro-Oeste, Câmpus de Irati. Mestre em Estatística. 

1Universidade Estadual do Centro-Oeste, Câmpus de Irati. Graduanda do Curso de Licenciatura 
em Matemática. 
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Curricular - BNCC (Brasil, 2017) relacionadas à investigação e estabelecimento de 
conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemáticas, levando 
os  estudantes a pensar criticamente e analisar padrões do mundo real. 

Deste modo, aqui são apresentados resultados de um Trabalho de Conclusão de 
Curso de Graduação que se caracteriza por uma abordagem qualitativa e 
exploratória, buscando compreender e analisar os impactos do desenvolvimento de 
uma sequência didática envolvendo a Geometria Fractal para alunos do 3° ano do 
Ensino Médio. O público-alvo encontra-se em uma instituição de ensino localizada 
no interior do Paraná, na qual a autora leciona a disciplina de Recomposição de 
Aprendizagem Matemática. 

A sequência didática foi dividida em etapas, com o objetivo de revisar área e 
perímetro de figuras planas e expressões algébricas, explorando os fractais Floco de 
Neve de Koch e Triângulo de Sierpinski. Os dados foram coletados ao longo das 
aulas por meio da produção de um diário de bordo; da análise das produções da 
turma e registro de fotografias das resoluções dos alunos. 
 
Resultados Principais 
 

Ao longo da apresentação do tema, os discentes demonstraram grande 
interesse e curiosidade ao observar as formas da natureza e se depararem com 
uma geometria (fractal) que poderia descrevê-las de maneira mais adequada do que 
a que estavam acostumados a estudar (euclidiana), levantando muitos 
questionamentos e demonstrando engajamento no assunto. 

Entretanto, ao realizarem a primeira atividade que consistia em analisar e 
escrever de maneira algébrica as relações entre o perímetro, a área e a medida dos 
lados do Floco de Neve de Koch, nas 3 primeiras iterações, os estudantes 
demonstraram grande dificuldade em transitar do pensamento aritmético para o 
pensamento algébrico, sendo necessário um breve auxílio da professora para 
preencherem a primeira linha do quadro proposto.  

Entretanto, apesar da falta de domínio para expressar e formalizar 
generalizações, é perceptível que os alunos possuem um desenvolvimento inicial do 
pensamento algébrico, pois segundo Ferreira, Vieira e Silva (2022, p. 7): 
 

A  primeira  vertente  do  pensamento  algébrico,  na  concepção  de  
Lins  (1992),  é  o pensar  aritmeticamente  (ou  aritmeticidade),  que  
significa  “modelar,  em  números,  o  que naturalmente implica a 
utilização das operações aritméticas a fim de produzir as relações 
que constituem o modelo” (p. 12), sendo, portanto, os principais 
objetos de trabalho os números,  as  operações  aritméticas  e  uma  
relação  de  igualdade,  e  estes  são  vistos  como ferramentas 
dentro de determinadas situações. 

 
Visando oportunizar o debate acerca da auto similaridade e da existência de 

dimensões não inteiras para os fractais, foram apresentadas figuras geométricas 
previamente conhecidas e comparadas a fractais de dimensões próximas, seguida 
pela realização do Jogo do Caos em uma plataforma digital para apresentar o 
Triângulo de Sierpinski.  

A partir deste fractal, os alunos foram desafiados a calcular a área e o perímetro 
de suas primeiras iterações, avançando para a dedução de uma expressão algébrica 
que generalizasse os padrões observados. Destaca-se que um dos grupos se 
equivocou ao descrever o padrão do perímetro do Triângulo de Sierpinski, trazendo 
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em seu lugar o comportamento do lado dos novos triângulos a cada iteração (uma 
proporção que não se aplica ao perímetro total). 

Contudo, ao analisar a expressão matemática construída para o perímetro na 
iteração n, percebe-se que o erro decorreu de uma redação confusa, e não de uma 
incompreensão matemática do problema. Esse equívoco pode ser classificado como 
um erro de tecnologia, uma das quatro vertentes principais do erro propostas por 
Brousseau (2001). Ao caracterizar essa categoria, Almeida (2025) esclarece que: 
 

O erro de tecnologia apresenta uma natureza distinta e ocorre 
quando o aluno consegue solucionar a questão, mas não consegue 
justificar a técnica utilizada ou, mesmo estando com a resposta 
correta, em seu discurso o aluno demonstra ter realizado um 
procedimento operacional inadequado (ALMEIDA, 2025,  p. 21). 

 
Ou seja, o grupo entendeu o conceito, mas falhou ao expressá-lo, ficando 

evidente que eles dominavam a lógica matemática do problema, mas 
equivocaram-se ao tentar traduzir formalmente esse raciocínio. Esse cenário reforça 
a importância de o professor não avaliar o erro como ausência total de 
conhecimento, mas sim como um obstáculo de linguagem e comunicação, que 
precisa ser mediado.  

Com base nas resoluções envolvendo os fractais, ao final da sequência foi 
promovida uma análise comparativa para identificar e diferenciar os comportamentos 
das sequências escritas, elencando os casos em que as soluções convergiam para 
zero ou tendiam ao infinito, conforme o número de iterações tendesse ao infinito. 
Nesta etapa, os estudantes confundiram o comportamento dos valores no Floco de 
Neve de Koch, mas compreenderam a dinâmica do Triângulo de Sierpinski.  

Em suma, a aplicação das atividades mostrou que, embora a formalização 
matemática dos fractais tenha lhes trazido desafios significativos, os estudantes 
demonstraram grande interesse no tema abordado e facilidade na identificação 
visual de padrões. Os resultados evidenciaram lacunas importantes, como a 
dificuldade na transição do pensamento aritmético para o algébrico e na 
identificação de dimensões euclidianas. Além disso, a análise das respostas permitiu 
observar erros recorrentes que também estão presentes em produções científicas 
atreladas à educação matemática, que variaram desde a escrita confusa até a 
interpretação errônea dos conceitos de perímetro e área quando relacionados ao 
infinito. Sendo assim, destaca - se o quão importante é propor tarefas matemáticas 
exploratórias em todas as etapas de ensino, buscando desenvolver o raciocínio 
lógico e argumentativo dos alunos, contribuindo diretamente para sanar as lacunas 
de aprendizagem encontradas.  
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Resumo 
 

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) está consolidado como a principal 
porta de entrada para as universidades brasileiras. No entanto, são nítidas as 
diferenças no preparo para a realização da prova entre as diferentes classes sociais 
brasileiras, gerando uma persistente barreira socioeconômica na 
contemporaneidade. Dados recentes do MEC, apontam que dentre as cinquenta 
escolas com as maiores médias no Enem, apenas  duas pertencem à rede pública. 
Diante desse cenário, essa pesquisa possui como objetivo atenuar as disparidades 
vigentes por meio de conceitos elementares matemáticos que propiciem uma 
melhor compreensão aos estudantes. A metodologia desse estudo se materializa 
por meio de aplicações desses conteúdos em escolas da rede pública de ensino do 
litoral paranaense. A partir desse momento, serão coletadas evidências das maiores 
dificuldades de cada sala, possibilitando um melhor diagnóstico do cenário e a 
melhoria de propostas didáticas para as atividades futuras. 
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Palavras-chave: Educação Matemática, Geometria Plana, ENEM.   
Introdução 
 

Desempenho no Enem entre ensino público e privado 
 

As avaliações pelo ENEM têm demonstrado algo interessante no que tange aos 
desempenhos apresentados pelos estudantes da rede pública e da rede particular 
(MORAES, 2014). Moraes (2014) ainda acrescenta que a diferença de desempenho 
entre os dois modelos educacionais atinge o patamar de 115 pontos, em média, à 
favor da educação privada. Além disso, muitos estudantes ainda não conseguiram 
considerar a relevância dessa modalidade de avaliação externa, pois esse processo 
não o permite apenas o acesso ao curso superior, mas oferece a esse estudante 
alguns pontos que precisam chegar até a eles, tais como: a) autoavaliação real, pois 
o exame permite oferecer ao estudante as suas condições, suas potencialidades e 
oportunidades de melhorias nas áreas de conhecimentos; b) acessos aos 
programas e incentivos do governo, como por exemplo o pé-de-meia, 
principalmente aos estudantes de baixa renda na participação nos dois dias do 
exame; c) mercado de trabalho, onde empresas normalmente valorizam estudantes 
que participaram de processos avaliativos complexos; d) a resiliência, pois ao se 
submeter a realizar prova de longa duração, o estudante aprende a gerenciar 
melhor o seu tempo, administrar a sua ansiedade e aprende a lidar com situações 
de grande pressão; e) histórico, já que o seu resultado serve como trampolim às 
bolsas de estudos, monitorias, estágios e até, mobilidade internacional para seus 
estudos; entre demais pontos. Observando a avaliação estudantil no ENEM, 
percebe a dificuldade apresentada na área de conhecimento da Matemática, onde 
levantamentos sobre o ENEM apontam as dificuldades dos estudantes nessa 
avaliação e a Matemática permanece como a disciplina que oferece maiores 
desafios para mais de cinquenta por cento dos estudantes (TERRA, 2024). Esse 
cenário corrobora para a disparidade de pontuações registradas pelas avaliações 
dos estudantes da rede pública de ensino em relação aos da rede privada, e na 
Matemática a realidade não é diferente. Nesse sentido, o interesse por esse 
problema surgiu exatamente em uma disciplina do curso de licenciatura da 
Matemática que busca resgatar conceitos elementares da Geometria e o tratamento 
didático-pedagógico aos seus conteúdos específicos que constante desafia em 
buscar metodologias de diversas naturezas para identificar dificuldades na 
aprendizagem de seus acadêmicos e com isso, oferecer abordagens metodológicas 
que venham a mitigar o cenário que se apresenta e que se alterna a cada avanço 
nos estudos dos conteúdos da disciplina.   

Aplicação  

Considerando o campo da Educação Matemática, as formas de se resolver 
problemas produzem o efeito de que o próprio problema integra a solução, ou seja, 
ele representa o ponto de partida para a busca do conhecimento do estudante e, 
nesse viés, a resolução de problemas surge como oportunidade metodológica para 
trabalhar o ensino e, principalmente, a aprendizagem. Assim, para cada tipo de 
problema existem diversas formas resolutivas, e é justamente nessa questão que 
reside o objetivo do projeto: orientar os estudantes a perceberem que encontrar o 
melhor caminho de resolução representa também o revelar dos seus saberes, 
independentemente da avaliação a que estarão sujeitos. 
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Para ilustrar essa proposta, os próprios pesquisadores responsáveis pelo presente 
trabalho realizaram uma aplicação em uma turma do terceiro ano do Ensino Médio 
de uma escola pública do litoral do Paraná, buscando observar como os estudantes 
mobilizam seus conhecimentos diante de problemas semelhantes aos encontrados 
no ENEM. Inicialmente, foi utilizada a questão 143 do ENEM 2014, caderno azul, 
apresentada sem contextualização prévia dos conteúdos necessários para sua 
resolução. Essa etapa possibilitou identificar as principais dificuldades e os 
conhecimentos que necessitavam de retomada. A partir das dificuldades 
observadas, os pesquisadores retomaram os conteúdos necessários ao 
desenvolvimento da questão, estabelecendo relações entre os conceitos 
matemáticos e as informações apresentadas no problema. Foram trabalhados 
conteúdos relacionados a retas e ângulos, áreas de figuras planas e equações, 
entre outros. A intervenção, portanto, não se concentrou apenas na obtenção da 
resposta, mas no desenvolvimento do raciocínio utilizado para alcançá-la. 
Posteriormente, foi apresentada a questão 166 do ENEM 2019, que exigia a 
mobilização de conhecimentos trabalhados durante a intervenção, especialmente 
equação do segundo grau e área do retângulo. A utilização de uma nova questão 
permitiu observar se os conhecimentos retomados poderiam ser mobilizados em 
uma situação diferente, relacionando as dificuldades identificadas inicialmente ao 
desempenho apresentado após a intervenção. 

 

Resultados Principais 

No primeiro momento, foi solicitada a resolução da atividade sem que fossem 
realizadas as contextualizações dos conteúdos envolvidos no problema. Como 
resultado, apenas dois estudantes conseguiram resolver a questão com êxito, 
correspondendo a aproximadamente 7% da turma. Após a intervenção realizada, 
com a retomada e articulação dos conteúdos necessários à resolução, foi 
apresentada uma nova questão com características semelhantes, na qual nove 
estudantes conseguiram atingir a resolução correta, representando 
aproximadamente 35% da turma. A comparação entre os dois momentos demonstra 
um aumento de sete estudantes no número de resoluções corretas, passando de 2 
para 9 alunos, o que corresponde a uma evolução de aproximadamente 128% em 
relação à quantidade inicial de acertos. Embora os resultados estejam restritos à 
turma em que a aplicação foi realizada, os dados obtidos indicam uma mudança no 
desempenho dos estudantes após a intervenção, especialmente quanto à 
mobilização dos conhecimentos matemáticos necessários para interpretar e 
desenvolver os problemas propostos. Além dos dados quantitativos, a aplicação 
permitiu aos pesquisadores observar que parte das dificuldades apresentadas pelos 
estudantes não estava necessariamente relacionada à ausência completa dos 
conteúdos matemáticos, mas também à dificuldade em reconhecer quais 
conhecimentos poderiam ser utilizados diante de uma situação-problema. Nesse 
sentido, a experiência realizada reforça a importância de trabalhar a resolução de 
problemas de forma articulada aos conteúdos matemáticos, possibilitando ao 
estudante compreender não apenas o resultado final, mas também os caminhos 
utilizados para sua obtenção. Assim, os resultados observados contribuem para a 
continuidade do projeto e para o desenvolvimento de futuras aplicações em outras 
turmas da rede pública de ensino. 
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Geometria Plana: um estudo paralelo entre as
abordagens cartesiana e vetorial
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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um material didático voltado à
integração entre a Geometria Cartesiana e a Geometria Vetorial, elaborado no
âmbito do Programa de Voluntariado Acadêmico da UFPR. A proposta nasce da
reflexão sobre a prática docente no Ensino Superior, em que a extensão das emen-
tas de Geometria Analítica pode limitar a conexão entre as ferramentas vetoriais
e os conteúdos geométricos trabalhados na Educação Básica. Nesse contexto,
o material busca contribuir para a formação matemática de graduandos e futuros
professores por meio da organização de demonstrações paralelas, cartesianas
e vetoriais, de resultados clássicos da Geometria Plana, como propriedades de
triângulos, paralelogramos, trapézios e quadriláteros. A elaboração do material
segue uma estrutura progressiva, desde conceitos de razão de seção e combina-
ção afim até pontos notáveis, cevianas e teoremas clássicos, como os de Ceva,
Menelaus e Varignon. A comparação entre as abordagens utiliza coordenadas
no plano (xOy) e operações vetoriais, permitindo explorar diferentes formas de
representação e demonstração dos resultados. As representações gráficas acom-
panham as demonstrações, auxiliando na visualização dos objetos geométricos
e na interpretação dos raciocínios desenvolvidos. Dessa forma, o material busca
aproximar conteúdos do Ensino Superior da prática docente no Ensino Médio.

Palavras-chave: Geometria Cartesiana; Geometria Vetorial; Formação de Professo-
res; Ensino Médio.

*Graduando em Bacharelado em Matemática na Universidade Federal do Paraná (UFPR). Voluntário
do Programa de Voluntariado Acadêmico (PVA).

†Professora do Departamento de Matemática (DMAT) da UFPR. Doutora em Ciências em Modela-
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Introdução

A Geometria Analítica escolar aborda o estudo do plano a partir da fixação de
um sistema de coordenadas cartesianas (xOy), permitindo a resolução de problemas
geométricos por meio de equações de retas, distâncias e coordenadas de pontos.
Paralelamente, a Geometria Vetorial introduz ferramentas algébricas que possibilitam
representar e demonstrar propriedades geométricas mediante as noções de norma,
direção e sentido, além das operações algébricas básicas com vetores, como a adi-
ção e a multiplicação por escalar, e dos produtos escalar, vetorial e misto. Embora
compartilhem os mesmos objetos de estudo, essas abordagens apresentam diferen-
tes formas de representar e desenvolver resultados geométricos.

No Ensino Superior, a extensão das ementas das disciplinas de Geometria Analí-
tica pode restringir a retomada de conteúdos e problemas característicos da Geome-
tria Plana trabalhada na Educação Básica. Essa situação pode distanciar os estudan-
tes, especialmente aqueles em formação para a docência, dos problemas e das for-
mas de abordagem presentes no Ensino Médio. Além disso, a literatura especializada
tende a apresentar essas perspectivas de maneira separada, priorizando abordagens
predominantemente cartesianas por coordenadas, como em Iezzi (2013), ou estrita-
mente vetoriais, como em Boulos e Carvalho (2005). Nesse contexto, a articulação
entre essas duas formas de tratamento pode contribuir para estabelecer relações en-
tre diferentes ferramentas e formas de raciocínio utilizadas no estudo da Geometria
Plana.

Diante desse cenário, este trabalho tem como objetivo elaborar um material de
apoio didático que reúna, de forma comparativa e sistemática, demonstrações carte-
sianas e vetoriais de resultados clássicos da Geometria Plana. Fruto de um projeto
de voluntariado acadêmico, o material foi organizado em uma sequência progressiva,
iniciando-se com conceitos de razão de seção e combinação afim e avançando pelo
estudo de bases médias, quadriláteros e do Teorema de Varignon, pelas caracteriza-
ções de triângulos isósceles e equiláteros e por tópicos como cevianas, pontos notá-
veis, Teoremas de Ceva, Menelaus e Stewart e reta de Euler.

A construção do material considera, para cada resultado selecionado, a apresenta-
ção de demonstrações independentes segundo as abordagens cartesiana e vetorial.
Na primeira, são utilizados recursos como coordenadas, equações de retas, coefici-
entes angulares e fórmulas de distância; na segunda, são exploradas operações com
vetores e, principalmente, o produto interno. A escolha dos resultados busca possibili-
tar a comparação entre diferentes procedimentos empregados para tratar um mesmo
objeto ou propriedade geométrica, evidenciando as particularidades de cada aborda-
gem. As representações gráficas acompanham as demonstrações, auxiliando na vi-
sualização dos objetos geométricos, das relações estabelecidas e dos procedimentos
utilizados em cada abordagem.

O material foi desenvolvido no âmbito do Programa de Voluntariado Acadêmico da
Universidade Federal do Paraná e busca contribuir para a formação matemática de
graduandos e futuros professores, aproximando ferramentas e resultados trabalhados
no Ensino Superior dos conteúdos e problemas da Geometria Plana presentes na
Educação Básica.
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Resultados Principais

Como resultado do projeto, estruturou-se um material didático que estabelece, de
forma sistemática, o contraponto entre as abordagens cartesiana por coordenadas
e vetorial para o estudo de resultados clássicos da Geometria Plana. A elaboração
do material foi organizada de maneira progressiva, partindo de conceitos fundamen-
tais, como razão de seção e combinações afins, e avançando para bases médias de
triângulos e trapézios, quadriláteros, caracterizações de triângulos, pontos notáveis,
cevianas e teoremas clássicos. Até o momento, foram concluídas a redação e a dia-
gramação das seções referentes a combinações afins, razão de seção, bases médias
de triângulos e trapézios, Teorema de Varignon e caracterizações de triângulos. Para
os resultados selecionados, são desenvolvidas duas deduções completas e indepen-
dentes, uma pela abordagem cartesiana e outra pela abordagem vetorial, utilizando,
respectivamente, recursos como coordenadas, equações de retas, coeficientes angu-
lares, fórmulas de distância e operações com vetores, com destaque para o produto
interno.

Teorema 1. Um triângulo é isósceles se, e somente se, possui dois ângulos congru-
entes.

Teorema 2. Os pontos médios dos lados de um quadrilátero qualquer formam um
paralelogramo, chamado de Paralelogramo de Varignon.

Figura 1: À esquerda, triângulo utilizado na caracterização do triângulo isósceles; à
direita, representação do Paralelogramo de Varignon.

Fonte: Elaborada pelos autores (2026).

As representações gráficas acompanham as demonstrações, auxiliando na visu-
alização dos objetos geométricos, das relações estabelecidas e dos procedimentos
utilizados em cada abordagem. A estrutura adotada permite utilizar o material como
apoio ao estudo da Geometria Plana na graduação e na retomada de conteúdos da
Educação Básica por futuros professores. A apresentação paralela evidencia diferen-
tes ferramentas e formas de representação para um mesmo resultado geométrico.
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Resumo  

  

O presente projeto surgiu na disciplina de Matemática Ambiental, desenvolvida com 
estudantes de uma escola localizada em uma comunidade insular do município de 
Paranaguá-PR. A proposta fundamenta-se na necessidade de contextualizar o 
ensino da Matemática, relacionando os conteúdos escolares às vivências e aos 
desafios ambientais presentes na comunidade. Inspirado nos princípios da 
Educação Matemática, da Educação Ambiental e da aprendizagem contextualizada, 
o projeto tem como objetivo promover a construção do conhecimento matemático 
por meio da investigação de problemas reais, estimulando o pensamento crítico e o 
protagonismo dos estudantes. As atividades envolveram pesquisas sobre impactos 
ambientais, organização e apresentação de seminários e a elaboração de uma 
maquete representativa da comunidade, articulando conceitos de geometria, escala, 
proporcionalidade, medidas e interpretação de dados. A proposta evidencia a 
Matemática como ferramenta para compreender o espaço em que os estudantes 
vivem, fortalecendo a aprendizagem significativa e a reflexão sobre práticas 
sustentáveis no contexto das comunidades insulares.  

  
Palavras-chave: matemática ambiental, sustentabilidade, conscientização, 
cidadania.  
  
Introdução  
  

As comunidades insulares apresentam características geográficas, sociais e 
ambientais que influenciam diretamente o cotidiano de seus moradores e, 
consequentemente, o processo educativo. Essas especificidades tornam necessária 
a construção de práticas pedagógicas que dialoguem com a realidade dos 
estudantes, favorecendo um ensino contextualizado e capaz de estabelecer 
relações entre os conteúdos escolares e as vivências da comunidade. Conforme 
discutem Silva e Santos (2018), os territórios insulares são constituídos por práticas 
sociais e ambientais próprias, que influenciam a forma como seus habitantes 
constroem conhecimentos e se relacionam com o espaço.  
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Nessa perspectiva, Santos (1996) compreende o espaço geográfico como 
resultado das relações sociais, evidenciando que o processo educativo também é 
influenciado pelas condições do território em que está inserido. Assim, o ensino da 
Matemática, quando relacionado às experiências vivenciadas pelos estudantes, 
possibilita uma aprendizagem mais significativa e contribui para a compreensão 
crítica da realidade.  

Essa concepção dialoga com Freire (1996), ao defender que a educação deve 
partir da realidade dos educandos, valorizando seus conhecimentos e promovendo 
uma formação crítica e transformadora. Dessa forma, o professor assume o papel 
de mediador da aprendizagem, criando oportunidades para que os estudantes 
investiguem problemas presentes em seu cotidiano e construam conhecimentos a 
partir dessas experiências.  

Nesse contexto, o projeto "Ilha Limpa, Futuro Sustentável: a Matemática como 
Ferramenta de Transformação" surgiu na disciplina de Matemática Ambiental, 
desenvolvida com estudantes de uma escola localizada em uma comunidade insular 
do município de Paranaguá-PR. A proposta integra Matemática e Educação 
Ambiental por meio de atividades contextualizadas, utilizando problemas ambientais 
da comunidade como elemento articulador do processo de ensino e aprendizagem, 
favorecendo o desenvolvimento do raciocínio matemático, da consciência ambiental 
e do protagonismo estudantil.  

Resultados Principais  
  

O projeto teve origem durante a disciplina de Matemática Ambiental, quando 
surgiu a proposta de desenvolver um Trabalho de Conclusão de Curso voltado ao 
ensino de Matemática em comunidades insulares. A partir dessa pesquisa, 
buscou-se levar a proposta para a prática pedagógica, desenvolvendo atividades 
que aproximam os conteúdos matemáticos da realidade vivenciada pelos 
estudantes. 

A primeira etapa do projeto consistiu na realização de pesquisas sobre 
diferentes problemas ambientais presentes na comunidade insular, como poluição 
das águas, descarte inadequado de resíduos sólidos, queimadas, desmatamento e 
consumo de energia. Os temas foram distribuídos entre os estudantes, que 
realizaram pesquisas, organizaram as informações e apresentaram os resultados à 
turma por meio de seminários.  

As apresentações evidenciaram o envolvimento dos estudantes com os 
temas propostos. Observou-se dedicação na realização das pesquisas, qualidade 
na organização das informações e participação ativa durante as apresentações e 
discussões, permitindo que os alunos compartilhassem conhecimentos sobre a 
realidade ambiental da comunidade e refletissem sobre possíveis formas de 
preservação do espaço em que vivem.  

Como continuidade, o projeto encontra-se em desenvolvimento com a 
construção de maquetes representando a comunidade insular, utilizando conceitos 
matemáticos como escala, proporcionalidade, medidas e geometria. Posteriormente, 
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será realizada uma caminhada investigativa pela comunidade, na qual os 
estudantes identificarão os locais com descarte inadequado de resíduos sólidos, 
realizarão o registro dessas situações e promoverão o recolhimento dos materiais 
encontrados. Espera-se que essas atividades fortaleçam a relação entre a 
Matemática, a Educação Ambiental e a realidade das comunidades insulares, 
contribuindo para a formação de estudantes mais críticos e participativos.   
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Resumo  
Este trabalho apresenta uma sequência didática destinada a estudantes do 5º ano do Ensino Fundamental, 

estruturada em dez aulas, com foco em atividades práticas, lúdicas e investigativas sobre Unidades de 

Medida. Toma como pergunta orientadora: Como podemos medir e comunicar o tamanho, a duração, a 

massa e a capacidade de objetos quando pessoas diferentes usam referências distintas? O objetivo é 

desenvolver conceitos relacionados às grandezas comprimento, tempo, massa e capacidade, explorando 

formas de medição utilizadas ao longo da história, as dificuldades de referências não padronizadas e a  
necessidade de criação de unidades comuns (Rocha,2019). As atividades envolvem observação, 

comparação, estimativas, uso de instrumentos e resolução de situações-problema. A avaliação ocorrerá 

por meio de registros individuais e em grupo, análise de produções e observação sistemática da 

participação. Esperase que os estudantes compreendam a evolução das formas de medir e a importância 

da padronização das unidades de medida.  

Palavras-chave: Grandezas e Medidas; Unidades de Medida; Investigação Matemática; 

História da Matemática; Ensino Fundamental.  

Introdução   

Medir é uma ação presente no dia a dia: saber o tamanho de um espaço, a duração de 

um intervalo, a quantidade de matéria ou o volume de um recipiente. No Ensino 

Fundamental, especialmente no 5º ano, o estudo de Grandezas e Medidas deve permitir 

que os estudantes compreendam não apenas os nomes e as regras de conversão das 

unidades, mas também a razão pela qual elas foram criadas e padronizadas (Bérti, 

2024). Entretanto, quando esses conteúdos são trabalhados apenas como regras e 

definições descontextualizadas, corre-se o risco de que os estudantes memorizem 

vocabulário sem compreender as relações entre grandeza, unidade e instrumento — 

conceitos distintos e complementares que fundamentam todo o pensamento métrico.   
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Antes da criação dos padrões universais, cada povo recorria a referências próprias: 

palmo, pé, passos, sombras, potes (Mundo Educação, 2026). Essas formas de medir 

atendiam a necessidades locais, mas geravam conflitos e imprecisões quando era 

preciso comparar ou comunicar resultados em escala maior. Reconhecer esse percurso 

histórico é essencial para que os estudantes compreendam que a padronização não é 

uma invenção arbitrária, mas uma solução social construída ao longo do tempo para 

garantir justiça, clareza e comunicação entre pessoas diferentes (Grafitti Artes, 2026).   

Nesse sentido, este trabalho apresenta uma sequência didática organizada em dez 

aulas, voltada ao 5º ano do Ensino Fundamental, que toma como eixo condutor a 

pergunta investigativa: “Como podemos medir e comunicar o tamanho, a duração, a  

massa e a capacidade de objetos quando pessoas diferentes usam referências 

diferentes?”. A proposta parte da exploração de formas antigas de medição e avança 

progressivamente para as unidades e instrumentos padronizados, abordando 

comprimento, tempo, massa e capacidade por meio de narrativas contextualizadas, 

experimentação prática e registro sistemático de hipóteses e resultados.   

Espera-se que, ao percorrer esse trajeto, os estudantes desenvolvam estimativas 

confiáveis, distingam claramente o que se mede (grandeza), com que referência 

(unidade) e com que recurso (instrumento), e reconheçam a importância histórica e social 

da padronização das medidas que hoje utilizamos (Calegari & Rodrigues, 2018). 

  

Desenvolvimento da proposta  

 A sequência didática é composta por dez aulas e segue um percurso que parte de formas de 

medição não padronizadas e avança para unidades e instrumentos padronizados, finalizando com 

atividades de integração e aplicação.  

  

Aulas 1–2: Comprimento — de Cordasmil à Régua. Na primeira aula, a história de Cordasmil 

introduz a medição de terrenos por meio de cordas, retomando práticas antigas (Calegari & 

Rodrigues, 2018). Os estudantes realizam medições com referências não padronizadas, como o 

palmo, comparam resultados e registram suas descobertas no “Diário do Agrimensor”. Na segunda, 

a utilização de referências corporais diferentes provoca a discussão sobre a necessidade de uma 

unidade comum. Os estudantes exploram régua e fita métrica e participam do “Caça ao Tesouro 

dos Padrões”, aplicando medições e conversões.  

Aulas 3–4: Tempo — de Horácio ao Relógio Os estudantes investigam, na terceira aula, a relação 

entre Sol, sombra e passagem do tempo, construindo e observando um relógio de sol (InfoEscola, 

2026). Na quarta, exploram relógios analógicos e digitais, identificando horas, minutos e segundos, 

além de participarem de desafios cronometrados e atividades de organização temporal.  

Aulas 5–6: Massa — do Equilíbrio à Balança Digital. A quinta aula aborda comparação, 

equilíbrio, igualdade e desigualdade por meio da construção e utilização de uma balança de dois 

pratos. Na sexta, os estudantes realizam estimativas e verificam as massas com uma balança digital, 

explorando grama e quilograma e analisando informações de rótulos Toda Matéria, 2026). 

 Aula 7: Capacidade — dos Recipientes às Medidas Padronizadas. Os estudantes investigam 

recipientes de diferentes formatos, formulam hipóteses, realizam estimativas e experimentam 
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diferentes formas de comparação. A atividade aborda litro e mililitro e possibilita discutir a relação 

entre capacidade e volume (Rocha, 2019).  

Aulas 8–9: Integração e Fixação. Na oitava aula, os conteúdos são retomados por meio de um 

bingo com charadas matemáticas envolvendo grandezas, unidades e equivalências. Na nona, o 

“Circuito de Missões do Palácio” propõe situações-problema e desafios em equipes, integrando 

comprimento, tempo, massa e capacidade.  

Aula 10: Da Teoria à Prática — A Receita dos Sábios. A sequência é encerrada com a leitura e 

execução de uma receita, possibilitando aplicar conhecimentos de massa, capacidade e tempo em 

uma situação prática do cotidiano.  

Durante as atividades, os estudantes serão incentivados a formular hipóteses, testar estratégias, 

comparar resultados e registrar procedimentos e conclusões. Os registros poderão conter a hipótese 

inicial, o procedimento utilizado, o resultado e a conclusão. O professor atuará como mediador, 

utilizando perguntas orientadoras, promovendo a discussão entre os grupos e realizando a 

sistematização dos conceitos após os momentos de investigação (SME Goiânia, 2026). 

  

Procedimentos de avaliação e resultados esperados  

Como a sequência ainda será aplicada, não são apresentados resultados empíricos. A avaliação 

ocorrerá por meio da observação sistemática, dos registros produzidos, das atividades práticas, das 

discussões coletivas e das estratégias utilizadas na resolução das situações-problema.  

Espera-se que os estudantes distingam grandeza, unidade e instrumento; compreendam as 

possibilidades e limitações das medidas não padronizadas; reconheçam a necessidade da 

padronização em situações que exigem comparação e comunicação; realizem estimativas e 

medições utilizando instrumentos adequados; e desenvolvam a capacidade de registrar, comparar 

e argumentar com base nos resultados obtidos (Toda Matéria, 2026). 

Após a aplicação, os registros e observações poderão ser analisados para identificar aprendizagens, 

dificuldades e estratégias utilizadas pelos estudantes, permitindo avaliar as potencialidades e 

limitações da proposta.  

  

Considerações finais  

A sequência didática busca aproximar o ensino de Grandezas e Medidas de situações históricas e 

práticas, possibilitando que os estudantes compreendam a construção das formas de medição e a 

necessidade de referências comuns (Calegari & Rodrigues, 2018). Ao investigar, comparar, 

experimentar e registrar, os estudantes são envolvidos na construção dos conhecimentos 

matemáticos relacionados ao comprimento, tempo, massa e capacidade. A aplicação posterior da 

proposta permitirá analisar suas contribuições para a aprendizagem e identificar possíveis ajustes 

necessários ao seu desenvolvimento.  
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Resumo 
 

Diante dos desafios ambientais enfrentados pela sociedade contemporânea, 
torna-se cada vez mais necessária a formação de cidadãos conscientes e 
comprometidos com a sustentabilidade. Nesse contexto, a matemática ambiental 
apresenta-se como uma importante ferramenta para relacionar os conteúdos 
matemáticos às questões ambientais presentes no cotidiano dos estudantes. Sendo 
assim, justifica-se a escolha do tema como forma de promover o letramento 
matemático e a cidadania na educação básica, possibilitando aos alunos 
compreenderem a aplicação da matemática em situações reais relacionadas ao 
meio ambiente, como reciclagem, consumo de água, produção de resíduos e 
preservação dos recursos naturais. Espera-se com este projeto atingir os seguintes 
objetivos propostos: analisar a contribuição da matemática ambiental para o 
desenvolvimento do letramento matemático dos estudantes; demonstrar a relação 
entre conteúdos matemáticos e questões ambientais; incentivar práticas 
sustentáveis por meio de atividades pedagógicas utilizando materiais recicláveis; e 
colaborar para a formação de cidadãos mais conscientes, críticos e responsáveis 
em relação ao meio ambiente. Além disso, pretende-se mostrar que a matemática 
pode ser aprendida de forma significativa quando associada a problemas reais, 
contribuindo para a construção do conhecimento e para o exercício da cidadania. 
​  ​  

​  ​  
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Introdução 
 

A Matemática está presente em diferentes situações do cotidiano e desempenha 
papel fundamental na interpretação de informações, na resolução de problemas e na 
tomada de decisões. Nesse sentido, o letramento matemático possibilita que os 
estudantes mobilizem conhecimentos matemáticos para compreender e atuar em 
situações reais, desenvolvendo raciocínio, comunicação e argumentação (BRASIL, 
2018). 

Entre as situações presentes na realidade contemporânea, destacam-se as 
questões ambientais, que envolvem diferentes informações quantitativas 
relacionadas ao consumo, à produção de resíduos, à utilização de recursos naturais 
e aos processos de reciclagem. Nesse contexto, a Matemática Ambiental constitui 
uma possibilidade de articulação entre os conhecimentos matemáticos e as 
problemáticas socioambientais, aproximando o ensino de Matemática de situações 
concretas e socialmente relevantes. 

A partir dessa perspectiva, a disciplina optativa Matemática Ambiental, ofertada 
no curso de Matemática-Licenciatura, possibilitou o desenvolvimento de uma 
experiência envolvendo a construção de uma maquete sobre o ciclo dos resíduos 
plásticos (figura 1). A representação contemplou situações relacionadas à poluição 
provocada por atividades industriais, ao descarte inadequado de resíduos e ao 
processo de recebimento, separação e encaminhamento de materiais em uma 
cooperativa de reciclagem. A experiência possibilitou refletir sobre como uma 
situação socioambiental concreta pode constituir contexto para a exploração de 
conhecimentos matemáticos na Educação Básica. 

Diante disso, este trabalho tem como objetivo discutir a importância da 
Matemática Ambiental na Educação Básica, destacando suas possibilidades de 
articulação com o letramento matemático e a formação cidadã, tendo a experiência 
de construção da maquete sobre reciclagem de plástico como elemento para essa 
discussão. 

Resultados Principais 

A construção da maquete possibilitou representar, de forma integrada, diferentes 
etapas relacionadas à geração, ao descarte e à destinação de resíduos plásticos, 
permitindo visualizar a problemática ambiental e suas relações com situações 
presentes no cotidiano. A experiência desenvolvida no contexto da disciplina 
Matemática Ambiental também possibilitou identificar diferentes possibilidades de 
articulação entre questões ambientais e conhecimentos matemáticos. 

A partir da representação elaborada, situações envolvendo quantidade de 
resíduos, porcentagens, medidas, organização de dados, tabelas e gráficos podem 
ser utilizadas como contextos para o desenvolvimento de atividades matemáticas na 
Educação Básica. Dessa forma, a problemática da reciclagem pode ultrapassar a 
abordagem exclusivamente ambiental e constituir uma situação de investigação 
matemática, na qual os estudantes utilizem conhecimentos para interpretar 
informações e analisar uma realidade concreta. 
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Essa perspectiva relaciona-se ao desenvolvimento do letramento matemático, 
uma vez que a Matemática pode ser mobilizada não apenas para a realização de 
cálculos, mas também para a interpretação de informações, a resolução de 
problemas e a construção de argumentos diante de situações socialmente 
relevantes. Ao mesmo tempo, a discussão sobre produção e descarte de resíduos 
possibilita abordar questões relacionadas à responsabilidade individual e coletiva, 
aproximando o conhecimento matemático da formação cidadã. 

Assim, a experiência evidencia possibilidades de utilização da Matemática 
Ambiental como elemento articulador entre conhecimentos matemáticos, questões 
socioambientais e cidadania. Embora a maquete tenha sido desenvolvida no 
contexto da formação inicial de professores, sua estrutura permite pensar em 
diferentes possibilidades de adaptação para a Educação Básica, especialmente por 
meio de atividades que envolvam a coleta, organização, interpretação e análise de 
dados relacionados à produção e à reciclagem de resíduos. 

Figura 1 — maquete sobre o ciclo dos resíduos plásticos. 

 
Fonte: Acervo UNESPAR (2026). 
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Resumo 
 

Este trabalho apresenta uma análise de um dos materiais do Summamutikka, um 
centro de recursos para o ensino de Matemática da Universidade de Helsinque, na 
Finlândia, que tem como objetivo promover e apoiar o ensino e aprendizado da 
matemática, oferecendo materiais e atividades para crianças e jovens. A 
metodologia utilizada foi a Hermenêutica de Profundidade (HP), abordagem 
interpretativa que compreende três fases: análise sócio-histórica, análise formal e 
reinterpretação. Nesse sentido, traçou-se um panorama sócio-histórico das 
dimensões espaciais e temporais finlandesas, com ênfase nos contextos geográfico 
e educacional, além de detalhar os recursos didáticos desenvolvidos pelo centro. 
Por fim, apresenta-se uma síntese das compreensões alcançadas, no processo de 
Reinterpretação da forma simbólica, levando em consideração que a Finlândia é um 
contexto diferente do brasileiro, assim os resultados dessa pesquisa podem trazer 
indícios para adequações em práticas escolares de Matemática em nosso país. 

 
 
Palavras-chave: educação matemática, hermenêutica de profundidade, 
Summamutikka, Finlândia, materiais didáticos. 
 
Introdução 
 

A presente pesquisa dedica-se ao estudo de um dos materiais do 
Summamutikka, um centro especializado vinculado à Universidade de Helsinque e 
integrante da rede nacional LUMA Centre Finland. A relevância do Summamutikka 
está em sua proposta de apresentar a Matemática não somente restrita ao ensino de 
procedimentos para a resolução de exercícios, mas como um campo que exige 
criatividade e habilidades versáteis de resolução de problemas, servindo de modelo 
para discussões sobre educação científica e matemática. A motivação para esta 
investigação baseia-se na posição de destaque da Finlândia em avaliações 
internacionais, como o PISA, e na necessidade de investigar as estruturas de apoio 
que sustentam esse desempenho. Para tal, utiliza-se a Hermenêutica de 
Profundidade (HP), proposta por John B. Thompson (2011), como referencial 

2Universidade Federal do Paraná. Doutor em Educação Matemática. 
1Universidade Federal do Paraná. Licencianda em Matemática. Bolsista do PET Matemática. 
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teórico-metodológico. A HP permite uma análise multidimensional do Summamutikka 
como um todo, tratando-o como uma "forma simbólica"inserida em um contexto 
sócio-histórico específico. A teoria da Hermenêutica de Profundidade, de acordo 
com Thompson (2011), é estruturada em 3 fases progressivas, sendo elas:   

●​ Análise Sócio-Histórica: Reconstrução das condições sociais e históricas de 
produção e recepção das formas simbólicas no contexto finlandês; 

●​ Análise Formal: Exame da estrutura articulada e da organização interna dos 
materiais do Summamutikka;  

●​ Reinterpretação: Síntese por construção criativa que busca explicar o que é 
dito e representado pelo objeto de estudo, relacionando os contextos 
analisados anteriormente. 

Este método vem sendo utilizado em pesquisas na área de Educação 
Matemática na análise de materiais didáticos, como é o caso de Rocha e Gonçalez 
(2023) e busca não apenas descrever as atividades do centro, mas interpretar os 
sentidos e as intenções por trás dos recursos pedagógicos produzidos em solo 
finlandês, estabelecendo conexões com a formação docente e as práticas de ensino 
de Matemática. 
 
Resultados Principais 
 

Para o desenvolvimento desta pesquisa optou-se pela análise do material 
Peltipitsamalli (Modelo de Pizza em Assadeira), que diz respeito ao ensino de 
operações com frações. A Análise Sócio-histórica revelou que a produção das 
formas simbólicas do centro Summamutikka está intrinsecamente ligada ao 
panorama educacional finlandês, caracterizado pela adoção de um currículo flexível, 
pela alta autonomia docente baseada em pesquisa e pelo foco no desenvolvimento 
de competências transversais. Nesse cenário, constata-se que a elaboração do 
material didático reflete o distanciamento de práticas educacionais puramente 
algorítmicas ou voltadas a testes padronizados.  

A Análise Formal do material evidenciou uma abordagem de ensino que supera 
a memorização de métodos, o material não apresenta as operações com frações 
como um mero procedimento, em vez disso, inicia-se com uma narrativa sobre quem 
levou mais pizza para a confraternização, para então realizar uma atividade tátil, 
com moldes de pizza, para realizar a comparação e soma entre  e . 3

5
1
2

Por fim, a Reinterpretação indica um certo cuidado ao introduzir as frações, pois 
apesar de apresentá-la como sendo a parte de um todo, o material se preocupa em 
encontrar uma “unidade comum” (frações equivalentes com o mesmo denominador) 
e adicionar um significado a essa unidade, contribuindo na aprendizagem 
matemática. Esse cuidado é comentado por Vianna (2008), quando ele afirma que 
ao tratar frações como parte de um todo, não são números, mas apenas uma 
representação, e por isso é comum os estudantes somarem numerador com 
numerador e denominador com denominador, sem encontrar a “unidade comum”. 

A análise do material Peltipitsamalli à luz da hermenêutica de profundidade, 
permite observar que o Summamutikka se distancia da transmissão, memorização e 
reprodução de um conteúdo, permitindo que o estudante seja mais ativo na sua 
própria aprendizagem. Isso se deve principalmente pela formação docente voltada 
para a pesquisa com o desenvolvimento de competências transversais, o que pode 
vir a ser um indício de uma possível forma de atuação da educação matemática no 
Brasil. 
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Básica e Superior 
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Resumo
A geometria fractal apresenta características que possibilitam estabelecer 

relações entre diferentes conceitos matemáticos e situações de aprendizagem visual 
e exploratória. Apesar de seu potencial pedagógico, os fractais ainda são pouco 
abordados nos materiais didáticos e nas práticas de ensino de matemática. Nesse 
contexto, esta pesquisa, que se encontra em desenvolvimento, tem como objetivo 
analisar as possibilidades pedagógicas do uso de fractais no ensino da Matemática, 
considerando sua aplicação na Educação Básica e Superior. A pesquisa possui 
caráter qualitativo, aplicado e exploratório, sendo desenvolvida por meio de 
pesquisa bibliográfica e da elaboração de uma proposta de minicurso destinada a 
professores e acadêmicos de Licenciatura em Matemática. As atividades articulam 
momentos teóricos e práticos, abordando conceitos como autossimilaridade, 
processos iterativos, dimensão fractal, áreas, perímetros, progressões geométricas 
e limites. Também são exploradas construções de fractais por meio de materiais 
manipuláveis, especialmente o origami, e de recursos tecnológicos, como o 
Geogebra. A proposta busca evidenciar como os fractais podem contribuir para 
tornar conceitos matemáticos mais acessíveis, favorecendo a visualização, o 
raciocínio lógico, a criatividade e a compreensão de processos matemáticos. 

Palavras-chave: geometria fractal; ensino de matemática; recursos didáticos; 
origami; geogebra.

Introdução

A matemática escolar frequentemente apresenta conteúdos que são trabalhados 
de maneira predominantemente abstrata, o que pode dificultar a compreensão dos 
estudantes. Nesse contexto, a utilização de recursos visuais, manipuláveis e 
tecnológicos pode contribuir para aproximar conceitos matemáticos de experiências 
mais concretas e exploratórias. Entre as possibilidades está a Geometria Fractal, 
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área da Matemática caracterizada pelo estudo de estruturas que apresentam 
propriedades como autossimilaridade e construção por processos iterativos( 
MALDELBROT,1983).

Os fractais possibilitam estabelecer relações com diferentes conteúdos 
matemáticos, como áreas, perímetros, progressões geométricas e limites (GOMES, 
2007; RAMOS, 2024). A análise de suas construções permite observar padrões, 
variações e processos de repetição, favorecendo a exploração de conceitos 
matemáticos de maneira articulada. O Conjunto de Mandelbrot, o Triângulo de 
Sierpinski, a Carpete de Sierpinski, a Esponja de Menger e o Floco de Neve de Koch 
constituem exemplos de objetos que permitem explorar essas características 
(MANDELBROT, 1983).

Além disso, a utilização de origami apresenta-se como uma possibilidade de 
aproximar a Geometria Fractal de atividades práticas (LARANGEIRA; MATHIAS; 
KOZAKEVICIUS, 2025). As dobraduras permitem a manipulação e a visualização de 
conceitos geométricos, favorecendo uma aprendizagem ativa e o desenvolvimento 
da percepção espacial, da criatividade e do raciocínio lógico. Recursos digitais, 
como o GeoGebra, também possibilitam explorar transformações geométricas, 
iterações e autossimilaridade (PADILHA; DULLIUS; QUARTIERI, 2007). 

Apesar dessas possibilidades, os fractais ainda são pouco abordados nos 
materiais didáticos e nas práticas de ensino de Matemática (RAMOS, 2024), o que 
evidencia a necessidade de investigar estratégias que favoreçam sua inserção no 
contexto educacional. Diante disso, a pesquisa que se encontra em 
desenvolvimento, busca responder à seguinte questão: quais são as possibilidades 
pedagógicas do uso de fractais no ensino da Matemática na Educação Básica e 
Superior? O objetivo geral é analisar as potencialidades dos fractais como recurso 
pedagógico, explorando suas relações com conteúdos matemáticos e diferentes 
estratégias de ensino. Para isso, a pesquisa possui caráter qualitativo, aplicado e 
exploratório, sendo desenvolvida por meio de pesquisa bibliográfica e da elaboração 
de uma proposta de minicurso destinada a professores e acadêmicos de 
Licenciatura em Matemática, articulando fundamentação teórica, atividades práticas 
e recursos tecnológicos. 

Resultados Principais

No atual momento, a realização do minicurso ainda não ocorreu. No entanto, 
espera-se evidenciar que a Geometria Fractal apresenta potencial para estabelecer 
relações entre diferentes conteúdos matemáticos e práticas pedagógicas. Pretende-
se explorar conceitos como área, perímetro, progressões geométricas e limites por 
meio de processos iterativos de construção de fractais, possibilitando a observação 
de padrões, regularidades e transformações ao longo das etapas de construção. 

Espera-se, especificamente, que a construção e análise do Triângulo de 
Sierpinski possibilite a exploração de conceitos como área, quantidade de elementos 
e progressões geométricas, estabelecendo relações entre processos iterativos e 
conteúdos matemáticos (GOMES, 2007; RAMOS, 2024). Podendo assim observar  a 
quantidade de elementos e as variações da área e estabelecendo relações com 
progressões geométricas e comportamento limite. 

Também se espera que a utilização de materiais manipuláveis, especialmente o 
origami, favoreça a visualização e a compreensão das características dos fractais. A 
construção da Esponja de Menger por meio da montagem de módulos de origami 
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deverá possibilitar a exploração de estruturas fractais tridimensionais, aproximando 
conceitos geométricos de uma experiência prática e investigativa. 

Quanto aos recursos tecnológicos, prevê-se que a utilização do GeoGebra 
contribua para a exploração de transformações geométricas, processos iterativos e 
autossimilaridade (PADILHA; DULLIUS; QUARTIERI, 2007). A utilização desse 
recurso deverá ampliar as possibilidades de visualização e experimentação dos 
fractais, favorecendo a compreensão de suas construções. 

Ao final do minicurso, será realizada uma avaliação por meio de questionário, 
buscando identificar as percepções dos participantes acerca das atividades 
desenvolvidas e das possibilidades de utilização dos fractais como recurso 
pedagógico. Espera-se que as percepções dos participantes apontem possíveis 
contribuições para a ampliação do repertório metodológico de professores e futuros 
professores de Matemática, especialmente quanto à integração entre visualização, 
experimentação, materiais manipuláveis e tecnologias digitais. 
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Resumo 
 

A pesquisa investiga o uso de ferramentas de Inteligência Artificial (IA) por 
graduandos a partir do terceiro ano do curso de Licenciatura em Matemática da 
UNESPAR, no campus de Paranaguá. O problema central aborda se a utilização 
diária dessas tecnologias pode gerar dependência e comprometer o desenvolvimento 
do pensamento crítico e autônomo, buscando identificar quais ferramentas são 
utilizadas e de que maneira. A justificativa fundamenta-se na escassez de estudos 
práticos voltados ao ensino superior, visto que grande parte da literatura é teórica ou 
focada na educação básica e ensino médio. O estudo visa preencher essa lacuna, 
mapeando o perfil de uso da IA na rotina acadêmica de futuros professores e 
oferecendo subsídios para discussões institucionais sobre a mediação tecnológica e 
a promoção de um uso ético, consciente e crítico. O objetivo geral consiste em 
compreender como as Inteligências Artificiais são empregadas na graduação, 
analisando se funcionam como apoio genuíno ao estudo e à aprendizagem ou se 
servem apenas para a resolução mecânica de questões sem aprofundamento. Os 
objetivos específicos complementam essa meta ao identificar as ferramentas 
tecnológicas específicas adotadas pelos graduandos e ao examinar a forma como 
eles as utilizam no apoio ao aprendizado, o nível de confiança depositado nas 
respostas geradas e os hábitos de verificação dessas informações. 

 
 

 
 
Palavras-chave: educação matemática, inteligência artificial, graduação. 
 
 

Introdução 
 

A expansão das ferramentas de Inteligência Artificial (IA) tem reconfigurado 
profundamente o panorama educacional contemporâneo, impondo novos desafios e 

 
1Universidade Estadual do Paraná- Campus Paranaguá. Licenciando em Matemática. 
2Universidade Estadual do Paraná- Campus Paranaguá. Doutor.  
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oportunidades para o ensino superior. No âmbito da formação docente, especialmente 
nos cursos de Licenciatura em Matemática, o uso cotidiano de tecnologias generativas 
como ChatGPT, destaca a urgência de compreender como essas inovações vêm 
moldando a rotina acadêmica dos futuros professores. 

Nesse contexto, este estudo analisa o perfil de uso da IA por graduandos do 
terceiro e quarto ano do curso de Licenciatura em Matemática da UNESPAR, Campus 
Paranaguá. Por meio de uma pesquisa exploratória com abordagem qualitativa e 
quantitativa, o trabalho examina a resolução de uma questão de alta complexidade 
com o suporte de Inteligências Artificiais, o registro das perguntas realizadas as IAs e 
a aplicação de questionários estruturados.  

Espera-se, com isso, subsidiar discussões pedagógicas institucionais voltadas à 
mediação tecnológica e à consolidação do uso consciente e crítico na graduação. 
Para atingir esses objetivos, a coleta de dados ocorrerá em um único momento para 
cada turma, dividindo-se em duas etapas: a primeira etapa (Resolução e Uso de IA), 
na qual os graduandos serão organizados em grupos para tentar resolver a questão 
proposta por meio de discussão coletiva, embora cada estudante deva entregar sua 
resolução de maneira individual, sendo autorizada a utilização de uma IA específica 
caso o grupo não consiga chegar à solução por conta própria. A segunda etapa 
(Questionário), que consistirá na aplicação de um questionário estruturado, composto 
por perguntas de múltipla escolha e questões argumentativas, para analisar as 
percepções dos graduandos. 
 

Resultados Principais 
 
Como esta pesquisa ainda não foi aplicada, espera-se que, até a data de 

apresentação deste trabalho, os dados já tenham sido coletados para a divulgação 
dos resultados e do panorama de como ocorreram as aplicações. Além disso, almeja-
se que este estudo contribua para a compreensão dos usos das Inteligências Artificiais 
(IAs) pelos graduandos, considerando a escassez de pesquisas práticas sobre a 
utilização dessas tecnologias por estudantes de Licenciatura em Matemática e futuros 
professores. 
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Resumo 
 

Este trabalho apresenta um relato de experiência desenvolvido no subprojeto de 
Matemática do Programa Institucional de Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID), em 
uma turma do 9º ano do Ensino Fundamental do Instituto Estadual de Educação 
Doutor Caetano Munhoz da Rocha, em Paranaguá-PR. A experiência teve como 
objetivo trabalhar o conceito de simetria de maneira contextualizada, articulando 
conhecimentos matemáticos, arte e aspectos culturais relacionados às máscaras 
africanas, em uma atividade realizada durante o período da Consciência Negra. A 
proposta envolveu a apresentação de aspectos culturais das máscaras, a discussão 
do conceito de eixo de simetria e a confecção de máscaras pelos estudantes. 
Durante a atividade, foram realizadas observações do processo de produção, 
registros fotográficos e acompanhamento das dificuldades apresentadas pelos 
alunos. Os resultados observados indicaram participação e envolvimento dos 
estudantes, além da identificação de dificuldades relacionadas à manutenção da 
simetria nas produções e da possibilidade de intervenção durante o processo. A 
atividade também possibilitou relacionar elementos matemáticos às escolhas 
realizadas na produção das máscaras, aproximando Matemática e cultura. Para os 
bolsistas, a experiência contribuiu para a formação docente ao proporcionar contato 
direto com a sala de aula e reflexão sobre estratégias de ensino contextualizadas.   

 
 

Palavras-chave: educação matemática, simetria, cultura, etnomatemática, PIBID. 
 

3Universidade Estadual do Paraná - Campus Paranaguá. Mestra. Coordenadora de Área do 
Programa Institucional de Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID). 

2Universidade Estadual do Paraná - Campus Paranaguá. Licencianda em Matemática. Bolsista do 
Programa Institucional de Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID). 

1Universidade Estadual do Paraná - Campus Paranaguá. Licencianda em Matemática. Bolsista do 
Programa Institucional de Bolsa de Iniciação à Docência (PIBID). 
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Introdução 
 
O ensino de Matemática pode assumir diferentes formas de abordagem, 

especialmente quando os conteúdos são relacionados a situações do dia a dia, que 
possibilitam aos estudantes atribuir significado aos conceitos trabalhados, 
valorizando a relação entre os conhecimentos matemáticos e diferentes contextos 
(BRASIL, 1998). Nesse sentido, atividades práticas e contextualizadas podem 
aproximar os conhecimentos matemáticos da realidade escolar e favorecer a 
participação dos estudantes (DANTE, 2016). Entre os conteúdos da Geometria, o 
estudo da simetria permite explorar relações entre formas e posições por meio de 
diferentes representações, estando relacionado às aprendizagens previstas para o 
ensino de Matemática na Educação Básica (BRASIL, 2018).  

A experiência apresentada foi desenvolvida no subprojeto de Matemática do 
PIBID, com uma turma do 9º ano do Ensino Fundamental, a partir da proposta de 
trabalhar a simetria por meio da confecção de máscaras africanas. A escolha da 
temática ocorreu durante o período da Consciência Negra, buscando estabelecer 
uma relação entre o conteúdo matemático e aspectos culturais presentes na 
atividade. Essa articulação aproxima-se da perspectiva da Etnomatemática, que 
considera a Matemática uma construção humana e cultural presente em diferentes 
sociedades (D’AMBROSIO, 2005).  

Além da dimensão matemática, a proposta buscou favorecer o contato dos 
estudantes com elementos culturais relacionados às máscaras africanas, 
considerando significados atribuídos às cores, formas e outros elementos presentes 
nas produções. Assim, a atividade integrou matemática, arte e cultura em uma 
mesma proposta pedagógica. O objetivo deste trabalho é analisar as contribuições 
dessa experiência para o ensino do conceito de simetria e para a formação dos 
bolsistas do PIBID.  

 
Resultados Principais 

 
A atividade foi iniciada com uma apresentação de slides, na qual foram 

abordados aspectos culturais das máscaras africanas e, posteriormente, o conceito 
matemático de simetria. Foram apresentados exemplos visuais de figuras simétricas 
e discutidas a ideia de eixo de simetria e a correspondência entre as partes de uma 
figura. Esse momento permitiu relacionar os elementos culturais apresentados ao 
conhecimento matemático mobilizado na produção das máscaras.  

Na etapa seguinte, os estudantes receberam materiais para a confecção das 
máscaras, o uso desses recursos possibilitou que os estudantes observassem e 
manipulassem elementos relacionados ao conceito trabalhado, favorecendo uma 
abordagem mais concreta do conteúdo (LORENZATO, 2006). A orientação consistia 
em reproduzir, de maneira equivalente nos dois lados, os elementos desenhados 
considerando o eixo de simetria trabalhado anteriormente. Durante essa etapa, os 
bolsistas acompanharam as produções, esclareceram dúvidas e observaram as 
estratégias utilizadas pelos estudantes.  

Entre os aspectos observados, destacaram-se diferentes formas de participação 
e produção. Alguns estudantes desenvolveram máscaras com elementos mais 
simples e definidos, enquanto outros exploraram maior quantidade de cores, formas 
e detalhes. Também foram identificadas dificuldades relacionadas à manutenção da 
simetria. Alguns alunos tiveram dificuldade para reproduzir determinados elementos 
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de forma equivalente nos dois lados da máscara, sendo necessária a intervenção 
dos bolsistas para orientar e auxiliar nos ajustes.  

Esse processo possibilitou que o conceito de simetria fosse mobilizado durante a 
própria construção das produções. Ao precisar comparar as duas partes da máscara 
e realizar ajustes, o estudante tinha a oportunidade de observar concretamente a 
relação entre os elementos e o eixo de simetria. Assim a atividade permitiu 
acompanhar dificuldades que poderiam não ser tão evidentes em uma abordagem 
exclusivamente expositiva.  

Outro aspecto observado foi o envolvimento dos estudantes com a dimensão 
cultural da proposta. Ao final, as máscaras foram organizadas para uma exposição 
na escola, e os estudantes registraram os significados atribuídos às cores, às listras 
e aos formatos escolhidos. Dessa forma, os elementos culturais apresentados 
inicialmente foram retomados nas produções, estabelecendo relações entre o 
conteúdo matemático, a atividade artística e os conhecimentos culturais discutidos.  

Para os bolsistas do PIBID, a experiência possibilitou vivenciar situações 
concretas do cotidiano escolar, como o acompanhamento das produções, a 
identificação de dificuldades e a necessidade de realizar intervenções durante o 
desenvolvimento da atividade. Essa vivência contribuiu para a reflexão sobre o 
planejamento e sobre a utilização de diferentes estratégias no ensino de 
Matemática.  

De modo geral, os resultados observados indicam que a proposta possibilitou 
trabalhar o conceito de simetria de maneira prática e contextualizada, promovendo a 
aproximação entre Matemática, arte e cultura. Embora não tenham sido utilizados 
instrumentos formais de avaliação, as observações realizadas durante a atividade 
indicaram participação, envolvimento e avanços na compreensão do eixo de simetria 
entre estudantes que inicialmente apresentaram dificuldades.  
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SISTEMA DE NUMERAÇÃO POSICIONAL BALANCEADO: 
POSSIBILIDADES PARA A EDUCAÇÃO BÁSICA 
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Resumo 
 

O ensino de sistemas de numeração posicionais na Educação Básica concentra-se, em 
geral, no sistema decimal, restringindo a exploração de diferentes formas de representação 
dos números e de propriedades relacionadas ao valor posicional. Este trabalho aborda 
possibilidades para o ensino de sistemas de numeração posicionais a partir do estudo da 
representação ternária balanceada, articulando sua fundamentação matemática à 
elaboração de atividades didáticas. O trabalho parte de aspectos históricos dos sistemas de 
numeração posicionais e da utilização do Algoritmo da Divisão de Euclides para estabelecer 
propriedades da representação dos números naturais. Como resultado matemático, 
demonstra-se a existência e a unicidade da representação de todo número natural como 
soma e/ou diferença de potências distintas de 3. A partir dessa representação, são 
desenvolvidas atividades voltadas à Educação Básica, entre as quais se destaca a Trilha 
Numérica, elaborada no próprio trabalho. A atividade envolve a representação de números 
em diferentes sistemas de numeração posicionais e a elaboração de estratégias para 
alcançar determinadas posições de uma trilha. A proposta permite relacionar potências, 
valor posicional, decomposição numérica e operações aritméticas em uma situação de 
resolução de problemas. A discussão das atividades também estabelece relações com o 
letramento matemático e com aspectos do pensamento computacional, especialmente a 
identificação de padrões, a decomposição de problemas e a elaboração de procedimentos. 

 
 
Palavras-chave: Base, Representação Ternária Balanceada, Educação 

Matemática, Letramento Matemático, Pensamento Computacional. 
 

Introdução 
 

Os sistemas de numeração posicionais constituem uma das formas pelas 
quais diferentes sociedades organizaram e registraram quantidades ao longo da 
história. Na Educação Básica, entretanto, o sistema decimal ocupa posição 
predominante, fazendo com que outros sistemas de representação sejam pouco 
explorados. A abordagem de diferentes bases pode ampliar a compreensão dos 
princípios que estruturam um sistema de numeração posicional, especialmente 
no que se refere ao valor posicional, às potências da base e às diferentes formas 
de representar um mesmo número. 

Nesse contexto, este trabalho tem como objeto de estudo a representação 
dos números em sistemas de numeração posicionais, com atenção especial à 
representação ternária balanceada. Diferentemente da representação ternária 

                                            
1 UTFPR - Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Licenciado em Matemática. 
2 UTFPR - Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Doutora em Matemática. 
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usual, que utiliza os algarismos 0, 1 e 2, a representação ternária balanceada 
utiliza os valores −1, 0 e 1. Essa característica permite representar um número 
natural por meio de soma e/ou diferença de potências de 3. 

A base ternária balanceada aparece na resolução do problema conhecido 
como “Pesos de Bachet”, apresentado por Claude Gaspar Bachet de Méziriac, 
problema 5, em 1624 (BACHET, p. 215). No problema, os pesos 1, 3, 9 e 27 
podem ser distribuídos nos dois pratos de uma balança, permitindo determinar 
diferentes medidas de massas (inteiras de 1 a 40) (SINGH, p. 75). A 
possibilidade de colocar pesos em ambos os pratos conduz naturalmente à 
utilização dos coeficientes −1, 0 e 1 e, consequentemente, à representação 
ternária balanceada. 

O trabalho busca, portanto, relacionar a fundamentação matemática dos 
sistemas de numeração posicionais a situações que possam ser exploradas na 
Educação Básica. Para isso, além do estudo dos aspectos históricos e 
matemáticos, são elaboradas atividades que envolvem representação numérica, 
conversão entre bases, resolução de problemas e investigação de estratégias. 
 

Resultados Principais 
 

A fundamentação matemática do trabalho é construída a partir do Algoritmo 
da Divisão de Euclides. A aplicação sucessiva do algoritmo permite obter os 
coeficientes necessários para a representação de um número em uma 
determinada base (DOMINGUES, 2017). Em Explorando o sistema de 
numeração posicional: possibilidades para a educação básica (SILVA, 2026), 
demonstra-se que todo número natural possui uma representação na forma n = 
a0  3

0 + a1  3
1 + a2  3

2 + ... + an  3
n, em que ai ∈ {-1, 0, 1}. A demonstração 

desenvolvida no trabalho estabelece não apenas a existência dessa 
representação, mas também sua unicidade. 

A partir dessa fundamentação, foram elaboradas atividades didáticas 
envolvendo sistemas de numeração posicionais e suas representações. Entre 
elas estão situações inspiradas no problema dos pesos de Bachet, problemas 
envolvendo representação numérica e conversão entre bases e a Trilha 
Numérica, atividade desenvolvida como parte de Trabalho de Conclusão de 
Curso (SILVA, 2026). 

A Trilha Numérica foi estruturada para colocar os estudantes diante de 
diferentes possibilidades de representação de um mesmo número. A atividade 
utiliza uma trilha com posições numeradas, cartas associadas às potências das 
bases estudadas e marcadores. Os participantes devem selecionar as cartas e 
os marcadores necessários para alcançar determinada posição da trilha, 
registrando e justificando os cálculos realizados. 

O caráter lúdico está associado à organização da proposta como um desafio, 
enquanto os conceitos matemáticos permanecem no centro da atividade. A 
comparação entre a representação binária usual e a ternária balanceada permite 
ainda discutir diferentes formas de organização dos números e as estratégias 
utilizadas para obter uma mesma quantidade. Um exemplo apresentado na 
atividade lúdica A Trilha Numérica (SILVA, p. 83), envolve a obtenção do número 
6. Na representação binária usual, o número pode ser obtido pela soma de 21 e 
22, 6 = 2 + 4. Na ternária balanceada, o mesmo número pode ser representado 
pela diferença entre duas potências de três, 6 = 9 – 3 = 32 – 31. No ensino de 
potenciação para o Ensino Fundamental, o professor orienta que formem 
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equipes e que uma equipe (que decide se usará cartas com potências de base 
2 ou 3) desloca o seu peão sobre a trilha utilizando marcadores (0, 1, ou -1) em 
suas cartas, fazendo a leitura da esquerda para a direita (em ordem decrescente 
das potências), utilizando todas as cartas, deixando o peão na casa atingida, e 
pontuando de acordo com a base (2 ou 3) escolhida. 

 
Figura 1 – Trilha Numérica 

 
Fonte: SILVA, (2026, p. 85) 

 
As propostas elaboradas também permitem estabelecer relações com o 

letramento matemático, com interpretação, elaboração de estratégias, 
representação, argumentação e comunicação de procedimentos e a 
identificação de regularidades, a decomposição das situações em etapas e a 
elaboração de procedimentos para obter determinada representação, também 
estabelecem relações com aspectos do pensamento computacional. 

Desse modo, os resultados do trabalho podem ser considerados em duas 
dimensões articuladas: a primeira corresponde à demonstração matemática da 
existência e unicidade da representação ternária balanceada; a segunda 
corresponde à elaboração de atividades didáticas que tomam essa 
representação como objeto de exploração na Educação Básica ao explorar 
habilidades e competências descritas na Base Nacional Comum Curricular que 
podem ser desenvolvidas por meio das atividades propostas. Como as 
habilidades EF01MA07 e EF03MA02, que se descrevem como composição e 
decomposição de números de até quatro ordens, com suporte de material 
manipulável, na compreensão de características de sistema de numeração 
decimal (BNCC, 2018). 

O estudo da representação ternária balanceada possibilitou explorar 
propriedades dos sistemas de numeração posicionais a partir de uma 
abordagem que articula aspectos matemáticos, históricos e didáticos. A 
demonstração da existência e da unicidade da representação de números 
naturais como soma e/ou diferença de potências distintas de 3 constitui o 
principal resultado matemático do trabalho e fornece a fundamentação para as 
atividades elaboradas. 

As atividades desenvolvidas indicam possibilidades de ampliar a abordagem 
dos sistemas de numeração na Educação Básica, articulando a compreensão de 
suas propriedades a situações de investigação, resolução de problemas e 
desenvolvimento de estratégias, permitindo retomar, em um contexto lúdico, 
conceitos relacionados às potências, ao valor posicional e à decomposição 
numérica, mantendo a representação matemática como elemento central da 
proposta, com aderência à BNCC (BRASIL, 2018). 
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Resumo 
 

Este resumo expandido apresenta um mapeamento sistemático da literatura 
focado em investigar a caracterização do fracasso escolar na Educação Matemática 
e as alternativas para sua superação. A pesquisa, de natureza qualitativa e cunho 
bibliográfico, teve como centelha inicial as reflexões de Esteban (2002) sobre o erro 
como potência epistemológica. O levantamento foi realizado no Portal de Periódicos 
da CAPES, resultando em um corpus de sete trabalhos analisados integralmente. A 
discussão teórica, fundamentada em Patto (2022) e Esteban (2002), evidencia que o 
fracasso é uma produção institucional sistemática, agravada por políticas neoliberais 
contemporâneas. Essas políticas deslocam a culpa estrutural da exclusão escolar 
para o plano individual, gerando um ciclo de culpabilização mútua entre docentes e 
discentes. Frente a isso, a perspectiva da avaliação como prática de investigação 
proposta por Buriasco (2000) e Silva e Buriasco (2023) surge como um horizonte 
viável de resistência política e pedagógica, capaz de ressignificar o erro e estabelecer 
uma parceria solidária de aprendizagem. 

 
 
Palavras-chave: Educação Matemática; Fracasso Escolar; Avaliação Investigativa. 
 

Introdução 
 

O fracasso escolar na Educação Matemática brasileira constitui um dos maiores 
desafios políticos e pedagógicos contemporâneos. Historicamente, a “não 
aprendizagem” de matemática tem sido legitimada por visões deterministas e inatistas 
que naturalizam a exclusão social sob o pretexto de "falta de dom" ou incapacidade 
cognitiva individual (Patto, 2022). Esta investigação teve sua centelha motivadora na 
leitura de Esteban (2002), cuja obra denuncia a violência simbólica da escola 
tradicional que silencia a diversidade de saberes, tratando o erro apenas como 
ausência de conhecimento. 

A partir desse marco, esta pesquisa buscou desvelar as engrenagens de 
produção do fracasso, identificando como a lógica educacional neoliberal atualizou 

                                            
1 Discente do curso de Licenciatura em Matemática da Universidade Federal do Paraná (UFPR). 
Voluntário do PIBIC. 
2 Docente do Departamento de Matemática da Universidade Federal do Paraná (UFPR) 
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esses discursos excludentes. Sob a égide do produtivismo e de cobranças por índices 
burocráticos de fluxo escolar, a culpa pelo insucesso foi individualizada em dupla 
dimensão: ora recai sobre o aluno e suas supostas carências cognitivo-familiares, ora 
arrasta o professor, culpabilizado por ministrar aulas supostamente pouco 
engajadoras. O objetivo deste trabalho é analisar como pesquisas contemporâneas 
em Educação Matemática caracterizam esse fracasso e apontar caminhos para lidar 
democraticamente com ele. 

 

Materiais e Métodos 
 

Este estudo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa de caráter teórico-
bibliográfico, estruturada sob a metodologia do mapeamento sistemático de literatura 
(Fiorentini; Lorenzato, 2006). O levantamento de dados foi realizado no Portal de 
Periódicos da CAPES utilizando a combinação avançada dos descritores exatos: 
“‘fracasso escolar’ AND ‘educação matemática’”, sem corte temporal. 

A busca inicial retornou um total de 12 produções acadêmicas. Submetendo os 
resultados a um fluxo de filtragem, foram eliminados os trabalhos duplicados e aqueles 
que não tratavam do fracasso em matemática como tema central de investigação 
(rejeitando artigos com abordagens instrumentais ou generalistas). Ao final do 
processo de seleção, constituiu-se um corpus de análise composto por 7 artigos 
científicos de periódicos nacionais de alto impacto, os quais foram fichados, 
categorizados e discutidos de forma interpretativa à luz do referencial crítico e 
avaliativo adotado. 

 

Resultados e Discussão: Agrupamentos e Convergências 
 
A análise compreensiva do corpus mapeado revelou de que forma o fracasso em 

matemática é conceituado e combatido na literatura. Para expor os pontos de contato 
entre as pesquisas, os sete trabalhos selecionados foram reunidos em três grupos de 
ideias semelhantes, apresentados a seguir. 
 
Grupo I: O Estudante-Sujeito e as Singularidades Cognitivas 
 

Os trabalhos incluídos neste grupo, formado pelas investigações de Oliveira e 
Moreira (2010) e Pina Neves e Borges (2019), estão relacionados à experiência 
subjetiva da “não aprendizagem”. Oliveira e Moreira (2010), amparados na sociologia 
de Bernard Charlot, analisam a relação com o saber de alunos em risco e 
desmistificam o preconceito de que o fracasso decorre da apatia familiar, revelando 
que o insucesso matemático decorre do efeito acumulativo de dificuldades conceituais 
básicas não resolvidas nos anos iniciais. 

Por sua vez, Pina Neves e Borges (2019) discutem a conceituação de uma aluna 
com diagnóstico de discalculia e expõem a "leitura pela falta" operada pela instituição, 
que utiliza laudos clínicos como bode expiatório para camuflar sua própria 
incapacidade de acolher o aluno atípico. Ambos os trabalhos convergem ao denunciar 
que a escola impõe o algoritmo formal escrito como única via legítima de resolução, 
estigmatizando caminhos de raciocínio singulares. 

 
Grupo II: Práticas Formativas, Culturas Avaliativas e Políticas Curriculares 
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Reunindo os artigos de Cruz e Monteiro (2013), Emmel e Costa (2019) e Barbosa 
(2017), neste grupo, faz-se uma problematização da dimensão institucional-formativa 
da educação. Cruz e Monteiro (2013) expõem um abismo na formação docente: 
enquanto as disciplinas pedagógicas elogiam a avaliação formativa, as cadeiras de 
matemática específica utilizam exames punitivos baseados no mérito, perpetuando o 
medo da avaliação como "braço autoritário" (Buriasco, 2000) de controle de corpos. 

Emmel e Costa (2019) mapeiam a reprovação em massa de estudantes no Ensino 
Médio Integrado e destacam que as queixas discentes sobre "aulas pouco atrativas" 
mascaram a sobrecarga curricular do sistema. Barbosa (2017) corrobora este 
diagnóstico ao analisar os cadernos de alfabetização matemática do PNAIC, 
denunciando que as práticas tradicionais homogêneas operam como eixos de 
exclusão de minorias e defendendo que a avaliação deve atuar de modo contínuo 
como baliza de planejamento curricular. 

 
Grupo III: Práticas Didático-Políticas de Resistência e Ressignificação 
 

Os trabalhos de Sachs (2018) e Cristovão e Fiorentini (2023) integram esta 
categoria, propondo fraturas pedagógicas na lógica burocrática escolar. Sachs (2018) 
discute o enunciado de "trazer a realidade do aluno para a aula" e adverte que 
contextualizações simplórias e artificiais apenas hierarquizam saberes e desvalorizam 
as lógicas matemáticas orais que o aluno de classe popular domina no seu cotidiano. 

Cristovão e Fiorentini (2023) utilizam a investigação-ação em turmas de 
recuperação de matemática, revelando que estudantes estigmatizados como 
"incapazes" demonstram autoria e "negatricidade" (capacidade tática de subverter as 
amarras pedagógicas tradicionais) quando inseridos em tarefas exploratórias abertas. 
Ambos os estudos coincidem ao apontar que o fracasso escolar é uma exclusão 
subjetiva produzida pela "pseudoformação" de políticas neoliberais de fluxo escolar 
que precarizam a educação para economizar recursos do Estado, gerando alienação. 

 

Considerações Finais 
 
O mapeamento sistemático de literatura consolidado neste trabalho permitiu 

evidenciar que o fracasso escolar em matemática contemporânea é um constructo 
social e político, e não um déficit de competência dos educandos ou uma mera 
incompetência metodológica dos educadores. As políticas neoliberais sustentam um 
jogo ideológico perverso: forçam o fluxo de aprovação sem oferecer investimentos 
estruturais e, diante da ineficiência resultante, individualizam a culpa, tensionando as 
relações entre alunos e professores em um ciclo infindável de mútuas acusações. 

A superação desse cenário exige a superação da avaliação tradicional 
classificatória e punitiva. O horizonte de resistência repousa na perspectiva da 
avaliação como prática de investigação e como oportunidade de aprendizagem 
(Buriasco, 2000; Silva; Buriasco, 2023). Ao substituir a "leitura pela falta" pela "leitura 
positiva" e utilizar instrumentos reflexivos como a Prova-Escrita-em-Fases e o Vaivém, 
o erro é acolhido como indício produtivo do percurso do aluno (Esteban, 2002). 
Rompe-se, desse modo, o ciclo de culpa individual, reestabelecendo a dignidade do 
trabalho docente, a autoria discente e convertendo a Educação Matemática em um 
espaço democrático de emancipação social. 
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Resumo 
 

Avaliação é um processo, tomado como prática de investigação e oportunidade 
de aprendizagem. Um dos possíveis instrumentos de avaliação é a “Carta para a 
Tia”, no qual o estudante escreve uma carta para sua tia (ou outra pessoa de sua 
escolha) contando sobre o que aprendeu nas aulas de matemática. O objetivo deste 
resumo é apresentar uma investigação sobre o instrumento de avaliação Carta para 
a Tia. Esse instrumento foi aplicado para 24 alunos do Ensino Fundamental - Anos 
Iniciais, divididos entre 4° e 5° anos. Neste resumo, serão debatidas cartas nas 
quais os estudantes relataram ter dificuldades, não gostar de matemática, ou ainda 
apresentaram comportamento de autocobrança. 

 
 
Palavras-chave: Educação Matemática, Avaliação, Instrumentos de Avaliação, 
Carta para a Tia. 
 
Considerações iniciais 
 

Entende-se que a avaliação de rendimento, que é comumente utilizada em aulas 
de matemática, seja diferente da avaliação da aprendizagem, a qual foca no 
desenvolvimento do estudante, de acordo com Buriasco (2000), e a qual será 
utilizada neste estudo. De acordo com a mesma autora, avaliação é um processo, 
tomado como prática de investigação e oportunidade de aprendizagem, não se 
limitando a um momento pontual. 

Ao pensarmos que o foco deve estar em oportunizar a aprendizagem do 
estudante, reflete-se sobre o que procuramos ao investigar as produções dos 
alunos. Garnica (2006) defende que a leitura positiva, que leva o professor a buscar 
trabalhar com aquilo que o estudante sabe, é muito mais proveitosa que a leitura 
pela falta, a qual é tão frequentemente adotada e se resume em buscar o que falta 
ao estudante. 

Nesse sentido, busca-se ampliar o leque de opções de instrumentos avaliativos, 
pensando em opções que de fato assumam o papel de prática de investigação e 

2 Universidade Federal do Paraná (UFPR). Doutor em Ensino de Ciências e Educação 
Matemática. 

1   Universidade Federal do Paraná (UFPR). Graduanda em Licenciatura em Matemática. 
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oportunidade de aprendizagem, e com isso muitos novos instrumentos vêm 
surgindo. 

É nesse contexto que surge, com Santos (2008), o instrumento “Carta para a 
Tia”, no qual o estudante escreve uma carta para sua tia (ou outra pessoa de sua 
escolha) contando sobre o que aprendeu nas aulas de matemática. Os benefícios 
desse instrumento incluem, mas não se limitam, a geração de um ambiente em que 
o aluno se sente confortável em desabafar sobre diversos assuntos (emocionais ou 
do conteúdo em si) que em um instrumento tradicional ele provavelmente não o 
faria, a oportunidade de colocar o aluno no papel de quem ensina e aprende 
ensinando, e a revisão e reflexão de conteúdos estudados anteriormente. 

O objetivo deste resumo é apresentar uma investigação sobre o instrumento de 
avaliação Carta para a Tia. Esse instrumento foi aplicado para 24 alunos do Ensino 
Fundamental - Anos Iniciais, divididos entre 4° e 5° anos, em uma escola municipal, 
localizada em Ibiporã (PR)3. Todas as crianças trouxeram o Termo de Consentimento 
Livre e Esclarecido (TCLE) assinado, e então produziram a carta de acordo com o 
enunciado previamente elaborado pelos autores: “Escreva uma carta para a sua tia, 
explicando e ensinando para ela o que você aprendeu nas aulas de matemática, no 
terceiro bimestre. Aproveite para contar para ela como você se sente nas aulas de 
matemática, quais são suas maiores dificuldades e facilidades com essa disciplina”. 

Após a elaboração das cartas, os nomes reais das crianças foram substituídos 
por pseudônimos, e então começou a análise das cartas, seguindo a ideia da análise 
da produção escrita. Após uma primeira leitura das cartas, foi feito um agrupamento 
com base em coisas em comum entre diferentes cartas. Ao todo foram 5 grupos: O 
grupo A dizia respeito à “Dificuldades com o conteúdo estudado”, o grupo B com 
“Facilidades com o conteúdo estudado”, o grupo C reúne quem “Afirma gostar de 
matemática”, o grupo D quem “Afirma não gostar de matemática”, e por fim o grupo 
E está relacionado à “Autocobrança”. 
 
Uma análise das cartas 
 

A carta de Rafael entrou para o grupo A pois ele afirma ter certas dificuldades. 
 

Figura 1 - Excerto da carta de Rafael. 

 

3 A aplicação foi feita por Jessica Aparecida Borssoi Zanquim Custódio, doutoranda pela 
Universidade Estadual de Londrina. Jessica também auxiliou nas análises e no desenvolvimento 
desta pesquisa. 
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Fonte: Os autores.  
 

Na carta de Rafael, pode-se ver um relato das dificuldades do estudante a partir 
de sua própria visão. Isso traz uma riqueza de informações ao professor, que pode 
usá-las para auxiliar o estudante em seu processo de aprendizagem. Possivelmente, 
com outros instrumentos, essas dificuldades fossem expressas apenas em formato 
de erros, e não seria possível tentar investigar sua real causa. 

A carta de Alana entrou para o grupo C, pois em sua carta relatou não gostar de 
matemática. 

 
Figura 2 - Excerto da carta de Alana. 

 

Fonte: Os autores. 
 
A carta de Alana é um exemplo de como é importante investigar o motivo de um 

aluno não gostar de matemática. Muitas vezes um certo desgosto não 
necessariamente tenha a ver diretamente com um conteúdo em si. No caso de 
Alana, ela aparenta não gostar de matemática simplesmente pois está quase 
reprovando na matéria, e essa situação pode criar bloqueios que atrapalham o 
processo de aprendizagem. 

Por fim, os relatos de Clara em sua carta a levaram ao grupo E, pois ela 
demonstrou autocobrança. 

 
Figura 3 - Excerto da carta de Clara. 

 

Fonte: Os autores. 
 
Observa-se, primeiramente, a forma que este instrumento proporciona um 

ambiente seguro para a estudante desabafar sobre assuntos emocionais que quem 
sabe ela não relate em seu dia a dia na escola, e que também não são observáveis 
em outros instrumentos. Importante ressaltar que, pelas palavras usadas pela 
criança, possivelmente essa é uma fala que ela ouviu de outra pessoa e está 
repetindo. Eis um ponto muito positivo desse instrumento, pois a partir dele seria 
possível o professor trabalhar com Clara no que de fato é sua maior dificuldade: não 
a matemática em si, mas sua autoconfiança, que também é um aspecto muito 
importante no processo de aprendizagem. 

Esse instrumento se mostra rico em oportunidades de aprendizagem, se 
comparado aos instrumentos tradicionais, pois não se prende apenas aos cálculos, 
mas também envolve e investiga outros aspectos importantes no processo de 
aprendizagem. 
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Resumo 
 

O aumento da abstração dos conceitos matemáticos torna o ensino e a 
aprendizagem da Matemática cada vez mais difícil, principalmente no ensino da 
Álgebra. Uma estratégia pedagógica que propõe superar essa dificuldade é utilizar 
materiais didáticos manipuláveis para desenvolver nos alunos ideias que constituem 
o Pensamento Algébrico, favorecendo assim a aprendizagem da Álgebra. Contudo, 
observa-se nas escolas uma escassez de materiais manipuláveis que têm essa 
função como sendo a principal. Por isso, esse trabalho, vinculado a dois projetos de 
Iniciação Científica e que estão em sua fase inicial de desenvolvimento, visa investigar 
a utilização de materiais didáticos manipuláveis como recurso pedagógico para o 
ensino da Álgebra, tanto no Ensino Fundamental quanto no Médio, em colégios 
localizados no litoral paranaense, especificamente nos municípios de Antonina, 
Morretes, Matinhos e Pontal do Paraná. 

 
Palavras-chave: álgebra, materiais didáticos manipuláveis, pensamento algébrico. 
 

Introdução 
 
 Para o estudo da Álgebra utiliza-se muito a linguagem simbólica para discutir 
propriedades, relações e generalidades em todos os outros campos da matemática. 
Contudo, ao avançar no ensino da álgebra, especialmente dos conceitos algébricos 
estudados no Ensino Fundamental, encontram-se alguns obstáculos, como: a) a falta 
de recursos materiais e de tempo para a efetivação do processo de ensino-
aprendizagem; e b) a dificuldade dos alunos em conceber os conceitos abstratos e 

 
1Universidade Estadual do Paraná – Campus de Paranaguá. Voluntário do Programa de Iniciação 

Científica 
2Universidade Estadual do Paraná – Campus de Paranaguá. Voluntária do Programa de Iniciação 

Científica. 
3Universidade Estadual do Paraná – Campus de Paranaguá. Doutor. 
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apropriar-se da linguagem algébrica utilizada no tratamento e discussões acerca dos 
objetos de estudo. Uma alternativa que propõe superar o segundo obstáculo é utilizar 
materiais didáticos manipuláveis, visto que o uso desses materiais tem o potencial de 
atual como facilitador do processo de ensino-aprendizagem e na construção de 
significado para conceitos algébricos via exploração e manipulação dos materiais 
pelos alunos (Bresan et al., 2024). 
 Assim, essa pesquisa tem como objetivo geral investigar o uso de materiais 
didáticos manipuláveis no ensino da álgebra em colégios localizados no litoral 
paranaense, especificamente nos municípios de Antonina, Matinhos, Morretes e 
Pontal do Paraná, ou seja, investigar se nesses colégios estão presentes materiais 
didáticos manipuláveis que tenham como utilidade principal facilitar o ensino da 
álgebra (ou que possam ser direcionados de alguma forma para esse fim) e se/como 
os professores estão utilizando esses materiais. 
 Para cumprir com tal objetivo, pretende-se aprofundar a pesquisa bibliográfica 
para que se possa dar início às investigações nos colégios conhecendo: a) a relação 
entre o concreto e o abstrato no ensino da matemática; b) a(s) caracterização(ões) 
dos materiais didáticos manipuláveis; e c) a concepção de Álgebra e Pensamento 
Algébrico sob a ótica de diversos autores. 
 Após, tem-se a etapa da pesquisa de campo onde será realizada a investigação 
nos colégios: quais MDM serão observados e considerados como possíveis de serem 
utilizados no ensino da álgebra, a aplicação de um questionário aos professores sobre 
o uso e a percepção desses materiais no ensino da álgebra e da matemática em geral. 
 Por fim, os dados obtidos serão organizados e analisados para posterior 
divulgação dos resultados em eventos científicos acadêmicos de pesquisa e na forma 
de artigo. 
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Resumo 
 
Este trabalho socializa uma experiência desenvolvida por um estudante de Licenciatura em 
Matemática, no contexto do Estágio Supervisionado, com duas turmas do terceiro ano do Ensino 
Médio. A proposta teve como objetivo revisar conteúdos relacionados à Equação do Primeiro Grau, 
no âmbito da disciplina de Recomposição de Aprendizagem de Matemática, por meio da utilização de 
jogos matemáticos. Inicialmente, realizou-se a retomada de conceitos matemáticos, como expressões 
algébricas, variáveis, valor numérico e equações e, em seguida, foi desenvolvido o jogo Dominó de 
Equações, como estratégia pedagógica para promover o raciocínio lógico, a tomada de decisão e a 
interação entre os estudantes. A dinâmica foi estruturada em etapas que envolveram a revisão dos 
conteúdos, apresentação do material, explicação das regras, desenvolvimento do jogo, socialização 
das estratégias e sistematização dos conhecimentos. A avaliação realizou-se de maneira formativa, 
com base na observação da participação, do engajamento e das estratégias mobilizadas pelos 
estudantes durante a dinâmica. Os resultados evidenciaram avanços na compreensão dos conceitos 
algébricos, principalmente na manipulação de termos e no uso de operações inversas para resolução 
de equações, contemplando a redução de erros recorrentes, como equívocos de sinais e operações 
inadequadas para o conteúdo. O uso de jogos, aliado à mediação pedagógica, configura-se como 
uma estratégia eficiente para a revisão de conceitos algébricos, contribuindo para o desenvolvimento 
do raciocínio lógico, da comunicação, da colaboração e da autoconfiança dos estudantes da 
Educação Básica, favorecendo uma aprendizagem matemática contextualizada e interativa. 

 
Palavras-Chave: Álgebra, Aprendizagem, Educação Básica, Jogos, Metodologia. 
 
 

Introdução 
 

O ensino de Álgebra na Educação Básica tem sido marcado por desafios 
recorrentes, especialmente no que se refere à compreensão conceitual e ao 
engajamento dos estudantes no processo de aprendizagem (Silva, 2013). Diante 
das dificuldades presentes na assimilação de conteúdos matemáticos, com 
destaque para os conceitos algébricos, torna-se necessária a utilização de 
metodologias que promovam um aprendizado matemático dinâmico e articulado ao 
cotidiano dos estudantes. Superar a tradicional visão da Álgebra como um conjunto 
abstrato de letras e regras de memorização mecânica exige a adoção de práticas 
diferenciadas, de forma a contribuir com o aprendizado matemático em sala de aula. 

                                                           
1
 Graduando em Licenciatura em Matemática. Universidade Tecnológica Federal do Paraná (UTFPR). 

2
 Docente de Matemática. Secretaria Estadual de Educação do Paraná (SEED-PR). 
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O presente trabalho caracteriza-se como um relato de experiência desenvolvido 
na disciplina de Estágio Supervisionado na Educação Básica por um estudante de 
Licenciatura em Matemática da Universidade Tecnológica Federal do Paraná 
(UTFPR), Campus Curitiba. A interação pedagógica foi desenvolvida no primeiro 
semestre de 2025, em duas turmas do terceiro ano do Ensino Médio do Colégio 
Estadual Cívico-Militar Dias da Rocha, situado no município de Araucária (PR). A 
ação esteve inserida no contexto da disciplina de Recomposição da Aprendizagem 
de Matemática, cuja finalidade pedagógica consiste na retomada, no fortalecimento 
e na revisão de conteúdos relacionados ao campo matemático que não foram 
plenamente assimilados no decorrer do percurso educacional dos estudantes. 

Durante o período de acompanhamento da prática docente, compreendeu-se a 
relevância de proporcionar momentos dedicados à retomada dos conteúdos 
algébricos, especialmente no que se refere à compreensão conceitual e aos 
procedimentos de resolução da Equação do Primeiro Grau. Identificou-se a 
oportunidade de reforçar aspectos relacionados ao tema, tais como a articulação 
entre operações básicas, o uso de operações inversas, a utilização de propriedades 
matemáticas e o isolamento da incógnita. Diante desse cenário, e atendendo a uma 
solicitação do docente supervisor do Estágio Supervisionado, que, por sua vez, 
sugeriu a elaboração de uma dinâmica baseada em um jogo matemático voltado 
para a revisão de conceitos algébricos de forma prática e interativa, estruturou-se 
uma proposta pautada no recurso lúdico envolvendo o jogo clássico do dominó. A 
escolha da metodologia fundamentou-se no potencial dos jogos de integrar 
elementos lúdicos ao desenvolvimento do raciocínio lógico e analítico, estimulando a 
cooperação e a aprendizagem colaborativa entre os estudantes do Ensino Médio. 

A interação pedagógica foi estruturada no formato de uma ação didática dividida 
em dois encontros complementares, articulando momentos teóricos e práticos em 
sala de aula. O planejamento, a elaboração dos materiais, a seleção do repertório de 
equações, a definição das regras e o estabelecimento dos encaminhamentos 
metodológicos foram conduzidos pelo estudante de Licenciatura em Matemática 
com as orientações e as revisões do docente supervisor. O recurso pedagógico 
utilizado consistiu na organização do jogo intitulado de Dominó de Equações, cujas 
peças foram produzidas manualmente em papel cartão no formato retangular, similar 
ao próprio dominó. De um lado da peça, apresentava-se uma Equação do Primeiro 
Grau e, do outro, uma respectiva solução ou uma expressão algébrica equivalente. 
Visando contemplar os diferentes níveis de conhecimento das turmas, a seleção das 
equações abrangeu gradações variadas de complexidade, assegurando a 
participação dos estudantes na dinâmica feita em sala de aula. O desenvolvimento 
ocorreu de forma sequencial em dois encontros no período matutino em cada turma. 

No primeiro encontro, a etapa iniciou-se por meio de uma contextualização 
sobre a aplicabilidade das equações na resolução de problemas do cotidiano. Em 
seguida, realizou-se a exposição dialógica dos conceitos-chave, abordando a 
definição de equação, a noção de incógnita, as propriedades matemáticas, o 
conceito de igualdade e de variável e o emprego das operações inversas, 
acompanhados de resolução de exemplos e esclarecimento de dúvidas dos 
estudantes. Ao término do encontro, foram apresentadas as regras, os objetivos do 
jogo Dominó de Equações, familiarizando previamente os estudantes com a 
dinâmica para otimizar o tempo didático e direcionar o esforço cognitivo do encontro 
subsequente exclusivamente ao raciocínio algébrico e aos conceitos matemáticos. 

No segundo encontro, dedicado integralmente ao desenvolvimento do jogo, 
iniciou-se com a reorganização da turma em pequenos grupos e a distribuição dos 
conjuntos do dominó. Sob a mediação contínua do licenciando e o acompanhamento 
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do docente supervisor, os estudantes resolveram as equações para associá-las às 
respostas corretas, mobilizando propriedades algébricas e testando hipóteses. 
Impasses conceituais e erros operacionais foram trabalhados de forma dialógica 
entre os pares e com a mediação docente de forma pontual. Por fim, reservou-se um 
momento para a socialização e a reflexão coletiva, no qual os estudantes que 
participaram da interação pedagógica verbalizaram as suas estratégias, analisaram 
os equívocos mais frequentes e exercitaram a metacognição, seguido por uma 
síntese dos conteúdos matemáticos trabalhados e desenvolvidos nos encontros. 
 

Resultados Principais 
 

Durante as partidas do jogo Dominó de Equações, observou-se uma 
participação constante dos estudantes, impulsionada pelo caráter colaborativo e 
desafiador da proposta. O formato do jogo exigiu flexibilidade cognitiva, pois, a cada 
jogada, os grupos precisavam testar diferentes hipóteses, avaliar expressões 
equivalentes e validar os resultados antes de “encaixar” as peças correspondentes. 
O processo exigiu a mobilização constante de conhecimentos sobre propriedades da 
igualdade, uso de operações matemáticas inversas e a manipulação de incógnitas. 
Um dos aspectos observados durante a interação pedagógica foi à mudança de 
postura dos estudantes diante do erro. Equívocos frequentes, como falhas na regra 
de sinais ou na inversão de operações ao isolar a variável, emergiram naturalmente 
durante as jogadas. Em vez de gerarem frustração, esses impasses foram 
ressignificados, ou seja, o compartilhamento de ideias entre os próprios integrantes 
do grupo, aliado à mediação dialógica docente, transformou o erro em um ponto de 
partida para a reflexão e a compreensão do saber e dos conceitos matemáticos. 

No momento de socialização e reflexão coletiva ao final da interação, a 
verbalização das estratégias utilizadas permitiu aos estudantes exercitarem a 
metacognição, tornando-os conscientes de seus próprios processos de raciocínio. A 
síntese final, apresentada pelo licenciando, consolidou os aprendizados, 
evidenciando que a articulação entre a revisão teórica e o jogo didático promoveu 
tanto o fortalecimento dos conteúdos algébricos quanto do desenvolvimento do 
pensamento crítico, da autonomia e da cooperação em sala de aula. A realização da 
interação pedagógica no contexto do Estágio Supervisionado evidenciou que a 
utilização do jogo Dominó de Equações, articulada a uma etapa de revisão teórica 
direcionada, constitui uma estratégia metodológica eficaz para contribuir com a 
disciplina de Recomposição da Aprendizagem de Matemática. A proposta atingiu os 
objetivos ao minimizar as lacunas identificadas na resolução de Equações do 
Primeiro Grau, promovendo uma revisão e uma retomada dos conceitos algébricos. 

Para Lemes, Cristóvão e Grando (2024), durante a participação em jogos 
matemáticos, os estudantes são mobilizados a interpretar, argumentar, justificar e 
tomar decisões, exercitando conhecimentos e habilidades socioemocionais, como 
cooperação, comunicação e persistência. No entanto, é importante que o uso dos 
jogos matemáticos esteja associado a uma intencionalidade pedagógica e a 
objetivos claros e bem definidos. Conforme complementa Silva et al. (2022), o jogo 
não deve ser compreendido como um recurso meramente recreativo, mas deve ser 
visualizado como um instrumento didático e pedagógico capaz de potencializar a 
aprendizagem quando planejado de forma estruturada e orientada. Ao lidar com 
regras, desafios e tomadas de decisões inerentes ao jogo, os estudantes da 
Educação Básica são estimulados a identificar regularidades, testar hipóteses e 
generalizar padrões, ações cognitivas que constituem uma base para a Álgebra. 
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Resumo 
 

Este trabalho apresenta as experiências e aprendizados adquiridos, por uma 
licencianda em Matemática, durante o estudo sobre práticas de professoras 
pedagogas que ensinam matemática nos anos iniciais da Educação de Jovens e 
Adultos (EJA). O objetivo foi compreender como os docentes trabalham a 
matemática nesta modalidade de ensino. A partir das análises de cortes de edições 
anteriores da formação continuada “A matemática na Educação de Jovens, Adultos 
e Idosos, foi possível compreender que as docentes ressignificam os conteúdos 
matemáticos, trazendo assuntos cotidianos, valorizando os saberes e experiências 
dos/as estudantes e a cultura local. Foi possível perceber que as práticas docentes 
se aproximam dos territórios dos/as estudantes e contribuem com para repensarmos 
nas matemáticas dos cotidianos escolares. 

 
 
Palavras-chave: Educação de jovens e adultos, Práticas docentes, Formação de 
professores que ensinam matemática. 
 
Introdução 
 

Compreender como os docentes ressignificam a matemática na EJA é de suma 
importância para que possamos dar visibilidade para seus mecanismos de atrair os 
estudantes com os projetos. Com o material do curso de formação continuada “A 
matemática na educação de jovens, adultos e idosos”, foi iniciado um trabalho para 
entender como podemos ensinar os conteúdos dos anos iniciais em EJA sem que 
ocorra a infantilização do público que este modelo de ensino atende. Foram 
utilizados para a análise cortes das reuniões realizadas no curso, onde os docentes 
apresentavam suas práticas. As práticas foram assistidas e organizadas em uma 
tabela que indica suas principais características e como o/a docente ressignificou o 
conteúdo proposto. O trabalho tem como objetivo compreender e identificar como é 

2Universidade Federal do Paraná. Doutora em Educação. 

1Universidade Federal do Paraná. Licencianda em Matemática. Bolsista do projeto “Currículos de 
matemática da educação de jovens e adultos (EJA) no Brasil: A autoria docente desinvibilizada na 
formação continuada de professores/as”. 
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realizado este processo de criação das práticas pedagógicas  utilizando situações 
cotidianas que se relacionam com a realidade daquela comunidade onde atendem. 

Identificar as estratégias e autoria docentes nos currículos pensadospráticos e 
como relacionam o planejamento da aula com o que realmente acontece na 
realidade da EJA. As análises foram realizadas e as informações organizadas em 
uma tabela, onde comparamos as práticas e as estratégias utilizadas pelos docentes 
que participaram do curso. 
 
Resultados Principais 
 

Foi possível compreender, a partir das análises das gravações das práticas 
docentes,  que em sua maioria, os/as docentes valorizam os saberes e experiências 
dos/as estudantes, trabalhando assuntos cotidianos que refletem suas realidades e 
necessidades.Conforme Fonseca (2005) “o desenvolvimento de projetos reais na 
EJA, que partam de demandas identificadas pelos próprios estudantes, potencializa 
o engajamento com o conhecimento matemático”. 

Diversas práticas docentes compartilhadas, com foco nos  anos iniciais, 
valorizam a interdisciplinaridade, trabalhando mais do que matemática, em particular 
em práticas que tratam sobre  a produção de livros culinários, em que a docente  
trabalha matemática e língua portuguesa de maneira acolhedora e afetiva, sendo 
assim, atraindo os estudantes para a comunidade escolar. 
 

Trabalhos interdisciplinares nos primeiros ciclos da Escola 
Fundamental, tanto na EJA como no ensino para crianças, têm 
encontrado um espaço muito mais receptivo do que nos ciclos 
seguintes. Não podemos considerar esse fato sem relacioná-lo 
à formação dos educadores e a própria organização do 
trabalho escolar que nos primeiros anos da escolarização 
apresenta uma rigidez muito menor... (Fonseca, 2005, p. 68). 

 
Estas práticas que valorizam a cultura local são importantes para que a EJA seja 

um lugar de acolhimento, onde os estudantes possam se sentir pertencentes e 
assim ter uma trajetória leve em sua formação. De acordo com Fonseca (2005, p. 
70), “ao perceber que a escola não apenas aceita, mas valoriza os conhecimentos 
que ele maneja com certa destreza, o aluno adulto se sente mais seguro, mais 
integrado ao fazer escolar”.   

Em uma das práticas analisadas, intitulada “Matemática nos direitos 
trabalhistas”, a professora utiliza de uma roda de conversa para tratar sobre direitos 
trabalhistas e aproveitou dos holerites dos alunos para ensinar como calcular as 
porcentagem daquilo que é descontado de seu salário e sobre como se organizar 
utilizando tabelas de excel.  

Nesta  e em diversas outras práticas analisadas, observamos como o/a docente 
utiliza de situações reais e atuais para que o estudante compreenda o conteúdo e 
consiga utilizá-lo em situações reais, como diz Fonseca (2005 p.78): “Na EJA, 
aliam-se a necessidade dos alunos em adquirirem instrumental para resolver seus 
problemas e a própria disponibilização e diversidade de informações e recursos que 
o próprio aluno traz para a sala de aula, adquiridos em sua vivência social, familiar, 
profissional, esportiva, religiosa, sindical etc.” 
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Nesse contexto também estamos identificando como a afetividade e vínculo 
podem ajudar no processo de ensino destes estudantes, a fim de ajudar os alunos a 
se sentirem pertencentes ao ambiente escolar. 
 
Referências 
 
FONSECA, M. da C. F. R. Educação Matemática de Jovens e Adultos: 

especificidades, desafios e contribuições. Belo Horizonte: Autêntica, 2005. 

 
 

178

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Geometria e Topologia

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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Ações de Grupo Contínuas e Módulos
Cruzados Topológicos

Pedro Henrique Andrade*

phandrade1012@gmail.com

Juan Sebastián Herrera Carmona†

sebastianherrera@ufpr.br

Resumo

Este trabalho tem como objetivo detalhar a construção de módulos cruzados
topológicos e sua conexão com ações de grupos contínuas; analisamos essa co-
nexão por meio da ação por automorfismos α : G → Aut(H) que dá origem às
equações de estrutura de um módulo cruzado. Após isso, mostramos como a
equivalência entre 2-grupos e módulos cruzados é preservada quando munimos
os grupos e os homomorfismos envolvidos de topologias compatíveis.

Palavras-chave: módulos cruzados, ações de grupo, grupos topológicos, 2-grupos,
categorias.

Introdução

A ideia central desta seção é discutir conceitos de grupos topológicos além de
exemplos ilustrativos. Em seguida, estudamos ações de grupo contínuas, isto é, ações
de grupos topológicos em espaços topológicos. Podemos definir tal ação:

Definição 1. Seja G um grupo topológico e X um espaço topológico. Então uma ação
contínua a esquerda de G em X é uma aplicação contínua ϕ : G×X → X, comumente
denotada por ϕ(g, x) = gx, que satisfaz as seguintes propriedades:

• ϕ(eg, x) = x;

• ϕ(g0g1, x) = ϕ(g0, ϕ(g1, x));

Com estas definições apresentamos exemplos de ações contínuas de grupo, além
de definirmos espaços homogêneos e apresentar exemplos de tais espaços.

Alguns exemplos de ações de grupo contínuas incluem:

*UFPR. Bacharelado. Bolsista do PET Matemática.
†UFPR. Professor do Departamento de Matemática
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• GLn(R) ↷ Rn;

• On(R) ↷ Rn;

• GLn(R) ↷ RPn−1;

Agora, definimos um módulo cruzado:

Definição 2. [2] Um módulo cruzado é uma quádrupla (G, H, ρ, α) onde G e H são
grupos com ρ : H → G e α : G → Aut(H) homomorfismos de grupo tais que satisfa-
zem:

• ρ(αg(h)) = gρ(h)g−1;

• αρ(h)(h′) = hh′h−1, conhecida como Identidade de Peiffer.

Alguns exemplos de módulos cruzados incluem:

• (GLn(R),Rn, ρ, α : GLn(R) ↷ R) com ρ(v) = In;

• (On(R), {In}), ρ, α) com ρ e α homomorfismos constantes.

Agora, nos interessamos em colocar uma estrutura de grupo topológico nos gru-
pos, assim como nos homomorfismos, usados para construir o módulo cruzado.

Resultados Principais

Nesta seção, a ideia central é colocar estrutura topológica nos módulos cruzados,
isto é, todos os objetos envolvidos estão dentro da categoria de espaços topológicos.
Assim, os grupos utilizados serão topológicos, o homomorfismo de grupos ρ : H → G
será contínuo, e a ação α : G → Aut(H) será uma ação contínua. Além disso, relem-
bramos a noção de 2-grupos e a equivalência entre 2-grupos e módulos cruzados.

Sabemos que um 2-grupo pode ser definido como:

Definição 3. Um 2-grupo é uma categoria G = (G0, G1, s, t, m, u, i) onde as coleções
de objetos e morfismos G0 e G1, respectivamente, assim como os morfismos de estru-
tura s, t, m, u, i estão na categoria Grp. O morfismo de estrutura m : G1 ×s,t G1 → G1
deve satisfazer uma propriedade conhecida como Lei do Intercâmbio, que é dada pela
seguinte equação: m(f · f ′, g · g′) = m(f, g) · m(f ′, g′).

Motivamos, brevemente, a equivalência entre essas estruturas: um 2-grupo é uma
categoria interna à categoria dos grupos, enquanto um módulo cruzado é uma apre-
sentação algébrica dessa estrutura por meio de dois grupos G e H, um homomorfismo
ρ : H → G e uma ação α : G → Aut(H). A equivalência permite escolher a descrição
mais conveniente: em um módulo cruzado as condições aparecem como equações
explícitas, o que facilita cálculos; em um 2-grupo a estrutura é mais categórica, o que
facilita interpretações e generalizações.

Teorema 1. As categorias 2Grp e XMod, de 2-grupos e módulos cruzados respecti-
vamente, são equivalentes.

Após isso, mostramos como esta equivalência se mantém quando adicionamos es-
trutura topológica nos objetos envolvidos, isto é, como todo módulo cruzado topológico
determina um 2-grupo topológico e vice-versa.

181

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Referências

[1] SAN MARTIN, Luiz. Grupos de Lie. Brasil: Editora Unicamp, 2016

[2] FRIEDRICH, W. Crossed Modules. Berlin: De Gruyter Studies in Mathematics,
2021.

182

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Análise Geométrica do Pêndulo de Foucault:
Transporte Paralelo e Curvatura
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Resumo

A proposta deste trabalho é explorar alguns conceitos fundamentais da Geo-
metria Diferencial, com foco especial no comportamento de vetores em espaços
curvos. Para ilustrar essa teoria de forma concreta, investigaremos a matemática
por trás do Pêndulo de Foucault. Utilizaremos o pêndulo como um meio para
compreendermos o conceito de transporte paralelo. Mostraremos que a rotação
do plano de oscilação do pêndulo, observada ao longo de um dia, não exige a
introdução de ”forças fictı́cias”comuns na mecânica clássica, mas surge natural-
mente da restrição geométrica de transladar vetores sobre a superfı́cie esférica da
Terra.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Transporte Paralelo, Pêndulo de Foucault,
Espaços Curvos, Geodésicas.

Introdução

A Geometria Diferencial é a área da matemática que se preocupa em estudar as
propriedades de formas e espaços suaves, utilizando ferramentas do cálculo e da
álgebra linear. Em um espaço plano (como o plano euclidiano R2), transladar um vetor
de um ponto a outro mantendo ”paralelo”a si mesmo é uma operação que independe
do caminho percorrido [2]. Porém, ao trabalharmos em superfı́cies curvas, como a
esfera S2, o transporte paralelo de um vetor entre dois pontos depende da trajetória
escolhida [2].

Um exemplo da dependência do caminho no transporte paralelo em nosso mundo
fı́sico é o Pêndulo de Foucault. Na mecânica clássica, o pêndulo é geralmente anali-
sado a partir de um referencial em rotação acoplado à Terra [3]. Como resultado, os
textos clássicos introduzem a ”força de Coriolis”[3].

Nesta apresentação, seguimos uma abordagem geométrica alternativa, descrita
em Wonchoba (1990) [1]. Ao reconhecermos que o pêndulo se move com restrição
adiabática sobre a superfı́cie esférica terrestre, percebemos que o plano de oscilação
não está apenas girando, mas sim sofrendo um transporte paralelo natural enquanto
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a Terra rotaciona em torno de seu próprio eixo [1]. Veremos que a defasagem angular
observada após um dia é, na verdade, uma consequência direta da geometria da
superfı́cie ao longo de uma latitude fixa [2, 1].

Análise Geométrica do Pêndulo

Para entender o movimento geometricamente, seguimos a formulação de Won-
choba (1990) [1], que propõe inicialmente a visualização de um argumento: o trans-
porte paralelo é modelado colocando um cone tangente à Terra na latitude θ em que o
pêndulo oscila. A geometria plana do cone desenrolado permite calcular visualmente
que a defasagem total após uma rotação completa da Terra equivale a 2π sin(θ) [1]. O
autor formaliza esse resultado utilizando os sı́mbolos de Christoffel.

Introduzindo coordenadas curvilı́neas (ϕ1, ϕ2) em S2, a métrica pode ser dada por
ds2 = cos2(ϕ2)dϕ2

1 + dϕ2
2 [2]. O transporte paralelo de um vetor X i ao longo de um

caminho restrito a essa superfı́cie curva obedece à equação diferencial:

dX i = −Γi
uvXudxv, (1)

onde os Γi
uv denotam os sı́mbolos de Christoffel [2].

Com base nessa formulação, apresenta-se o seguinte teorema, demonstrado por
Wonchoba [1]:

Teorema 1 (Wonchoba, 1990). Seja ζα(t) o vetor que define o plano de oscilação do
Pêndulo de Foucault em uma latitude constante θ em S2. O plano de oscilação sofre
transporte paralelo ao longo da rotação da Terra e a sua variação no referencial do
corpo é dada por

dζα = −Γα
βγdyβζγ.

Após 24 horas, o plano de oscilação sofre uma rotação total de 2π sin(θ).

Ideia da Demonstração (Segundo Wonchoba). Calculando os sı́mbolos de Christoffel
para a esfera, determina-se que Γ2

11 = cos(ϕ2) sin(ϕ2) e Γ1
12 = Γ1

21 = − tan(ϕ2) [2].
Substituindo esses valores na equação de transporte paralelo e restringindo o mo-
vimento a uma latitude constante ϕ2 = θ com dϕ2 = 0, obtém-se um sistema de
equações diferenciais lineares [1]. A solução desse sistema fornece uma matriz de
rotação que, após integrada por uma revolução inteira na latitude, gira o vetor inicial
pelo ângulo exato de 2π sin(θ) [1].

Essa demonstração mostra que as mudanças na oscilação acontecem unicamente
da restrição do movimento sobre uma superfı́cie curva. Portanto, a defasagem angu-
lar diária do plano de oscilação do pêndulo revela de maneira geométrica a curvatura
intrı́nseca da superfı́cie terrestre, e consequentemente, permite determinar o raio da
Terra a partir da relação geométrica do cone tangente, e das observações do movi-
mento acumulado ao longo de uma revolução completa.

Referências
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Grafos de Cayley e Crescimento de Grupos:
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o estudo do crescimento de grupos
finitamente gerados a partir de uma abordagem geométrica. Para isso, são intro-
duzidos os grafos de Cayley, a métrica das palavras e a função de crescimento.
Em seguida, são comparados exemplos que apresentam crescimento linear, qua-
drático e exponencial. Por fim, destacam-se a conjectura de Milnor, o teorema de
Gromov sobre grupos de crescimento polinomial e a construção de Grigorchuk,
que forneceu o primeiro exemplo de crescimento intermediário. Com essa aná-
lise, busca-se mostrar como o crescimento de um grupo relaciona sua estrutura
algébrica com as propriedades geométricas de seu grafo de Cayley.

Palavras-chave: teoria geométrica de grupos, grafos de Cayley, crescimento de gru-
pos.

Introdução

A Teoria Geométrica de Grupos procura estudar propriedades algébricas por meio
de objetos geométricos. Nessa abordagem, um grupo finitamente gerado deixa de ser
visto apenas como um conjunto munido de uma operação e passa a ser representado
por um espaço no qual se pode falar em caminhos e distâncias. Um dos principais
objetos utilizados para construir essa relação é o grafo de Cayley [2, Seção 7.9].

Seja G um grupo gerado por um conjunto finito e simétrico S, isto é, S = S−1. O
grafo de Cayley de G em relação a S, denotado por Cay(G, S), possui como vértices os
elementos de G. Dois vértices g e h são ligados por uma aresta quando existe s ∈ S tal
que h = gs. Assim, multiplicar um elemento do grupo por um gerador corresponde a
percorrer uma aresta do grafo. Essa construção permite representar geometricamente
a estrutura algébrica de G.

*UFPR. Discente bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciação Científica (PIBIC).
†UFPR. Pós-Dra.
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O comprimento de um elemento g ∈ G, denotado por |g|S, é o menor número
de geradores necessário para escrevê-lo. A partir desse comprimento, define-se a
métrica das palavras

dS(g, h) = |g−1h|S.

Essa distância coincide com o comprimento do menor caminho entre os vértices g e
h no grafo de Cayley. Em particular, a bola de raio n centrada no elemento neutro e é
dada por

BS(n) = {g ∈ G : dS(e, g) ≤ n}.

Essa interpretação conduz naturalmente à função de crescimento de G em re-
lação a S, denotada por γG,S ou γG, caso o conjunto de geradores seja claro pelo
contexto:

γG,S(n) = card BS(n).
Essa função conta quantos elementos se encontram a uma distância menor ou igual
a n do elemento e. Surge, então, uma questão importante: com que velocidade a
quantidade card BS(n) aumenta quando n cresce? Embora a função dependa do con-
junto de geradores escolhido, seu tipo assintótico de crescimento não depende dessa
escolha [3, Seção 6.2].

Resultados Principais

Os exemplos mais simples já revelam comportamentos diferentes. Para Z com os
geradores {±1}, o grafo de Cayley é uma reta e

γZ(n) = 2n + 1,

de modo que o crescimento é linear. Para Z2 com os geradores usuais, o grafo forma
uma malha no plano e

γZ2(n) = 2n2 + 2n + 1,

o que fornece crescimento quadrático. Já o grupo livre em dois geradores, F2 =
⟨{a±1, b±1}⟩, possui um grafo de Cayley que é uma árvore 4-regular. Nesse caso,

γF2(n) = 2 · 3n − 1,

e o crescimento é exponencial. Geometricamente, a diferença ocorre porque a reta,
a malha e a árvore oferecem quantidades muito distintas de novos vértices à medida
que o raio da bola aumenta.

Esses, bem como outros exemplos clássicos de grupos, podem sugerir dois com-
portamentos principais: o crescimento polinomial, presente em Z e Z2, e o crescimento
exponencial, observado em F2. Em 1968, John Milnor formulou uma questão que ori-
entou grande parte do desenvolvimento da teoria [1, p. 236].

Conjectura (Milnor, 1968). O crescimento de um grupo finitamente gerado é sempre
polinomial ou exponencial.

Negar a conjectura seria encontrar um grupo cuja função de crescimento fosse
mais rápida que qualquer polinômio e, ao mesmo tempo, mais lenta que qualquer
função exponencial.

Um resultado decisivo apareceu em 1981, quando Mikhail Gromov caracterizou os
grupos de crescimento polinomial [2, Teorema 16.1].
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Teorema 1 (Gromov, 1981). Se G é um grupo finitamente gerado com crescimento
polinomial, então G é virtualmente nilpotente.

A pergunta de Milnor recebeu uma resposta negativa nos trabalhos de Rostislav
Grigorchuk, no início da década de 1980. Grigorchuk construiu um grupo finitamente
gerado cujo crescimento é mais rápido que qualquer polinômio e mais lento que qual-
quer exponencial. Surgia, assim, o primeiro exemplo de crescimento intermediário
[2, p. vi]. Esse resultado mostrou que os possíveis comportamentos da função de
crescimento não se limitam a ser apenas polinomial ou exponencial.

A função de crescimento torna-se, portanto, uma ponte entre álgebra e geometria:
propriedades abstratas do grupo passam a ser investigadas por meio da forma e da
expansão de seu grafo de Cayley.
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Resumo

Este trabalho investiga o monopólo magnético de Dirac como motivação e
exemplo paradigmático para a formulação geométrica de teorias de calibre em ter-
mos de fibrados principais. Partimos da observação de Dirac de que as equações
usuais de Maxwell exibem uma assimetria conceitual e de que, ao admitir uma
carga magnética pontual (um monopolo), o campo correspondente não pode ser
descrito por um potencial globalmente bem definido. Essa obstrução manifesta-
se, na linguagem clássica, pela necessidade de introduzir potenciais locais Aα

em abertos que recobrem o espaço, relacionados por transformações de calibre
nas interseções; é nesse contexto que surge a chamada “corda de Dirac” como
artefato de trivialização. Tal fenômeno evidencia que a estrutura matemática ade-
quada para descrever o monopólo — e, de modo mais geral, campos de gauge —
é a de um fibrado principal munido de uma conexão.

Palavras-chave: Fibrados principais, conexões, Transformação de calibre, Teorias de
calibre, Monopólo magnético.

Introdução

As equações de Maxwell constituem um dos exemplos mais importantes de unifica-
ção na história da Física, ao estabelecerem uma descrição comum para os fenômenos
elétricos e magnéticos. Em sua formulação usual, os campos elétrico e magnético, E
e B, são determinados pelas distribuições de carga e corrente e satisfazem, em uni-
dades gaussianas e tomando c = 1 [4, p. 7],

∇ · E = 4πρ, ∇ × E + ∂B
∂t

= 0,

∇ · B = 0, ∇ × B − ∂E
∂t

= 4πJ.

(1)

*UFPR. Graduando em bacharelado em física. Voluntário do Programa de Voluntariado Acadêmico
†UFPR. Professor do Departamento de Matemática.
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onde ρ e J representam, respectivamente, a densidade de carga elétrica e a densidade
de corrente.

Apesar do sucesso da unificação, a teoria apresenta uma assimetria com relação
aos campos. A condição ∇ · B = 0 exclui, a priori, a existência de fontes de carga
magnética pontuais (monopólos), em contraste com o caso elétrico, onde é possível
observar experimentalmente fontes de carga elétrica positivas e negativas.

Essa assimetria chamou a atenção de Dirac, que, em 1931, propôs a existência
hipotética de uma partícula portadora de carga magnética, o monopolo magnético. A
introdução dessa fonte permitiria estender as equações de Maxwell de modo a tra-
tar eletricidade e magnetismo de maneira mais simétrica. Além disso, Dirac mostrou
que a existência de um monopolo está relacionada à quantização da carga elétrica,
estabelecendo uma condição de consistência quântica entre as cargas elétrica e mag-
nética.

O monopolo magnético também revela aspectos geométricos não evidentes na
formulação usual do eletromagnetismo. Embora o campo magnético possa ser de-
finido regularmente fora da posição do monopolo, não é possível escolher um único
potencial vetorial A, definido globalmente, que reproduza esse campo sem introduzir
uma singularidade. É necessário, portanto, introduzir potenciais definidos localmente
e relacionados por transformações de calibre.

A consistência dessa construção impõe uma condição sobre as cargas elétrica
e magnética, conhecida como condição de quantização de Dirac. Essa construção
fornece uma motivação natural para a descrição do eletromagnetismo em termos de
fibrados e conexões, perspectiva que será explorada neste trabalho.

Resultados Principais

Neste trabalho, formulamos o monopólo de Dirac no contexto geométrico de te-
orias de calibre abelianas. Primeiramente, reescrevemos as equações de Maxwell
em linguagem de formas diferenciais no espaço-tempo de Minkowski (R4, (t, x, y, z)):
identificamos o campo eletromagnético com uma 2-forma F ∈ Ω(R4) (cf.[2, §7.2]) e
expressamos as equações (no caso sem monopólos) como

dF = 0, d ⋆ F = 4πJ ,

onde ⋆ é o operador de Hodge associado à métrica e J ∈ Ω3(R4) é a corrente (cf.[3,
§4.7]). No caso sem monopólos magnéticos, a condição dF = 0 implica, pelo lema de
Poincaré, que localmente existe uma 1-forma A ∈ Ω1(R4) tal que

F = dA,

interpretada como potencial de gauge. Entretanto, ao introduzir uma carga magnética
pontual, essa descrição deixa de ser globalmente válida:

Proposição 0.1. Seja F uma 2-forma fechada definida em R3 \ {0}. Então, em geral,
não existe uma 1-forma global A tal que F = dA.

Em seguida, mostramos que, ao permitir uma carga magnética, o potencial de ca-
libre deixa de ser globalmente definível: é necessário introduzir potenciais locais Aα

em um recobrimento por abertos Uα, relacionados por transformações de calibre nas
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interseções (cf. [1, §1.9.2 e §9.41]). O fenômeno historicamente descrito pela “corda
de Dirac” é, nessa perspectiva, um artefato associado à escolha de trivializações lo-
cais.

Teorema 1. Existe um fibrado principal

U(1) −→ P −→ S2,

que pode ser realizado como a fibracao de Hopf

U(1) −→ S3 −→ S2.

Nesse fibrado, os potenciais locais Aα são obtidos como pullbacks de uma 1-forma de
conexão global ω ∈ Ω1(P ) por seções locais sα : Uα → P , isto é,

Aα = s∗
αω.

Também analisamos a curvatura associada à conexão e sua descrição local. No
caso abeliano, a curvatura é representada localmente por

F = dAα,

e a quantização topológica do fluxo ∫︂

S2
F

identifica-se com o primeiro número de Chern do fibrado, codificando a carga mag-
nética. Essa quantização fornece a ponte conceitual com a condição de Dirac para o
acoplamento de partículas eletricamente carregadas, conectando unificação, simetria
e topologia na formulação geométrica do monopólo.

Proposição 0.2 (Condição de quantização de Dirac). Seja P → S2 o fibrado principal
U(1) associado ao monopólo magnético e seja e a carga elétrica de uma partícula
acoplada ao campo. Então, a consistência global do acoplamento implica

eg = nℏ
2 , n ∈ Z, (2)

ou, equivalentemente,

g = nℏ
2e

, n ∈ Z. (3)

Assim, a quantização da carga magnética — e, consequentemente, da carga elétrica
na presença de um monopólo — pode ser interpretada como consequência da estru-
tura topológica do fibrado cf.[1, §10.5.2].

Referências

[1] Nakahara, Mikio, Geometry, Topology and Physics. Taylor & Francis, 2003.

[2] Frankel, Theodore, The Geometry of Physics: An Introduction. 3rd ed. Cambridge
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O Teorema de Hopf-Rinow
para variedades riemannianas

Tiago Filipe Pires Galu *
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Diego Otero (Orientador(a))†
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Resumo

Este trabalho apresenta um plano de estudo dirigido sobre a completude em
variedades Riemannianas, tendo como eixo central o Teorema de Hopf-Rinow. O
objetivo é investigar as conexões entre a estrutura diferenciável da variedade e
sua natureza como espaço métrico. Através do estudo da aplicação exponencial e
do Lema de Gauss, exploramos as equivalências entre a completude métrica e a
completude geodésica. Como resultado, discutimos propriedades globais funda-
mentais, especificamente a existência de geodésicas minimizantes unindo pontos
em variedades completas, estabelecendo uma base sólida para o estudo da geo-
metria riemanniana global.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana, Hopf-Rinow, Variedades Diferenciáveis

Introdução

A Geometria riemanniana representa uma evolução natural do cálculo diferencial
em espaços euclidianos para estruturas geométricas mais abstratas e curvas. O ponto
de partida fundamental é a introdução de uma métrica riemanniana — um produto in-
terno que varia suavemente em cada espaço tangente — permitindo que conceitos
métricos clássicos, como comprimento de arco e ângulo, sejam definidos em varie-
dades diferenciáveis. Neste estudo, o conceito de geodésica desempenha um papel
central. As geodésicas são curvas que satisfazem uma equação diferencial de se-
gunda ordem e que, localmente, minimizam a distância entre pontos, funcionando
como as ”retas” desses espaços curvos.

Sendo assim, surge um problema central de natureza global: sob quais condições
podemos garantir que a geometria da variedade seja ”bem comportada“ em toda a
sua extensão? Em espaços métricos gerais, a noção de completude (toda sequência
de Cauchy converge) é puramente métrica. Contudo, em variedades Riemannianas, a

*UFPR. Graduando em bacharelado em matemática. Bolsista pelo PET matemática.
†UFPR. Doutor em Matemática.
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completude assume uma faceta geométrica interessante. O Teorema de Hopf-Rinow
surge como o resultado fundamental que unifica essas visões, estabelecendo que
a completude métrica é equivalente à completude geodésica — ou seja, à capaci-
dade de estender geodésicas indefinidamente. Este trabalho dedica-se ao estudo
rigoroso deste teorema e de suas ferramentas acessórias, como a aplicação exponen-
cial (entendida como definida em [2]) e o Lema de Gauss. A investigação proposta
não apenas fundamenta a compreensão sobre a existência de geodésicas minimizan-
tes globais, mas também estabelece o alicerce necessário para estudos avançados
em variedades de curvatura limitada e a relação entre a forma (topologia) e a métrica
(geometria) de uma variedade.

Resultados Principais

O desenvolvimento deste trabalho estrutura-se na demonstração e análise das im-
plicações do Teorema de Hopf-Rinow. Os principais resultados teóricos a serem ex-
plorados incluem:

• Caracterização da Completude: A demonstração de que a completude de uma
variedade Riemanniana como espaço métrico é equivalente à sua completude
geodésica.

• Propriedades da Aplicação Exponencial: A verificação de que, em variedades
completas, a aplicação exponencial está definida em todo o fibrado tangente,
permitindo mapear propriedades do espaço euclidiano tangente para a varie-
dade de forma global.

• Existência de Geodésicas Minimizantes: A prova de que, para quaisquer dois
pontos em uma variedade Riemanniana completa e conexa, existe pelo menos
uma geodésica cujo comprimento é igual à distância entre esses pontos.

• Conexão Topologia-Geometria: A caracterização total dos subconjuntos com-
pactos de uma variedade riemanniana completa.

Isso pode ser resumido no seguinte teorema (enunciado de acordo com [1]):

Teorema 1 (Hopf-Rinow). Sendo M variedade Riemanniana com p ∈ M , são equiva-
lentes:

• expp está definida em todo TpM ;

• Os limitados e fechados de M são compactos;

• M é completa como espaço métrico;

Além disso, sendo M conexa, cada uma das afirmações anteriores implicam em:

• Para todo q ∈ M existe uma geodésica γ ligando p a q tal que ℓ(γ) = d(p, q), com
ℓ(γ) denotando o comprimento da curva γ.

Referências
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[2] Petersen, Peter, Riemannian Geometry. Springer-Verlag New York, Inc., 1998.
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Teorema de Poincaré
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar as principais propriedades do plano
hiperbólico e de suas isometrias, com ênfase no Teorema de Poincaré. A Geome-
tria Hiperbólica difere da Geometria Euclidiana devido à sua métrica, o que torna
suas isometrias distintas em propriedades e aplicações. Destaca-se o estudo dos
grupos Fuchsianos, subgrupos discretos do grupo de isometrias que preservam
a orientação do plano hiperbólico, com relevância em áreas como Análise, Teoria
dos Números e Topologia, além da Geometria Diferencial. No caso de grupos infi-
nitos, verificar a discretude é, em geral, uma tarefa não trivial. Durante a Iniciação
Científica, foram estudados os conceitos necessários para demonstrar o Teorema
de Poincaré, que fornece condições para a construção de grupos Fuchsianos a
partir de um polígono hiperbólico e emparelhamentos apropriados de seus lados.

Palavras-chave: Transformação de Möbius, Grupos Fuchsianos, Teorema de Poin-
caré.

Introdução

O quociente do plano hiperbólico por um grupo Fuchsiano origina, sob algumas
condições, uma superfície hiperbólica. Informações importantes do ponto de vista
topológico e métrico dessa superfície podem ser descritas a partir da assinatura do
grupo, um conjunto de dados determinado por sua estrutura algébrica (ver [1]). O
trabalho de Poincaré foi muito importante para o estudo desses grupos. Uma condição
adicional adotada por muitas referências e que torna a demonstração do Teorema de
Poincaré mais simples, é a convexidade do polígono em questão. No projeto de IC,
foi estudado o trabalho de Maskit [2], no qual essa demonstração é mais completa e
permite aplicar o teorema em um contexto geral.

*Universidade Federal do Paraná. Graduando em Matemática. Bolsista do Programa PICME.
†Universidade Federal do Paraná.
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Resultados Principais

Na Geometria Hiperbólica, o plano hiperbólico pode ser representado pelo disco
de Poincaré D, cuja fronteira será denotada por ∂D. Ele é o círculo unitário no plano
complexo, onde a métrica é definida a partir do comprimento hiperbólico de caminhos:

ℓD(σ) =
∫︂ b

a

2
1 − |σ(t)|2 |σ′(t)| dt.

Por conta disso, as isometrias identificadas por γ são definidas da seguinte forma:

γ(z) = αz + β

β̄z + ᾱ
; α, β ∈ C, |α|2 − |β|2 > 0.

Definimos Grupos Fuchsianos como subgrupos discretos do grupo formado por
essas isometrias. A estrutura de um grupo fuchsiano pode ser determinada por seus
geradores e relações. Dado um grupo fuchsiano Γ, um subconjunto P ⊂ D é um
domínio fundamental de Γ se γ1(P ) ∩ γ2(P ) = ∅ para todos γ1, γ2 ∈ Γ com γ1 ̸= γ2 e

⋃︂

γ∈Γ
γ(P̄ ) = D.

Uma maneira usual de obter domínios fundamentais é através da construção de polí-
gonos de Dirichlet [1, Capítulo 3].

O teorema a seguir fornece uma maneira de fabricar exemplos de grupos fuchsi-
anos, para os quais um domínio fundamental é naturalmente exibido. Tanto a cons-
trução de exemplos quanto a exibição de domínios fundamentais para um dado grupo
são tarefas geralmente não triviais.

Teorema 1 (Poincaré). Considere um polígono hiperbólico aberto P de n lados e área
finita. Suponha que haja transformações de Möbius, γ, tais que pares de lados de P
sejam associados, i.e., se s for um lado, existem γ ∈ Isom(D) e um lado s′ de P tais
que γ(s) = s′, e para cada lado s existe uma vizinhança V tal que γ(V ∩ P ) ∩ P = ∅.

Assuma que cada vértice z ∈ D respeita a condição do ciclo elíptico, que diz que:
se a soma dos ângulos de vértices num mesmo ciclo é S, então existe m ∈ Z tal que
S · m = 2π, e cada vértice z ∈ ∂D respeita a condição do ciclo parabólico, dada por
uma restrição em transformações associadas a ciclos de vértices ideais do polígono.

Então, o grupo Γ formado pelos geradores γ e relações dos ciclos elípticos é Fu-
chsiano e o polígono P é um polígono de Dirichlet de Γ.

Para demonstrar esse teorema, constrói-se um espaço X = P̄ × Γ, obtido colando
cópias de P indexadas pelos elementos do grupo gerado pelos γi, respeitando os
emparelhamentos de lados. Considera-se P ∗ como o quociente de P̄ , pela relação de
equivalência x ∼ x′ se existir γ ∈ Γ tal que γ(x) = x′, com mapa quociente π : P̄ → P ∗.
Definem-se então dois mapas:

q : X −→ P ∗ e p : X −→ D,

sendo p(z, γ) = γ(z), construído colando as cópias transladadas γ(P ) dentro do plano
hiperbólico, e q(z, γ) = π(z).

As etapas centrais são:
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• X é uma superfície: cada ponto de X possui uma vizinhança homeomorfa a
um disco;

• p é um homeomorfismo local: decorre da etapa anterior e do fato das isome-
trias γi serem homeomorfismos;

• p é sobrejetivo: usa-se conexidade por caminhos de D e o fato de p ser um
homeomorfismo local;

• p é injetiva: seja Bt(z0, t) a bola aberta de centro z0 e raio t em D; defina-se
Bτ como τ = sup{t | p−1 bem definido em Bt}. Por compacidade e continui-
dade, p−1 também estará bem definida em B̄τ . Usando o fato de que p é um
homeomorfismo local, é possível estender a região onde p−1 está bem definida,
contradizendo a hipótese de Bτ ser o supremo. Logo, p é injetiva e, portanto, um
recobrimento;

• conclui-se que Γ atua de forma propriamente descontinua com domínio funda-
mental P . Este fato é suficiente para garantir que o grupo é discreto.

Referências
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Teoria de Morse e Classificação de
Superfícies
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Resumo

A Teoria de Morse se preocupa em estudar as funções de Morse. Elas são
as melhores candidatas para extrair informações intrínsecas da geometria de uma
superfície. O Lema de Morse nos da uma forma bem conhecida do espaço pró-
ximo dos pontos críticos enquanto o Primeiro Teorema de Morse mostra que longe
dos pontos críticos o espaço assume uma forma simples. E, ainda, o Teorema do
Cancelamento nos diz que pontos de extremo e de sela consecutivos podem ser
simplificados. Com isso, vamos demonstrar o resultado clássico de classificação
de superfícies regulares.

Palavras-chave: superfície regular, teoria de Morse, classificação de superfícies, ge-
ometria diferencial.

Introdução

Nosso objetivo nesse trabalho é classificar as superfícies regulares a menos de
difeomorfismo. Os modelos da classificação para superfícies regulares serão a esfera
T0 = S2 ⊂ R3, o toro T1 = T1 ⊂ R3, as somas conexas Tn ⊂ R3 de n toros, o plano
projetivo P1 = RP2 ⊂ R4 e as somas conexas Pn ⊂ R4 de n planos projetivos.

A principal ferramenta será a teoria de Morse que tem como principal objeto as
funções suaves definidas na superfície com valores reais. Em específico, estudamos
os pontos com certas propriedades dessas funções e vemos como eles influênciam a
geometria da superfície.

Definição. Dadas uma superfície regular M , uma função suave f : M → R e p ∈ M ,
dizemos que p é um ponto regular de f se dfp ̸= 0 e, caso contrário, chamamos p de
ponto crítico de f . No segundo caso, se det(Hess f(p)) ̸= 0, então chamamos p de
ponto crítico não-degenerado.

*UFPR. Discente da graduação. Bolsista do PET Matemática UFPR.
†UFPR. Docente do Departamento de Matemática UFPR.
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p1

p2p3

p4

p5

Figura 1: Os pontos p1 e p2 são de índice 0; p3 e p4 de índice 1; e p5 de índice 2 da
função altura.

O resultado inicial é sobre a forma que a superfície toma em valores próximos de
pontos bons o suficiente.

Definição. Dada uma superfície regular M , uma função suave f : M → R e um ponto
p ∈ M , dizemos que uma parametrização (U, φ) em torno de p é uma parametrização
de Morse se

f ◦ φ(x, y) = ±x2 + ±y2.

Com isso, chamamos a quantidade de sinais negativos em f ◦ φ(x, y) de índice de p.

E, por bons o suficiente o seguinte lema esclarece o que queremos dizer.

Teorema (Lema de Morse). Dada uma superfície regular M , uma função suave
f : M → R e p ∈ M , então f admite uma parametrização de Morse em torno de
p se, e somente se, p é um ponto crítico não-degenerado de f .

Uma demonstração para esse teorema pode ser encontrada em
Tavares (1979, p. 65). O teorema diz que do ponto de vista da função, a superfície
tem formato bem definido e conhecido: um paraboloide ou uma sela. E essa é uma
das observações que carrega a principal intuição da teoria.

Definição. Dada uma superfície regular M e uma função f : M → R, dizemos que f
é uma função de Morse se todos os seus pontos críticos são não-degenerados. Mais
ainda, chamamos de ordenada se seus pontos críticos de índice 0 tem valor menor
que os de índice 1 que, por sua vez, são menores que os de índice 2.

Essas funções são as candidatas perfeitas para aplicar a teoria. Quando M é
compacta, seus pontos críticos são isolados (Tavares, 1979, p. 63) e a condição de
estarem ordenados é apenas por conveniência. Não veremos nesse trabalho, mas
a mesma condição de antes nos garante a existência de muitas funções de Morse
(Milnor, 1964, p. 36) que podem ser ordenadas (Tavares, 1979, p. 73).

Então, uma função de Morse admite, em cada um de seus pontos críticos, a forma
dada pelo Lema de Morse. Para um exemplo, veja a Figura 1.
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Resultados Principais

As demonstrações para os seguinte teoremas podem ser encontradas no livro de
Tavares (1979).

Teorema (Primeiro Teorema de Morse). Dadas uma superfície regular compacta
conexa M e f : M → R uma função de Morse e seja K uma componente conexa
de f−1([a, b]) que só contém pontos regulares, chame Kc = f−1({c}) ∩ K. Então,
obtemos os seguintes difeomorfismos

Ka
∼= Kb f−1((−∞, a)) ∼= f−1((−∞, a)) ∪ K K ∼= Ka × [a, b].

Intuitivamente, o teorema nos diz que se não há valores críticos entre dois valores
regulares então a topologia da superfície não mudou entre eles. Além disso, há uma
certa localidade nesse resultado. Pode haver valores críticos nesse intervalo mas o
teorema ainda vale para aquelas componentes conexas que não tem os respectivos
pontos críticos. A figura Figura 2a nos mostra um exemplo de onde aplicar esse teo-
rema.

Teorema (Teorema do Cancelamento). Dada uma superfície regular compacta e
conexa M e f : M → R uma função de Morse ordenada, se f−1([a, b]) só con-
tém pontos regulares a menos de p0 e p1 de índice 0 e 1, respectivamente, tais que
a < f(p0) < f(p1) < b e que estão na mesma componente conexa então vale o difeo-
morfismo

f−1([a, b]) ∼= f−1({a}) × [0, 1].
Mais geral que o caso anterior, agora, permitimos pontos críticos contanto que eles

se cancelem, de certa maneira. Veja a Figura 2b para um exemplo intuitivo.

c1

c2

(a) Seja f a função altura, então
f−1([c1, c2]) não admite pontos críticos e,
logo, obtemos os difeomorfismos do Pri-
meiro Teorema de Morse.

p0

p1

(b) Nessa pré imagem de uma função al-
tura, temos exatamente um ponto de ín-
dice 0 e um ponto de índice 1. Esses pon-
tos se cancelam, no sentido do teorema.

E concluímos com o resultado principal.

Teorema (Teorema de Classificação). Toda superfície regular compacta e conexa é
difeomorfa a um dos modelos Tn ou Pn.
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Um estudo sobre transformações de Möbius
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Resumo

Neste trabalho exploramos o conceito de transformações de Möbius e analisa-
mos algumas de suas propriedades fundamentais: tais funções preservam circun-
ferências e noções como simetria e orientação. Além disso, uma transformação
de Möbius é sempre uma composição de translações, rotações, homotetias e in-
versões.

Palavras-chave: plano complexo estendido, transformação de Möbius, propriedades
geométricas.

Introdução

A noção de transformação de Möbius foi introduzida pelo matemático e astrônomo
alemão August Ferdinand Möbius (1790 - 1868). A classe dessas funções é caracte-
rizada por uma estrutura que permite interpretá-la tanto algebricamente quanto geo-
metricamente.

Dentre algumas de suas aplicações, as transformações de Möbius são utilizadas
na Teoria de Grupos, na Geometria Complexa e na Física. Em particular, o interesse
deste trabalho é entender algumas propriedades geométricas de uma transformação
de Möbius.

Como é possível verificar, translações, rotações, homotetias e inversões são exem-
plos de transformações de Möbius. Mais que isso, dada qualquer transformação de
Möbius ela se decompõe como composição de funções desse tipo. Além disso, é
possível verificar que essas transformações preservam círculos e também simetria e
orientação.

*Universidade Tecnológica Federal do Paraná. Licenciando em Matemática.
†Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
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Resultados Principais

No plano complexo estendido C∞ = C ∪ {∞} se definem as transformações de
Möbius.

Definição 1. Uma transformação de Möbius é uma aplicação T : C∞ −→ C∞ da forma

T (z) = az + b

cz + d

em que a, b, c, d ∈ C satisfazem ad − bc ̸= 0.

A condição ad − bc ̸= 0 garante que a transformação seja não singular. Além disso,
uma transformação de Möbius admite transformação inversa, dada por

T −1(z) = dz − b

−cz + a
.

Outra propriedade conhecida é que a composição de duas transformações de Mö-
bius resulta novamente em uma transformação de Möbius. Devido a existência da
transformação identidade e da inversa, essa propriedade faz com que o conjunto das
transformações de Möbius não singulares forme um grupo com a composição como
sua operação [1].

Uma das propriedades fundamentais das transformações de Möbius é a possibili-
dade de decompor uma transformação geral em uma composição de transformações
mais simples [2]. Mais precisamente:

Teorema 1. Toda transformação de Möbius pode ser escrita como composição de
transformações dos seguintes tipos:

• Translação: z 7→ z + β;

• Rotação: z 7→ αz, |α| = 1;

• Homotetia: z 7→ ρz, ρ > 0;

• Inversão: z 7→ 1
z

.

Essa decomposição permite compreender o comportamento geométrico de uma
transformação de Möbius a partir dos efeitos individuais de translações, rotações, ho-
motetias e inversões.

As transformações de Möbius apresentam propriedades que permitem compreen-
der como elas atuam sobre figuras e relações geométricas no plano complexo esten-
dido. Entre essas propriedades, destacam-se o comportamento das circunferências,
a preservação da simetria e a preservação da orientação.

Teorema 2. Se T é uma transformação de Möbius, então T leva circunferência em
circunferência.

Nesse contexto, uma reta é considerada uma circunferência que passa pelo ponto
∞ no plano complexo estendido. Portanto, uma transformação de Möbius pode trans-
formar uma reta em uma circunferência ou uma circunferência em uma reta.

Outro resultado importante é o seguinte:
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Teorema 3 (Princípio da simetria). Se uma transformação de Möbius T leva uma cir-
cunferência Γ1 sobre uma circunferência Γ2, então pontos simétricos em relação a Γ1
são transformados em pontos simétricos em relação a Γ2.

Essa propriedade mostra que uma transformação de Möbius preserva uma relação
geométrica entre pontos, mesmo quando a própria circunferência é modificada pela
transformação.

Podemos também discutir a noção de orientação de uma circunferência.

Definição 2. Uma orientação de uma circunferência Γ consiste na escolha de um sen-
tido de percurso sobre ela. Equivalentemente, uma ordenação de três pontos distintos
(z1, z2, z3) pertencentes a Γ determina uma das duas possíveis orientações da cir-
cunferência. Uma circunferência munida de orientação é chamada de circunferência
orientada.

A orientação escolhida determina os lados direito e esquerdo da circunferência; em
particular, para a orientação anti-horária, o interior da circunferência está à esquerda
durante o percurso.

Finalizamos o trabalho com o seguinte resultado a respeito de orientação.

Teorema 4 (Princípio da Orientação). Sejam Γ1 e Γ2 duas circunferências em C∞,
e seja T uma transformação de Möbius tal que T (Γ1) = Γ2. Seja (z1, z2, z3) uma
orientação para Γ1. Então, T leva o lado direito e o lado esquerdo de Γ1 sobre,
respectivamente, o lado direito e o lado esquerdo de Γ2, com respeito à orientação
(T (z1), T (z2), T (z3)).

Referências
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Uma Introdução à Aritmética
das Curvas Elípticas
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Resumo

O objetivo principal deste projeto é investigar propriedades aritméticas de cur-
vas elípticas tanto do ponto de vista teórico quanto utilizando ferramentas de com-
putação científica como PARI/GP. Mais precisamente, utilizando técnicas da teoria
algébrica de números, pretende-se obter uma melhor compreensão dos funda-
mentos da teoria de curvas elípticas definidas sobre corpos numéricos. Essa pos-
sibilidade se dá pelo fato de que o conjunto dos pontos racionais de uma curva
elíptica pode ser munido de uma operação que o confere estrutura de grupo abe-
liano. O Teorema de Mordell-Weil afirma que este grupo é finitamente gerado
quando a curva elíptica é definida sobre um corpo numérico, como por exemplo,
o corpo dos números racionais. Este trabalho concentra-se em curvas elípticas
definidas sobre os números racionais, pretendendo aplicar a teoria de curvas elíp-
ticas na resolução de equações diofantinas e explorar conexões entre a teoria de
números e a geometria.

Palavras-chave: Curvas elípticas; PARI/GP; Teorema de Mordell-Weil.

Introdução

Problemas relacionados à teoria de curvas elípticas (que são certos tipos de cur-
vas descritas por uma equação polinomial de grau 3), remontam dos anos 200 à 300,
surgindo na obra de Diofanto de Alexandria, a quem se associa hoje às equações di-
ofantinas. Entretanto, somente nos últimos 150 a 200 anos é que as curvas elípticas
têm sido fortemente estudadas, o que levou a avanços significativos na compreensão
de problemas clássicos em teoria de números e impactos em diversas áreas da mate-
mática. Alguns exemplos disso são a prova de Andrew J. Wiles [6] do Último Teorema
de Fermat e o desenvolvimento da criptografia de curvas elípticas.

*UFPR. Estudante de graduação do curso de bacharelado em Matemática. Bolsista no PICME.
†UFPR. Doutora em Matemática.
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Ainda assim, muitos problemas envolvendo curvas elípticas permanecem em aber-
to, incluindo as famosas conjecturas de Birch & Swinnerton-Dyer e de Szpiro [4, Se-
ções VIII.11 e C.16]. No âmbito aritmético, boa parte das dificuldades envolvendo a
teoria de curvas elípticas está relacionada a questões algorítmicas/computacionais.
Uma pergunta natural é: é possível resolver de maneira completa uma equação dio-
fantina de grau 3 em duas variáveis estudando sua curva elíptica subjacente? Alguns
resultados oferecem maneiras promissoras de atacar o problema, para o qual não foi
encontrada solução na literatura. Neste trabalho, pretendemos explorar estas cone-
xões de maneira teórica e prática.

Resultados Principais

Uma curva algébrica plana afim é um conjunto dos pontos do plano que satisfazem
uma equação polinomial em duas variáveis. Comecemos estendendo essa definição:

Definição 1. Seja K um corpo e F (X, Y, Z) um polinômio homogêneo em K[X, Y, Z].
Uma curva algébrica projetiva (plana) definida sobre K é um conjunto do tipo

C = {(X, Y, Z) ∈ P2
K | F (X, Y, Z) = 0}.

onde P2
K denota o plano projetivo definido sobre o fecho algébrico de K. O grau de C

é o grau do polinômio F .

De fato, esta definição pode ser considerada uma extensão da primeira pois toda
curva projetiva tem “partes” afins: dividindo a equação da curva projetiva por uma das
variáveis (assumindo que seja não nula), obtemos uma nova equação, que descreve
uma curva afim.

Uma classe particularmente interessante de curvas algébricas são aquelas cujas
derivadas parciais formais (ver [1]) do seu polinômio subjacente não se anulam si-
multaneamente em ponto algum. Isto permite dar uma noção de tangência em seus
pontos. A essas curvas chamamos de não-singulares ou suaves.

Definição 2. Uma curva elíptica definida sobre K é uma curva algébrica de grau 3
definida sobre K, não-singular e que possui ao menos um ponto K-racional, i.e., um
ponto para o qual é possível tomar as coordenadas homogêneas todas em K.

Um importante resultado sobre curvas algébricas conhecido como teorema de Bè-
zout [1] permite, por meio de uma construção geométrica, munir o conjunto dos pon-
tos racionais de uma curva elíptica de uma operação que o confere uma estrutura
de grupo abeliano. Ainda mais, a equação que define uma curva elíptica pode ser
transformada através de mudanças convenientes de variável em uma forma simplifi-
cada, chamada forma de Weierstrass, o que simplifica consideravelmente os proble-
mas computacionais envolvendo curvas elípticas (ver [3] e [4]).

O resultado principal a ser apresentado é o teorema a seguir, que fornece mais
informações a respeito do grupo dos pontos racionais de uma curva elíptica definida
sobre um corpo numérico:

Teorema de Mordell-Weil (ver [3] e [4]). O grupo E(K) dos pontos racionais de um
curva elíptica E definida sobre um corpo numérico1 K = Q(θ) é finitamente gerado.

1Pelo teorema do elemento primitivo (ver [5]), toda extensão algébrica finita K/Q é simples, i.e. da
forma Q(θ) com θ ∈ K. Além disso, podemos supor que θ é um inteiro algébrico (ver [5]).

205

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Em particular, quando E é definida sobre Q, E(Q) é finitamente gerado. Este resul-
tado, históricamente conhecido como Teorema de Mordell, é de extrema importância
no estudo da aritmética das curvas elípticas, pois pode ser diretamente aplicado na
resolução de equações diofantinas de grau 3. Mais precisamente, unindo o teorema
a algumas ferramentas algébricas (e.g. teorema fundamental da estrutura de grupos
abelianos finitamente gerados) pode-se obter algoritmos que resultam, possivelmente,
em soluções dessas equações.

Alguns cálculos simples são suficientes para percebemos como a complexidade
das operações aumenta rapidamente em E(Q). Por isso, é desejável utilizar um sis-
tema computacional capaz de operar adequadamente, como o PARI/GP. Durante o
desenvolvimento do projeto, isso foi essencial para encontrar exemplos que ilustras-
sem certos comportamentos característicos acerca da estrutura de E(Q).

Por outro lado, o desenvolvimento de ferramentas embarcadas ao PARI depende
de um avanço teórico. Por exemplo, durante a pesquisa, não foi encontrado na lite-
ratura um método ou algoritmo único capaz de obter todos os geradores de E(Q) de
forma totalmente eficaz. Também não é conhecido nenhum algoritmo semelhante para
determinar se uma dada curva cúbica arbitrária possui ou não ponto racional. Por isso,
tais funções não existem no PARI/GP. Na apresentação, pretende-se abordar alguns
exemplos que ilustram as dificuldades em resolver problemas gerais nesta direção.
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Otimização

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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Análise Comparativa do Desempenho do
Método do Gradiente para Problemas de

Otimização Irrestrita com Diferentes Métodos
de Busca Linear
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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de algoritmos de otimização contí-
nua focados no Método de Cauchy, também conhecido como método de máxima
descida. A pesquisa explora a implementação manual de rotinas de busca não
linear, comparando a eficiência de métodos de busca exata (Seção Áurea e Bis-
seção) e inexata (Armijo). Através de simulações em MATLAB, avalia-se o com-
portamento de convergência de 33 funções-teste do conjunto proposto por Moré,
Garbow e Hillstrom [3], correlacionando o esforço computacional com os métodos
de busca linear empregados.

Palavras-chave: Otimização Irrestrita, Método de Cauchy, Busca Linear, Condição de
Armijo, Seção Áurea.

1. Introdução

O método de máxima descida (Cauchy) busca o mínimo de uma função a partir de
um ponto inicial x0 na direção oposta ao gradiente, dk = −∇f(xk). O algoritmo segue
o procedimento iterativo:

1. Dado um ponto inicial x0 e tolerância ϵ, calcule a direção de descida dk =
−∇f(xk).

2. Se ||∇f(xk)|| < ϵ, o processo cessa; caso contrário, aplica-se a busca linear para
transformar o problema multivariável em um unidimensional ao longo da direção,
determinando um passo adequado tk > 0.

3. Atualiza-se a posição por xk+1 = xk + tkdk, retornando ao passo 1.
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Figura 1: Trajetória das iterações (adaptado de [6]).

A eficiência e o desempenho computacional do método dependem criticamente da
estratégia de busca linear, ou seja, do tamanho do passo tk. Assim, este estudo visa
analisar e comparar a robustez, o custo computacional e a trajetória de convergência
do Método de Cauchy acoplado a diferentes métodos de busca linear.

Seção Áurea

Busca o mínimo baseando-se na hipótese teórica de unimodalidade local da função
ao longo da direção de busca [6]. O intervalo é reduzido assimetricamente pela razão
áurea φ =

√
5−1
2 , avaliando dois pontos internos (u e v) para descartar subseções

que não possuam o minimizador, exigindo apenas uma nova avaliação de f(x) por
iteração.

Figura 2: Redução do intervalo na Seção Áurea (adaptado de [6]).

Bisseção

O método baseia-se no Teorema do Valor Intermediário a fim de encontrar a raiz
da seguinte derivada direcional:

ϕ′(t) = ∇f(xk + tdk)T dk = 0. (1)

Como a derivada no ponto inicial xk é sempre negativa (ϕ′(0) < 0), uma vez que
a direção é dada por dk = −∇f(xk), o método exige um intervalo inicial [a, b] onde
ocorra mudança de sinal (ϕ′(a)ϕ′(b) < 0).

Caso a derivada em b também seja negativa, o limite b é expandido iterativamente
até cercar o mínimo. Uma vez estabelecido o intervalo válido, o método divide repe-
tidamente o intervalo ao meio, testando o sinal da derivada no ponto médio, até que
o tamanho do intervalo seja menor que a tolerância ϵp, e o ponto médio final é então
adotado como o passo t.

*Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
†Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
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Condição de Armijo

Este método se baseia em uma redução suficiente da função ao longo desta dire-
ção e não na minimização exata como as duas outras buscas. Para tanto, é exigido
que o tamanho do passo encontrado t forneça uma redução suficiente, de acordo com
a seguinte condição :

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + ηt∇f(xk)T dk.

Com η ∈ (0, 1), a cada iteração dessa subrotina o tamanho do passo é reduzido por
um fator α.

Resultados Principais

A eficiência nos 33 problemas da coleção MGH [3] foi comparada usando o Perfil de
Desempenho de Dolan e Moré (2002) com base no tempo de CPU. Os testes numé-
ricos foram executados no software MATLAB R2025a [5] em um processador Intel(R)
Core(TM) i7-1165G7 com 8 GB de RAM. A métrica ρs(τ) indica a fração de problemas
resolvidos pelo método s num tempo até τ vezes o do algoritmo mais rápido:

ρs(τ) = 1
Np

size{p ∈ P : rp,s ≤ τ}

Figura 3: Análise de Desempenho (Perfil gerado no ambiente MATLAB).

Nesse trabalho foram considerados os seguintes parametros:
Cauchy: ϵ = 10−5 e um limite máximo de 105 iterações globais.
Seção aurea: ϵp = 10−6 e limite de 105 iterações internas.
Bisseção: ϵp = 10−6 e limite de 105 iterações, com limite de expansão de 105 pas-

sos.
Condição de armijo: α = 0.5, η = 10−4 e limite de 50 iterações internas.
O perfil de desempenho revelou que os algoritmos dependem fortemente da es-

colha dos parâmetros. O método da bisseção para esses parâmetros adotados se
mostrou o mais rápido e mais eficiente, O uso da tolerância de 10−6 nos intervalos das
buscas exatas foi o que ajudou a resolver mais problemas com a bisseção. Dentre
os 6 que não convergiram com nenhum método, o problema de Watson foi o que deu
mais trabalho, exigindo muito tempo de processamento. Por sua vez, o Método de
Cauchy se mostrou simples e fácil de aplicar. Futuramente, a ideia é conseguir usar
essas técnicas de otimização em problemas de física.
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Resumo

O problema da Braquistócrona, proposto por Johann Bernoulli em 1696, ques-
tiona qual curva, em um plano vertical unindo dois pontos não alinhados horizontal
nem verticalmente, permite que uma partícula sujeita apenas à gravidade percorra
o trajeto no menor tempo possível. Historicamente, sua resolução analítica marcou
a transição do cálculo diferencial clássico voltado à busca de extremos escalares
de funções fixas para o Cálculo das Variações, disciplina que investiga extremos
de funcionais definidos sobre famílias inteiras de curvas, consolidando posteri-
ormente o Princípio da Mínima Ação na Mecânica Analítica. Embora soluções
geométricas tenham sido apresentadas já em 1696, o formalismo variacional pro-
priamente dito só foi sistematizado décadas mais tarde por Euler, oferecendo um
caminho analítico distinto e mais geral. Este trabalho retoma o problema da Bra-
quistócrona sob a ótica estritamente variacional: a partir da modelagem cinemá-
tica do tempo de percurso como um funcional integral e da aplicação da Equação
de Euler, demonstra-se analiticamente que a curva extremal coincide com um arco
de ciclóide. Em seguida, para classificar rigorosamente essa extremal como um
minimizador forte, complementa-se a análise verificando as condições de segunda
variação através do critério de Legendre e do Teorema de Jacobi., recorrendo à
Condição de Legendre que exige a não negatividade da segunda derivada par-
cial do integrando em relação a y′ e ao Teorema de Jacobi, como critério analítico
complementar.

Palavras-chave: Braquistócrona; Cálculo das Variações; Ciclóide; Otimização; Mecâ-
nica Analítica..

*Universidade Tecnológica Federal do Paraná.
†Universidade Tecnológica Federal do Paraná
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Introdução

O termo Braquistócrona deriva do grego brachistos (o mais curto) e chronos (tempo),
designando o problema proposto por Johann Bernoulli em junho de 1696 (Bernoulli,
1696). O desafio consistia em determinar, entre as infinitas curvas planas que unem
dois pontos não alinhados horizontal nem verticalmente, aquela que minimiza o tempo
de descida de uma partícula sujeita exclusivamente à gravidade. Bernoulli lançou o
problema como teste à comunidade científica de sua época, e soluções independen-
tes foram apresentadas nos meses seguintes por Isaac Newton, Gottfried Leibniz e
Jakob Bernoulli, todas demonstrando geometricamente que a curva ótima é um arco
de ciclóide. Até então, o cálculo diferencial recém-criado limitava-se à busca de pon-
tos extremos isolados de funções fixas. O problema da Braquistócrona exigiu um
raciocínio radicalmente distinto: o objeto da otimização deixou de ser um valor esca-
lar associado a uma função para tornar-se a própria curva, escolhida dentro de uma
família infinita de trajetórias possíveis. Essa necessidade impulsionou o nascimento
de uma área inteiramente nova da Matemática, batizada posteriormente por Euler de
Cálculo das Variações (Eves, 2011). Para a Física, as implicações foram igualmente
profundas: a constatação de que a natureza parece operar sob um princípio de eco-
nomia, escolhendo trajetórias que otimizam grandezas físicas, pavimentou a conso-
lidação do Princípio da Mínima Ação e a transição da mecânica vetorial newtoniana
para o formalismo analítico de Lagrange e Hamilton (Goldstein; Poole; Safko, 2002).
Paralelamente, a ciclóide, curva batizada por Galileu Galilei em 1599 já era conhecida
geometricamente como a trajetória descrita por um ponto fixo da borda de uma cir-
cunferência de raio a que rola, sem deslizar, sobre uma reta, admitindo as equações
paramétricas

x(θ) = a(θ − sin θ) y(θ) = a(1 − cos θ), (1)

sendo θ o ângulo de rotação da circunferência. Este trabalho retoma o problema da
Braquistócrona sob a ótica estritamente variacional: a partir da modelagem cinemática
do tempo de percurso como um funcional integral e da aplicação da Equação de Euler,
apresenta-se analiticamente, na seção seguinte, que a curva extremal coincide com o
arco de ciclóide, complementando-se a análise com os critérios de Legendre e Jacobi
para a caracterização de um mínimo forte.

Resultados Principais

De acordo com a cinemática, a velocidade v é dada por v = dS/dt e S o des-
locamento. Pela conservação de energia mecânica, sabendo que no ponto inicial
P a partícula sai do repouso, temos que a velocidade pode ser escrita da forma
v =

√
2gy (Thornton; Marion, 2011) sendo g a gravidade e y a distância vertical dos

dois pontos. Agora, para encontrarmos o nosso elemento de arco, utilizamos a rela-
ção dS =

√︂
(x′)2 + 1dy, sendo x′ = dx/dy. Substituindo na nossa equação do tempo,

obtemos o seguinte funcional integral:

t = 1√
2g

∫︂ Q

P

√︄
(x′)2 + 1

y
dy. (2)

Deste modo, vemos que o nosso tempo t é um funcional da forma f(x, x′, y). Inici-
almente vamos definir um funcional J genérico da forma:
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J [y] =
∫︂ x2

x1
f(y(x), y′(x), x)dx. (3)

Para encontrarmos a curva que extremiza esse funcional, ou seja, a nossa curva
extremal, aplicamos o Lema Fundamental do Cálculo das Variações, que resulta na
Equação de Euler (Gelfand; Fomin, 1963; Lemos, 2000), dada por: (Gelfrand; Fomin,
1963; Lemos, 2000), dada por:

∂f

∂y
− d

dx

(︄
∂f

∂y′

)︄
= 0. (4)

Como o nosso funcional do tempo não depende diretamente de x, temos que
∂f/∂x = 0. Então nos resta que a derivada de f em relação a x′ deve ser uma
constante. Para facilitar o nosso cálculo, atribuiremos um valor específico para essa
constante, sendo 1/(2a). Após algumas manipulações algébricas, obtemos:

(x′)2

[(x′)2 + 1]y = 1
2a

=⇒ x′ =
√︄

y

2a − y
. (5)

Como x será a integral de x′, utilizamos a seguinte substituição trigonométrica para
encontrarmos nossa posição: y = a(1 − cos θ) e dy = a sin θdθ. Substituindo na integral
e resolvendo, obtemos por fim as clássicas equações paramétricas do arco de uma
ciclóide:

x = a[θ − sin θ] + C ; y = a(1 − cos θ). (6)

Com isso, verificamos que esta é a curva que minimiza o tempo de descida. Po-
rém, quando estudamos a otimização, precisamos também provar se a trajetória en-
contrada é um mínimo ou um máximo forte. Para isso, analisamos a segunda variação
δ2J do funcional, obtida por expansão de Taylor.

Escrevendo δ2J =
∫︁
[P (x)(h′)2 + Q(x)h2]dx, com P (x) = 1

2Fy′y′, podemos utilizar o
Lema de Legendre. Ele estabelece que, para o funcional ser não-negativo, precisamos
que P (x) ≥ 0, o que nos fornece a Condição Forte de Legendre (Elsgoltz, 1969):

Fy′y′ > 0. (7)

Contudo, essa condição é apenas necessária. Introduzimos o Teorema de Jacobi
(Gelfand; Fomin, 1963). Em termos teóricos, este teorema estabelece que, garantida
a Condição de Legendre, uma curva extremal só será um minimizador se o intervalo
da trajetória não contiver pontos conjugados ao ponto inicial. Geometricamente, a
existência de um ponto conjugado define o momento em que trajetórias extremais vi-
zinhas voltam a cruzar-se, indicando que a curva original deixou de ser o caminho
ótimo. Para a família de ciclóides geradas a partir da origem, a Equação de Jacobi
revela que um ponto conjugado só ocorre quando a circunferência geradora completa
uma volta inteira (θ = 2π, atingindo y = 0 novamente). Como no problema da Braquis-
tócrona a partícula simplesmente desliza para um destino em cota inferior, o ponto
final é alcançado muito antes de θ = 2π. Portanto, não há pontos conjugados no tra-
jeto. Em conjunto, a Condição Forte de Legendre e o Teorema de Jacobi consolidam
a prova analítica de que o arco de ciclóide constitui, rigorosamente, um minimizador
forte.
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Criação de Famílias Sintéticas
via IPF e Otimização Inteira
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Resumo

Este trabalho apresenta um método para a construção de um dataset sintético
representando todos os habitantes de Santa Catarina, com vínculos familiares e
características demográficas que reproduzem a estrutura do Censo 2022. Partindo
dos responsáveis por domicílio (Ordem = 1) já atribuídos a cada família, o problema
consiste em atribuir os demais membros (Ordem ≥ 2) preservando os padrões de
coabitação observados no Censo 2010, única amostra com microdados pareados
de domicílios disponível. A abordagem combina Iterative Proportional Fitting (IPF),
para ajustar uma matriz de cardinalidade de tipos demográficos às marginais de
2022 preservando a estrutura de correlação da amostra semente de 2010, com
um modelo de otimização inteira mista (MILP) que discretiza a solução do IPF
satisfazendo exatamente as marginais.

Palavras-chave: síntese populacional, dados sintéticos, iterative proportional fitting,
otimização inteira mista, censo demográfico.

Introdução

A construção de uma população semissintética busca gerar, a partir de dados agre-
gados e amostrais, um dataset representando cada indivíduo de uma população com
seus vínculos familiares e atributos demográficos. Neste trabalho,o objetivo é criar
uma população semissintética de famílias, consistente com as marginais do Censo
2022, para os 7,6 milhões de habitantes e 2,8 milhões de famílias de Santa Catarina.
Nosso objetivo é atribuir os demais membros (Ordem ≥ 2) de cada família, respei-
tando o número de moradores (N_M) e a estrutura de correlação demográfica entre
os membros de uma mesma família.

O principal obstáculo é que o Censo 2022 ainda não disponibilizou microdados
de domicílios pareados, isto é, não é possível saber diretamente, em 2022, quais

*Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), Campus Blumenau. Graduanda. Bolsista ITI-A.
†Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), Campus Blumenau. Doutora.
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indivíduos coabitam. O Censo 2010 é a última amostra pública com essa informação
e é usado como semente para estimar os padrões de coabitação, que devem ser
preservados ao se atribuir os membros de 2022. Como o ajuste e a expansão desses
dados geram matrizes com valores fracionários, resolvemos a atribuição final através
de um problema de otimização inteira mista, garantindo que o resultado seja inteiro e
represente indivíduos reais.

Resultados Principais

Em etapa anterior, o responsável por cada família (Ordem = 1) já foi incluído no
dataset semissintético, a partir das marginais do Censo 2022. O problema que resta
é atribuir os demais membros (Ordem ≥ 2). Fixado cada município de Santa Catarina,
para cada ordem k ∈ {2, . . . , 15} a ser atribuída, define-se um conjunto de tipos de-
mográficos T , combinando gênero, raça e uma entre nove faixas etárias, restrito aos
tipos presentes no município em 2022. O problema é então reduzido à determinação
de uma matriz de cardinalidade X ∈ ZN×N

≥0 , em que Xij é o número de famílias cujo
responsável é do tipo i e cujo k-ésimo membro é do tipo j.

A matriz X deve satisfazer três condições:

• Consistência marginal de linha:
∑

j Xij = Ri, em que Ri é o número de res-
ponsáveis do tipo i em residências com número de moradores maior ou igual a
k no município em questão.

• Consistência marginal de coluna:
∑

i Xij = Cj, em que Cj é a demanda pro-
jetada de membros do tipo j. Essa demanda é obtida projetando a estrutura da
semente para 2022 através do fator de expansão FE = Tresp/Tsem, onde Tresp é o
total de resónsáveis de 2022 que demandam um membro de ordem k e Tsem é o
total de membros de ordem k observados na matriz semente. Caso a demanda
projetada exceda o estoque disponível Cest

j (indivíduos do tipo j em 2022 ainda
sem família), a alocação é limitada ao estoque e o excedente é redistribuído ci-
clicamente entre os tipos demográficos com maior folga, garantindo equilíbrio
total.

• Preservação da estrutura de correlação: A distribuição interna da matriz deve
respeitar os agrupamentos familiares extraídos do Censo de 2010. O uso desse
Censo é necessário para ditar as proporções relativas de convivência: se histo-
ricamente responsáveis jovens moram com crianças, o modelo obriga que essa
correlação seja preservada na alocação atual.

Observação 1. Sejam Ri e Cj as marginais de linha e de coluna obtidas pelo proce-
dimento de escalonamento e redistribuição de resíduo descrito acima. Então

N∑

i=1
Ri =

N∑

j=1
Cj.

A estrutura de correlação é incorporada por meio de uma matriz semente S, cons-
truída emparelhando responsáveis com membros de ordem k em cada domicílio da
amostra de 2010, com entradas nulas substituídas por ε = 0,001. A matriz X é en-
tão obtida ajustando S às marginais (R, C) pelo algoritmo Iterative Proportional Fitting
(IPF) [1], que alterna ajustes de linha (fi = Ri/

∑
j Xij) e de coluna (gj = Cj/

∑
i Xij).
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O IPF fornece estimativas precisas, mas produz valores fracionários. A matriz re-
presenta uma contagem real de indíviduos e famílias, por isso precisamos de valores
inteiros. Portanto, formulamos a discretização como um problema de otimização in-
teira.

Formula-se então o seguinte problema de otimização inteira mista, cuja função ob-
jetivo minimiza a distância absoluta total entre a solução inteira Y e a solução contínua
X do IPF:

min
Y, t

N∑

i=1

N∑

j=1
tij

sujeito a
∑

j

Yij = Ri, ∀i,
∑

i

Yij = Cj, ∀j,

− tij ≤ Yij − Xij ≤ tij, ∀i, j, tij ≥ 0, Yij ∈ Z≥0, ∀i, j,

em que tij são variáveis auxiliares que linearizam |Yij − Xij|. As duas primeiras res-
trições garantem que as marginais são satisfeitas exatamente na solução inteira, e a
minimização assegura que a discretização perturbe o mínimo possível a estrutura de
correlação recuperada pelo IPF.

Na prática, minimizar essa distância significa que a solução inteira fica o mais
proxima possível das proporç es de coabitação estimadas pela IPF a partir do Censo
de 2010.

O método foi implementado na linguagem Julia [3], e o modelo foi resolvido com
o solver HiGHS [2]. A partir de Y , cada par (i, j) com Yij > 0 é usado para parear,
um a um, responsáveis do tipo i ainda sem dependente de ordem k a membros do
tipo j com Ordem = 0, atribuindo-lhes o mesmo ID_Familia do responsável. O procedi-
mento é repetido sequencialmente para k = 2, . . . , 6 e, para famílias com mais de seis
membros, estendido para k = 7, . . . , 15.

Referências

[1] DEMING, W. E.; STEPHAN, F. F. On a least squares adjustment of a sampled
frequency table when the expected marginal totals are known. Annals of Mathe-
matical Statistics, v. 11, n. 4, p. 427–444, 1940.

[2] HUANGFU, Q.; HALL, J. A. J. Parallelizing the dual revised simplex method.
Mathematical Programming Computation, v. 10, n. 1, p. 119–142, 2018.

[3] BEZANSON, J.; EDELMAN, A.; KARPINSKI, S.; SHAH, V. B. Julia: a fresh ap-
proach to numerical computing. SIAM Review, v. 59, n. 1, p. 65–98, 2017.

[4] INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATÍSTICA (IBGE). Tabela
9606: População residente, por idade e sexo, segundo a forma de declaração
da cor ou raça e a cor ou raça - Resultados do Universo. Sistema IBGE de Re-
cuperação Automática (SIDRA), 2024. Disponível em: https://sidra.ibge.
gov.br/tabela/9606.

218

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



Fadiga cognitiva e ganho acumulado em
sessões prolongadas de estudo: modelagem
matemática e determinação experimental do
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Resumo

A organização do estudo em intervalos fixos, como na Técnica Pomodoro,
tende a interromper o desempenho em momentos inadequados e desconsidera
diferenças individuais de fadiga e recuperação. Este trabalho propõe um modelo
matemático para determinar, em uma tarefa específica, o instante em que inter-
romper o estudo tende a produzir maior ganho médio do que continuar a prática.
A formulação adapta o Teorema do Valor Marginal, originalmente empregado para
otimizar o tempo de exploração de manchas de recursos, a ciclos compostos por
estudo e descanso. O acúmulo de fadiga foi descrito pela função exponencial de
saturação já consagrada na literatura, e a recuperação durante as pausas, pela
atenuação exponencial correspondente. A validação experimental utilizou banco
de questões de 355 cartões de História Geral e nove sessões realizadas entre
11 e 24 de agosto de 2026, envolvendo o autor, previamente treinado, e um vo-
luntário adulto não treinado. O desempenho foi acompanhado pela duração dos
itens, acurácia e taxa de acertos por minuto. A comparação por AICc favoreceu o
modelo com piso comum, estimado em 0,2248 acerto por minuto, ao passo que a
recuperação permaneceu indecidida. Para os dados do autor, o procedimento de
bisseção não encontrou limiar de interrupção aplicável, indicando que, nas con-
dições testadas, a prescrição contínua superou a divisão em ciclos. Os resulta-
dos apoiam prescrições individualizadas e evidenciam a necessidade de ampliar
a amostra e modelar pausas variáveis.

Palavras-chave: fadiga cognitiva, teorema do valor marginal, otimização de estudo,
modelagem matemática, limiar de interrupção.
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Introdução

A Técnica Pomodoro estabelece, tradicionalmente, blocos de 25 minutos de es-
tudo intercalados por pausas de 5 minutos e, após quatro ciclos, por uma pausa mais
longa. Embora seja amplamente utilizada, sua prescrição fixa foi construída de modo
empírico e não descreve a variabilidade do ritmo cognitivo entre pessoas e tarefas [5].
A interrupção obrigatória também pode ser ineficiente para atividades curtas ou para
situações em que o estudante alcança concentração profunda, além de favorecer a
extensão artificial do trabalho até o limite do cronômetro [6].

Diante desse problema, o estudo investiga se é possível modelar matematicamente
o instante individual em que uma pausa passa a render mais do que a continuidade
da prática. A hipótese central é que o ganho de uma sessão pode ser maximizado
quando o tempo de estudo e o descanso são definidos a partir da curva de fadiga do
indivíduo, em vez de uma regra temporal universal. Para isso, adapta-se o Teorema
do Valor Marginal (TVM) como critério de interrupção: o ciclo deve terminar quando o
rendimento instantâneo se iguala ao ganho médio global máximo da sessão [1].

Para formalizar essa hipótese, modela-se a fadiga acumulada como a saturação
F (t) = 1 − e−λt, em que λ representa a taxa constante de fadiga inerente ao indivíduo
e à tarefa exercida, e a fadiga residual após uma pausa de duração τ como R(τ) =
F (t) · e−µτ , com µ representando a taxa de recuperação cognitiva do participante.
Tais expressões, assim como a que descreve o nível de fadiga com que se inicia o
ciclo subsequente, seguem a formulação consagrada na ergonomia industrial [3], cuja
origem no esforço físico recomenda cautela na transposição ao domínio cognitivo.
Admitindo um rendimento inicial máximo r0 e um piso mínimo C (patamar abaixo do
qual o desempenho não cai), o rendimento instantâneo assume a forma r(t) = C +
b(1 − R) · e−λt, onde b é a parcela de rendimento acima do piso. Dessa estrutura, o

limiar ótimo de estudo é obtido por t∗ = 1
λ

· ln
[︂
b · ( 1−R

y−C
)
]︂
, com y correspondendo ao

ganho médio de referência da sessão. Por fim, a circularidade inerente entre y e t é
resolvida numericamente pelo método da bisseção.

Resultados Principais

Sendo S(t) =
∫︁ t

0 r(u) du os acertos acumulados, τ a pausa fixa e γ(t) = S(t)
t + τ

o

ganho médio do ciclo, o critério do valor marginal interrompe o estudo quando r(t∗) =
γ(t∗), valor denotado por y [1].

A fadiga inicial do ciclo subsequente obedece à expressão Fi+1(t) = R + (1 −
R)

(︂
1 − e−λt

)︂
[3], em que R é a fadiga residual remanescente da pausa anterior, dado

que a recuperação é incompleta. Dessa expressão deduz-se, neste trabalho, a lei de
decaimento do rendimento: subtraindo ambos os membros de 1 e fatorando (1 − R),

1 − Fi+1(t) = (1 − R)
[︂
1 −

(︂
1 − e−λt

)︂]︂
= (1 − R) e−λt.

Admitindo-se que o rendimento varie linearmente com a fração de capacidade pre-
servada, isto é, r(t) = C + (r0 − C) [1 − Fi+1(t)], obtém-se, com b = r0 − C, a lei
r(t) = C + b (1 − R) e−λt.
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Igualando-o ao valor de corte y e isolando o tempo, chega-se ao limiar:

C + b (1 − R) e−λt∗ = y =⇒ e−λt∗ = y − C

b (1 − R) =⇒ t∗ = 1
λ

ln
[︄

b (1 − R)
y − C

]︄
.

A expressão define-se apenas para y ∈ (C, C + b): exigindo a interrupção que y =
r(t∗), o limiar só existe se o valor de corte pertencer ao intervalo em que varia o
rendimento. Valores não otimizados de γ(t) podem, em contrapartida, situar-se abaixo
de C, uma vez que a pausa integra o denominador sem produzir acertos. O primeiro
bloco, isento de fadiga residual, excede os subsequentes, iguais entre si.

O valor de y, contudo, figura nos dois membros, pois depende do limiar que se
busca:

y = S(t∗)
t∗ + τ

=
C t∗ + ( b

λ
)(1 − R)

(︂
1 − e−λt∗)︂

t∗ + τ
, R =

[︃
1 − y − C

b

]︃
e−µτ ,

decorrendo a segunda igualdade de y = C + b (1 − F ) no instante da interrupção. Na
determinação de y desconsidera-se a maior extensão do primeiro ciclo, pois computá-
la à parte faria o valor de corte depender da duração total da sessão; a simplificação
aproxima-a por seu regime estacionário, com viés decrescente em sua duração.

A circularidade resolve-se por bisseção: arbitra-se y no intervalo, obtêm-se t∗ e R,
recompõe-se o ganho médio e toma-se g(y) como a diferença entre este e o arbitrado,
retendo-se a metade que o sinal indica até a convergência. Sendo g contínua, o Teo-
rema do Valor Intermediário assegura raiz quando há troca de sinal nos extremos; não
havendo, o limiar não existe e nenhuma partição em ciclos supera o estudo contínuo.

Para avaliar empiricamente as previsões desse modelo, foram realizadas nove ses-
sões entre 11 e 24 de agosto de 2026, cinco do autor e quatro de um voluntário adulto
não treinado, totalizando 371 itens válidos em cartões de História Geral [2]. Descartou-
se o aquecimento inicial [7] e tomou-se o rendimento pelo rate correct score [8]. A
comparação das especificações por AICc favoreceu o modelo com piso comum às
sessões, que apresentou o menor AICc e concentrou 81,9% do peso acumulado entre
os modelos considerados. Contra a hipótese de piso nulo, o teste devolveu p = 0,0304,
ao passo que a recuperação permanece indecidida.

Embora o piso comum prevaleça, adotou-se por simplificação a calibração sobre
a sessão contínua do autor de 11 de agosto, na qual a duração dos itens cresceu
de modo estatisticamente significativo, ao contrário das demais. Dela procedem C =
0,2602 e b = 0,1931 acerto por minuto e λ = 0,0513 min−1, ao passo que µ = 0,0308
min−1 provém da única sessão com pausas desiguais, sem a qual esse parâmetro
não se identifica. Com tais valores, g não troca de sinal no intervalo e o limiar não

existe, pois cada minuto de pausa devolve no máximo
bµ

λ
= 0,116 acerto por minuto e

custa o piso C = 0,260 que se colheria continuando. A medição corrobora a previsão:
as sessões cicladas renderam 19,3% e 18,5% menos que a contínua, de sorte que
o prescrito é a sessão contínua e que prescrições uniformes de pausa carecem de
fundamento individual [4].
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Resumo

Este trabalho de Iniciação Científica consiste na formalização matemática, re-
constituição analítica e análise de sensibilidade do modelo de otimização térmica
em recipientes proposto no artigo "A busca do copo ideal: um estudo de otimi-
zação em transferência de calor"de Pellegrini, que aborda a formulação e reso-
lução de um problema de otimização não linear contínua, voltado à minimização
da transferência de calor entre um líquido gelado e o ambiente em recipientes.
Fisicamente, a conservação da temperatura em bebidas frias durante o consumo
é governada pelo aquecimento por convecção térmica. Como os parâmetros ter-
mofísicos do fluido são constantes, a minimização do ganho térmico reduz-se à
minimização da razão entre a área total exposta do recipiente e o volume con-
tido de líquido. Modelando o recipiente como um sólido de revolução gerado por
uma curva em função da altura, a busca pela geometria ótima durante o consumo
traduz-se na condição de ponto estacionário da razão área-volume em relação
à altura do líquido. Essa condição estabelece uma relação de proporcionalidade
direta entre a área e o volume, conduzindo a uma equação diferencial ordinária
separável. Como resultado do artigo, por tentativa e erro, foram propostas três
padronizações, gerando uma solução analítica exata para a curva geratriz do reci-
piente para cada padrão. A imposição de uma restrição geométrica garante que a
taxa de variação do raio ao longo da altura seja estritamente positiva, assegurando
um perfil estritamente crescente e eliminando soluções associadas ao máximo de
troca térmica. Analisando recipientes de vinte centímetros de altura delimitou o
domínio de parâmetros fisicamente realizáveis.

Palavras-chave: Otimização não linear; Modelagem matemática; Transferência de
calor; Geometria.

*UTFPR. Graduanda em licenciatura em física. iniciação científica voluntária
†UTFPR. Doutora em Matemática.
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Introdução e Modelagem Matemática

A determinação de geometrias eficientes para o armazenamento de bebidas frias
constitui um problema clássico de interface entre a física e a otimização matemática.
A taxa de variação da temperatura do líquido no tempo é descrita pela equação dife-
rencial de resfriamento/aquecimento por convecção:

dT

dt
= hcv

ρcp

(︃
Atot

V

)︃
(Tamb − T ) (1)

sendo hcv o coeficiente de convecção, ρ a densidade, cp o calor específico e (Tamb −
T ) > 0 a diferença de temperatura. Para parâmetros constantes, a taxa de aqueci-
mento é diretamente proporcional à razão f = Atot

V
. Considerando um recipiente de

revolução com fundo isolado e altura H, a geometria é descrita pelo raio r(h) para
h ∈ [0, H]. No fundo (h = 0), r(0) = R (raio do fundo), e na borda superior (h = H),
r(H) = Rb (raio da boca). A área lateral Alat e o volume V são dadas por:

Alat(h) = 2π
∫︂ h

0
r(y)

√︂
1 + [r′(y)]2 dy, V (h) = π

∫︂ h

0
[r(y)]2 dy (2)

A minimização de f = Atot
V

exige a condição de ponto estacionário em relação à altura
do líquido:

d

dh

(︃
Atot

V

)︃
= 0 =⇒ Atot = C1V (3)

em que C1 > 0 é a constante dimensional de integração.

Desenvolvimento e Solução Analítica

Substituindo as definições integrais na relação Atot = C1V e aplicando o Teorema
Fundamental do Cálculo ao derivar em relação a h, obtém-se a EDO separável:

√︂
1 + (r′)2 = C2r − r′

(︃
C2 = C1

2

)︃
(4)

Elevando ao quadrado e separando as variáveis, chega-se à solução analítica exata
para a curva geratriz ótima:

r(h) = 1
C1

√︂
4 + (C2

1R2 − 4)eC1h/2 (5)

Para analisar a estabilidade do ponto crítico sem recorrer à Hessiana de Atot/V , avalia-
se o sinal da derivada r′(h) = C1r

4 − 1
C1r

. Para evitar r′(h) < 0 (que levaria ao máximo de
troca térmica), impõe-se a restrição de monotonicidade C1R > 2, garantindo r′(h) > 0
e um perfil estritamente crescente.

Resultados Principais

O estudo de iniciação científica teve como resultado a realização da reconstituição
analítica e a formalização matemática do modelo de otimização de transferência de
calor proposto por Pellegrini (2019). A análise de sensibilidade para H = 20cm evi-
denciou que pequenos incrementos em C1 (de 0,677cm−1 para 0,697cm−1) aumentam
o raio da boca de 15,4cm para 28,5cm e a capacidade de 2,68L para 7,77L, delimitando
a faixa de parâmetros fisicamente viáveis para fabricação.
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Projetos Matemáticos

Comissão Científica:

Em breve!

Banca Avaliadora:

Em breve!
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Resumo 
 

É notório desinteresse de estudantes da educação básica em relação à disciplina 
de matemática, em grande medida devido à escassez de ações voltadas à 
motivação para os estudos. Partindo desse cenário e da necessidade de uma ação 
pedagógica voltada para o ensino da matemática, surge o 2º PG Play - 
Campeonato de Jogos Matemáticos da cidade de Ponta Grossa. Trata-se de uma 
ação extensionista vinculada ao projeto LeMA - Licenciandos em Matemática em 
Ação, que consiste em uma competição que visa incentivar o raciocínio 
lógico-matemático através de jogos de tabuleiro. O 2º PG Play envolveu estudantes 
das escolas públicas e privadas da cidade de Ponta Grossa, abrangendo o Ensino 
Fundamental do 1º ao 9º ano. O evento foi realizado em duas etapas:  Seletivas 
Internas nas escolas participantes, e a segunda, denominada Grande Final, 
realizada na Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). O evento demonstrou 
que o uso de jogos proporciona ludicidade, o desenvolvimento do pensamento 
matemático e a  troca de experiências que potencializam a aprendizagem. 

 
 
Palavras-chave: Jogos matemáticos, Ludicidade, Pensamento matemático, 
Educação matemática. 
 
Introdução 
 

É amplamente reconhecido que o ensino de Matemática enfrenta elevados 
índices de desinteresse com impacto direto no desempenho escolar na educação 
básica. Percebe-se frequentemente a falta de ações que busquem mostrar aos 

5Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professora do Departamento de Matemática e 
Estatística e supervisora no projeto LeMA 

4Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professor do Departamento de Matemática e 
Estatística e coordenador do projeto LeMA 

3Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
2Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
1Voluntária do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
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estudantes como a matemática está presente no cotidiano, tampouco propostas de 
ensino que estimulem a curiosidade e o interesse no estudo da disciplina. 

Desde a antiguidade, o uso de jogos de tabuleiro apresentou características de 
ensino com aponta Vergara e Martínez (2020), sendo utilizados no desenvolvimento 
e a capacitação cognitiva para resolução de problemas, além do aprimoramento do 
raciocínio lógico, da coordenação viso-motora e do pensamento estratégico. Essas 
características tornam os jogos importantes recursos para o engajamento estudantil, 
com grande destaque no contexto de ensino da Matemática.. 

Neste cenário do uso de jogos no ensino, surge o 2º PG Play - Campeonato de 
Jogos Matemáticos da cidade de Ponta Grossa como uma ação extensionista 
vinculado ao projeto: LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação da 
Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG).  Tem como objetivo principal 
estimular o uso de jogos no ensino de Matemática, potencializando habilidades de 
resolução de problemas, além de estimular o desenvolvimento de aspectos do 
pensamento matemático, como processos de levantamento de hipóteses, testagem 
de conjecturas, análise, síntese, abstração e generalização. 
 
Resultados Principais 
 

O 2º PG Play é composto de 4 níveis: Level One (1º ao 3º ano do Ensino 
Fundamental), Level Two (4º a 5º ano do Ensino Fundamental), Level Three (6º a 7º 
ano do Ensino Fundamental) e Level Four (8º a 9º ano do Ensino Fundamental) e foi 
organizado em duas etapas: Seletivas Internas e Grande Final. O Quadro 1 
apresenta os jogos de tabuleiro usados nesta segunda edição do PG Play. 

 
Quadro 1 - Jogos de tabuleiro do 2º PG Play 

Level Jogo de tabuleiro 

One Bobail 

Two Pontu 

Three Pogo 

Four Gekitai 
Fonte: Disponível em: https://sites.google.com/uepg.br/lemauepg/pg-play/jogos 

Acesso em: 13 ago. 2026. 
 

Inicialmente, os professores receberam uma formação sobre os jogos utilizados, 
realizaram a leitura e aprovaram o edital do campeonato e puderam fazer 
simulações de jogadas. Já nas escolas, os alunos construíram os jogos de 
tabuleiros, inclusive foram fortemente incentivados a levá-los para casa para jogar 
com pais, parentes e amigos. Nas Seletivas Internas, cada escola selecionou até 4 
alunos para a Grande Final realizada no dia 20/06 nas dependências da UEPG. 
Esta etapa proporcionou uma experiência rica aos estudantes, marcada pelo 
protagonismo na elaboração de estratégias, assim como o favorecimento da 
criatividade, da competição sadia e das várias formas de uso da linguagem e do 
resgate do prazer em aprender, alguns registros estão ilustrados na Figura 1. 

 
Figura 1 - Construção dos jogos e realização de partidas nas Seletivas Internas 
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Fonte: Dados do projeto (2026) 

 
A Grande Final consistiu na etapa em que os estudantes representantes de 

cada uma das seis escolas inscritas no campeonato disputaram entre si as 
premiações de 1º, 2º  e 3º lugar. A etapa apresentou-se como um espaço de 
interação com estudantes de diferentes escolas, ao mesmo tempo em que pais e 
professores puderam acompanhar e torcer, como ilustra a Figura 2. 
 

Figura 2 - Registros da Grande Final 

 
Fonte: Dados do projeto (2026) 

 
O engajamento gerado pelo 2º PG Play evidencia que jogos de tabuleiro são um 

recurso viável quando o assunto é potencializar a aprendizagem de Matemática, 
como afirma Oliveira (2024), ao destacar que os estudantes ficam mais ativos e 
participantes quando interagem com atividades lúdicas. Ademais, o uso dos jogos 
faz com que os alunos tenham maior autonomia para aprender, tornando-se assim 
protagonistas de sua aprendizagem, perspectiva essa que condiz com a defesa de 
Freire (1996). Os relatos coletados ao final do evento de alunos, pais e professores, 
apresentados no Quadro 2, apontam maior interesse em relação ao uso de jogos de 
tabuleiro, destacando a importância deste recurso na aprendizagem da matemática. 

 
Quadro 2 - Relatos coletados dos professores após as Grande Final 

Participante Contribuição dos Jogos Matemáticos 

P1 Os jogos fortalecem o que o estudante 
já aprendeu e auxiliam nas dificuldades 

P2 O uso de estratégias vai contribuir para 
a resolução de problemas 

P3 Ajuda na participação dos estudantes, e 
desperta o interesse pela disciplina 

Fonte: Dados do projeto LeMA (2026). 
 

Para além das contribuições no âmbito da educação básica, o PG Play 
potencializa práticas inovadoras na formação inicial de professores de matemática 
da UEPG, dada sua participação efetiva na preparação e nas experiências com os 
jogos selecionados e atuação como juízes durante a Grande Final. 
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Resumo 
 

A relação dos estudantes com matemática pode ser marcada por sentimentos de 
medo, insegurança e afastamento por parte dos estudantes, especialmente quando 
a disciplina de matemática é associada à mecanização. É nesse contexto que se 
insere o projeto A Matemática que Acolhe vinculado à disciplina Atividades de 
Extensão Universitária 1. A disciplina contou com a participação de sete estudantes 
e teve como foco o desenvolvimento de atividades envolvendo matemática e 
crianças em acolhimento institucional. A partir dessa experiência, este trabalho tem 
como objetivo relatar e refletir sobre o desenvolvimento do projeto A Matemática que 
Acolhe, destacando as atividades realizadas durante essa experiência extensionista. 
A experiência desenvolvida possibilitou aos participantes vivenciar diferentes etapas 
de um projeto de extensão, desde sua idealização e elaboração coletiva até o 
planejamento e a aplicação das oficinas nas casas de acolhimento.  

 
 
Palavras-chave: educação matemática, projeto de extensão, inclusão social, casas 
de acolhimento, crianças.  
 
Introdução 
 

A relação dos estudantes com matemática pode ser marcada por sentimentos de 
medo, insegurança e afastamento por parte dos estudantes, especialmente quando 
a disciplina de matemática é associada à mecanização e à necessidade de 
entendimento de conteúdos “básicos” para a continuidade no processo de 
aprendizagem (Menezes; Lanuti, 2020). Nesse sentido, a utilização de propostas de 
atividades lúdicas com diferentes recursos pode se constituir como uma 

3Universidade de São Paulo (USP). Doutor em Educação e professor adjunto do Departamento de 
Matemática da Universidade Federal do Paraná (UFPR). 

2Bolsista de mestrado da Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior 
(CAPES).  

1Bolsista CNPq de Iniciação Científica do Programa Institucional de Bolsas de Iniciação Científica 
(PIBIC) 

 
 

231

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



 

oportunidade de aproximar os estudantes de conhecimentos matemáticos, pois pode 
atuar como uma ferramenta pedagógica capaz de aproximar o conhecimento da 
realidade dos sujeitos, favorecendo a construção de sentidos e significados para 
além da mera aplicação de fórmulas ou procedimentos. 

É nesse contexto que se insere o projeto A Matemática que Acolhe vinculado à 
disciplina Atividades de Extensão Universitária 1 ministrada pelo Prof. Elenilton 
Vieira Godoy durante o segundo semestre de 2025 (2025.2) do curso de 
Licenciatura em Matemática da Universidade Federal do Paraná. A disciplina contou 
com a participação de sete estudantes e teve como foco o desenvolvimento de 
atividades envolvendo matemática e crianças em acolhimento institucional. A 
proposta surgiu a partir da orientação de que a turma elaborasse um projeto 
extensionista voltado à comunidade próxima à universidade. 

A partir dessa experiência, este trabalho tem como objetivo relatar e refletir 
sobre o desenvolvimento do projeto A Matemática que Acolhe, destacando as 
atividades realizadas durante essa experiência extensionista.   
 
Resultados  
 

A primeira parte da experiência extensionista do projeto foi desenvolvida na 
Casa de Acolhimento 1, que atende crianças em situação de vulnerabilidade. Foram 
realizadas cinco visitas, sendo a primeira destinada ao reconhecimento do espaço 
físico e as quatro seguintes à realização de oficinas quinzenais. O grupo era 
composto por aproximadamente seis meninos, entre 7 e 11 anos. A participação 
exclusivamente masculina ocorreu por uma orientação da instituição, considerando 
que o grupo de voluntários também era composto por estudantes homens e que, por 
esse motivo, não era recomendado o contato com as meninas acolhidas. 

O primeiro contato com as crianças foi marcado por timidez e insegurança, 
tornando a construção de vínculos um aspecto importante da experiência. Para 
favorecer essa aproximação, foi realizada uma oficina de produção de tintas 
naturais, utilizando cola para dar liga, açafrão em pó, pó de beterraba, corante azul e 
carvão triturado. Durante a produção, as conversas e interações possibilitaram uma 
aproximação gradual, criando maior confiança para os encontros seguintes. 

Com o vínculo estabelecido, foram realizadas a pintura e a montagem de ábacos 
abertos. Durante essa atividade, surgiu um atrito entre os meninos relacionado à 
propriedade das argolinhas pintadas no encontro anterior, situação contornada com 
o apoio da psicóloga da instituição. Posteriormente, foi apresentado o ábaco e seu 
funcionamento, seguido da brincadeira “Nunca Dez”. A atividade despertou grande 
engajamento, especialmente pelo caráter competitivo do jogo, proporcionando uma 
experiência lúdica de aprendizagem matemática. Para encerrar as oficinas, foi 
realizada uma contação de histórias sobre o surgimento do ábaco, retomando de 
forma contextualizada o instrumento trabalhado ao longo dos encontros. 
​ Na segunda Casa de Acolhimento visitada, ocorreram dois momentos, 
organizados de acordo com a disponibilidade da instituição, a fim de não interferir na 
rotina das crianças e adolescentes. As duas visitas ocorreram com uma semana de 
diferença, ambas ao sábado pela manhã, após o café das crianças e antes do seu 
horário de almoço. ​  

Durante o primeiro encontro, houve uma breve introdução sobre a história do 
ábaco e a oficina de criação de tintas naturais, momento em que foi possível 
estabelecer uma aproximação com as crianças sem a introdução imediata de 
conceitos matemáticos. Assim, após o período inicial de conversa, foram 
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apresentados diferentes materiais para a confecção das tintas e, em conjunto, 
ocorreu a criação de diferentes pigmentos e misturas escolhidos pelas crianças. 

No decorrer da oficina, foi perceptível que algumas ideias do planejamento inicial 
necessitariam de adaptação, como, por exemplo, a mudança das argolas do ábaco 
que, anteriormente, seriam confeccionadas com revistas e jornais reutilizados. Por 
conta do maior número de crianças e adolescentes, houve a alteração para a 
construção de argolas a partir de uma massa de cola e de amido. Mesmo com o 
imprevisto, a mudança se mostrou oportuna, uma vez que foi possível ampliar o 
caráter de manipulação concreta do material, o que pareceu agradar às crianças. 
​ Desse modo, após a criação das argolas, ocorreu o momento de pintura e de 
escolha da base do ábaco, formada a partir de caixas de ovos cortadas. Cada aluno 
escolheu e pintou sua própria caixa e suas respectivas argolas. Após a finalização 
da atividade, todos os materiais foram deixados para secar em um ambiente fechado 
da instituição. Por fim, foi explicado para as crianças que, no próximo encontro, o 
ábaco seria utilizado para “fazer matemática”, expressão que as crianças 
mencionaram durante a oficina. 
​ No segundo e último encontro, após o momento inicial de conversa, as 
crianças foram orientadas para montarem seus ábacos e, após isso, se iniciaria a 
explicação do uso do ábaco com exemplos que as próprias crianças sugeriram. Para 
finalizar a oficina, iniciou-se um momento de contação de histórias em que um dos 
licenciandos presentes começou a apresentar a ideia de contagem a partir dos 
elementos da história. No decorrer dessa atividade, as crianças eram estimuladas a 
responder, sempre com o auxílio do ábaco, problemas presentes na história que 
envolviam a matematização. Ao final, ocorreu o momento de despedida, em que as 
crianças expressaram a sua relação com a atividade através de desenhos, textos e 
pinturas. 
 
Considerações Finais 

 
A experiência desenvolvida possibilitou aos participantes vivenciar diferentes 

etapas de um projeto de extensão, desde sua idealização e elaboração coletiva até 
o planejamento e a aplicação das oficinas nas casas de acolhimento. A vivência 
possibilitou compreender que a atuação extensionista não se limita à execução das 
atividades previamente planejadas, exigindo sensibilidade para lidar com as relações 
estabelecidas e com as situações que surgem no decorrer da prática. O contato com 
as crianças também evidenciou a importância da construção de vínculos e do uso de 
estratégias lúdicas para aproximar a matemática do cotidiano e das experiências dos 
participantes. 

Dessa forma, considera-se que o projeto alcançou seu propósito ao articular a 
formação universitária, a prática extensionista e a construção de experiências 
matemáticas lúdicas em um espaço educativo não escolar. Para além dos 
conhecimentos matemáticos trabalhados nas oficinas, a experiência proporcionou 
aos participantes aprendizagens relacionadas à escuta, à sensibilidade, ao 
planejamento, à adaptação e ao trabalho coletivo. 
 
Referências 

 
MENEZES, L. M; LANUTI, J. E. D. O. E. O ensino de Matemática em uma  

perspectiva inclusiva: desafios e possibilidades. Projeto de Iniciação Científica 
– Universidade Federal de Mato Grosso do Sul, Campo Grande, 2020. 
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Resumo 
 

O ARReMat - Ateliê de Raciocínio e Recreação em Matemática, vinculado ao 
projeto LeMA (Licenciandos em Matemática em Ação) da Universidade Estadual de 
Ponta Grossa (UEPG) é uma ação extensionista que busca intensificar e consolidar 
a aprendizagem Matemática por meio de atividades recreativas. A ação abrange 
escolas públicas e privadas, do Ensino Fundamental I ao Ensino Superior, além de 
instituições não formais de ensino, promovendo a popularização da Matemática e 
oferecendo recursos metodológicos para os professores. Dentre as edições 
realizadas em 2026, destaca-se a atividade: “Brincando com os números inteiros” 
aplicada em uma turma do 7º ano de uma escola de Ponta Grossa - PR. Os 
participantes demonstraram avanços significativos na compreensão dos conceitos e 
operações envolvendo números inteiros, confirmando o potencial de atividades 
lúdicas e recreativas para favorecer a aprendizagem significativa e transformar a 
relação dos estudantes com a Matemática. 

 
 
Palavras-chave: Raciocínio matemático, Matemática Recreativa, Educação 
Matemática, Jogos. 
 
Introdução 
 

A dificuldade de aprendizagem de Matemática na educação básica é um 
problema estrutural, gerado por lacunas nos anos iniciais, baixos resultados em 
avaliações nacionais, metodologias pouco eficazes e desvalorização da educação e 

5Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professora do Departamento de Matemática e 
Estatística e supervisora do projeto LeMA. 

4Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professor do Departamento de Matemática e 
Estatística e coordenador do projeto LeMA. 

3Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação. 
2Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação. 
1Voluntária do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação. 
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da profissão professor. Para superar esse quadro, dentre tantas ações necessárias, 
são necessárias propostas de ensino mais eficazes e inovadoras. 

A disciplina de Matemática, apesar de imprescindível para o desenvolvimento 
cognitivo e a formação cidadã, é frequentemente percebida pelos estudantes como 
entediante, difícil e desmotivadora. Segundo Jesus (2026), as dificuldades não 
podem ser reduzidas a déficits individuais ou limitações inatas, mas devem ser 
examinadas à luz das práticas didáticas, das concepções epistemológicas que 
orientam o ensino e das condições institucionais em que a aprendizagem ocorre. Ou 
seja, o problema não está somente relacionado aos alunos, mas também às formas 
pelas quais o ensino é estruturado. 

Para contribuir para a  superação das dificuldades no ensino de Matemática, 
surge o ARReMat - Ateliê de Raciocínio e Recreação em Matemática, uma ação 
vinculada ao projeto LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação6. O ARReMat 
tem como principal objetivo intensificar e consolidar conteúdos matemáticos através 
de práticas recreativas, principalmente daqueles que costumam apresentar maior 
dificuldade para os estudantes. Essa proposta parte do princípio de que a ludicidade 
estimula a criatividade, a curiosidade, o raciocínio lógico, favorecendo assim um 
aprendizado mais concretizado e significativo. 

O ARReMat é organizado no formato de uma prática de desafios matemáticos, 
utilizando recursos pedagógicos analógicos e digitais. A seleção do conteúdo 
acontece a partir de uma escuta com a comunidade, em que professores da 
educação básica procuram o projeto solicitando intervenções pedagógicas para 
suprir ou complementar a aprendizagem de conteúdos com maior dificuldade, 
atendendo  alunos do Ensino Fundamental, Médio e Superior, além de instituições 
não formais de ensino. Nessas atividades, busca-se reforçar a aprendizagem e 
apresentar diferentes abordagens para tais conteúdos, utilizando fortemente 
estratégias da Matemática Recreativa. Dessa forma, o ARReMat segue contribuindo 
para a intensificação e consolidação do aprendizado dos alunos e contribuindo para 
a valorização da Matemática como instrumento de desenvolvimento intelectual. Ao 
integrar ensino, extensão e ludicidade, o projeto reforça a importância de se utilizar 
metodologias inovadoras para enfrentar os desafios da aprendizagem matemática e 
contribuir para uma relação mais positiva entre os alunos e a disciplina.  

 
Resultados Principais 
 

Uma das ações do ARReMat em 2026 foi a atividade “Brincando com os 
Números Inteiros”,  realizada com 39 alunos do 7º ano do Ensino Fundamental II 
nas dependências da UEPG. A prática foi organizada a pedido de uma escola que 
identificava dificuldades recorrentes dos alunos em relação à assimilação do 
conceito, da representação e das operações com números inteiros. O Quadro 1 
apresenta os 5 desafios presentes nesta ação. 

 
Quadro 1: Desafios propostos no “Brincando com os Números Inteiros” 

Desafio: Objetivo: 

Jogo da Memória Contextualizar os números inteiros. 

6 Mais informações, como regulamento, estão em: https://sites.google.com/uepg.br/lemauepg/arremat 
Acesso em: 14 ago. 2026. 
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Corrida na reta numérica Visão espacial dos números inteiros. 

Flash anzan Cálculo mental com números inteiros. 

No alvo Operações com inteiros. 

Ábaco dos inteiros Assimilação visual das operações.  
Fonte: Dados do projeto. 

 
A Figura 1 apresenta registros da participação dos estudantes durante a prática, 

nos quais é possível visualizar também a mediação dos acadêmicos extensionistas. 
 

Figura 1 - Registros da participação dos estudantes durante o ARReMat 

  

Fonte: Acervo do projeto (2026) 
 

Após a prática, os estudantes responderam a um questionário sobre suas 
experiências. A Figura 2 apresenta dados relativos à pergunta: Pensando no que 
jogamos hoje, aprender números inteiros ficou:  
 
Figura 2 - Dados do formulário do ARReMat: “Brincando com os Números Inteiros” 

 
Fonte: Dados do projeto (2026) 

 
Ao unir raciocínio lógico e recreação, o projeto não apenas facilita a assimilação 

de conteúdos, mas também contribui para a construção de uma relação mais 
saudável e motivadora com a Matemática, corroborando as contribuições Smole, 
Diniz e Cândido (2007). A introdução de atividades lúdicas no ensino permite ao 
aluno “interagir com seus pares, desenvolvendo o raciocínio lógico [...] ao mesmo 
tempo em que transforma a percepção da matemática em uma atividade 
motivadora” (p. 12), realçando a proposição de metodologias inovadoras capazes de 
transformar dificuldades em oportunidades de aprendizado significativo. 
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Resumo 
Este trabalho apresenta uma reflexão sobre a oficina “Numeramento como 

prática social”, desenvolvida com mulheres trabalhadoras da limpeza da 
Universidade Federal do Paraná (UFPR), no âmbito do projeto “Desinvisibilizar 
saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade pública". A proposta parte 
da compreensão de que os conhecimentos matemáticos estão presentes em 
diferentes práticas sociais e cotidianas, embora nem sempre sejam reconhecidos 
como saberes matemáticos. Nesse sentido, a pesquisa justifica-se pela necessidade 
de valorizar e tornar visíveis os conhecimentos construídos pelas trabalhadoras em 
suas experiências de vida e trabalho. O objetivo foi identificar e discutir práticas de 
numeramento presentes no cotidiano das participantes, reconhecendo seus saberes 
e suas diferentes formas de mobilizar a matemática. A oficina foi organizada a partir 
de uma roda de conversa e de atividades práticas com bordados e miçangas, 
explorando conceitos como contagem, sequência, padrões, estimativa, organização 
e planejamento. Ao final, as participantes relacionaram a matemática a situações 
como organização do tempo, cronogramas, salário e descontos, escolhas 
financeiras, porcentagem e planejamento. Os resultados evidenciam que o 

1Voluntária do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

2Bolsista do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

3Voluntária do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

4Voluntário do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

5Voluntária do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

6Bolsista do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

7Voluntária do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

8Bolsista do projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade 
pública 

9Universidade de São Paulo (USP), Doutora em Educação e professora adjunta do Departamento 
de Matemática da Universidade Federal do Paraná (UFPR). 
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numeramento está presente em diversas dimensões da vida cotidiana, contribuindo 
para a valorização de conhecimentos que, muitas vezes, permanecem 
invisibilizados. 

 
Palavras-chave: numeramento; práticas sociais; mulheres trabalhadoras; educação 
matemática; saberes cotidianos. 
 
Introdução 
 

O trabalho de limpeza constitui uma atividade indispensável para o 
funcionamento da universidade pública, embora seja frequentemente invisibilizado 
no cotidiano institucional. Na Universidade Federal do Paraná (UFPR), esse trabalho 
é desempenhado majoritariamente por mulheres, muitas delas atravessadas por 
desigualdades relacionadas ao gênero, raça, classe e escolarização. Nesse 
contexto, O projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a 
universidade pública propõe justamente a criação de espaços de escuta e partilha, 
reconhecendo os saberes experienciais dessas trabalhadoras como conhecimentos 
legítimos. 

Entre os diferentes saberes mobilizados pelas participantes, adquiridos ao longo 
de sete oficinas, destacaremos neste resumo as práticas de numeramento. As 
práticas matemáticas estão presentes em diferentes situações da vida cotidiana, 
ainda que nem sempre sejam reconhecidas como formas de conhecimento. Nesse 
sentido, o numeramento pode ser compreendido para além da aquisição de 
habilidades matemáticas escolares, considerando os modos como as pessoas 
mobilizam conhecimentos matemáticos em suas experiências e interações sociais. 
Para Fonseca (2004) e Yasukawa et al. (2018), as práticas de numeramento estão 
relacionadas aos contextos sociais e culturais nos quais os sujeitos estão inseridos, 
valorizando aquilo que fazem com a matemática em situações concretas.  

A partir dessa perspectiva, este trabalho apresenta reflexões decorrentes da 
oficina de numeramento realizada com as trabalhadoras da limpeza da UFPR, 
tomando como foco os saberes matemáticos mobilizados em suas experiências 
cotidianas, mas também nos saberes matemáticos existentes em artesanatos, que 
serviram de apoio prático para a oficina. A oficina foi desenvolvida como espaço de 
diálogo, compartilhamento e reconhecimento de práticas que, embora fundamentais 
para a realização de suas atividades, muitas vezes não são legitimadas como 
formas de conhecimento. Assim, busca-se evidenciar como o numeramento se 
constitui nas práticas sociais dessas mulheres, além de apresentá-las a matemática 
presente em práticas de artesanato, contribuindo para o processo de 
desinvibilização de seus saberes e reconhecimento de seu pertencimento no espaço 
da universidade. 
 
Resultados principais 
 

A oficina se iniciou numa roda de conversa, instigada por perguntas como: “em 
quais momentos do trabalho vocês precisam contar, organizar ou calcular?”; ”como 
organizam o tempo para realizar suas tarefas”; “como dividem os espaços que 
precisam limpar?”; “como calculam as quantidades de produtos de limpeza?”, na 
qual as participantes foram convidadas a refletir sobre situações do cotidiano de 
trabalho em que mobilizam conhecimentos matemáticos. Em seguida, as 
participantes foram organizadas em duas estações de atividades: bordados e 
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miçangas. A partir da observação de bordados do tipo Sashiko, foram discutidos 
padrões, repetições, sequências, contagem e organização, relacionando esses 
elementos às práticas realizadas pelas próprias participantes. 

Na estação das miçangas, a proposta consistiu na construção de uma pulseira 
cuja sequência de cores, formas e quantidades representasse aspectos 
significativos de suas histórias de vida. A atividade possibilitou discutir diferentes 
estratégias de contagem, estimativa, organização, planejamento e identificação de 
padrões, especialmente durante a definição da quantidade de miçangas e do espaço 
disponível para a construção. Dessa forma, as atividades práticas possibilitaram 
evidenciar que conhecimentos matemáticos são mobilizados em diferentes 
situações, ainda que nem sempre sejam reconhecidos como matemática. 

Ao final da oficina, foi realizado um momento de compartilhamento, no qual as 
participantes refletiram sobre as estratégias utilizadas durante as atividades e sobre 
a presença da matemática em seu cotidiano. As palavras apresentadas no 
encerramento (como sequência, contagem, padrão, planejamento, ordenação, 
cronograma, tempo para limpar, salário/desconto salarial e escolhas financeiras) 
sintetizaram diferentes formas pelas quais as participantes reconhecem a 
matemática em suas experiências. Assim, a oficina constituiu-se como um espaço 
de valorização dos saberes experienciais, evidenciando o numeramento como uma 
prática social presente nas atividades cotidianas e profissionais das trabalhadoras. 

Os resultados da oficina evidenciaram a presença de diferentes práticas de 
numeramento nas experiências cotidianas das trabalhadoras da limpeza. Durante as 
discussões e atividades, as participantes reconheceram que mobilizam 
conhecimentos relacionados à contagem, sequência, organização, planejamento, 
identificação de padrões e estimativas, tanto no trabalho quanto em outras situações 
de suas vidas. As atividades com bordados e miçangas possibilitaram tornar visíveis 
esses conhecimentos, especialmente por meio da observação e construção de 
padrões, da organização de sequências e da definição de quantidades. Nesse 
sentido, a atividade permitiu perceber que o conhecimento matemático não se 
restringe às situações escolares, estando presente em práticas desenvolvidas pelas 
participantes a partir de suas experiências. 

No momento final de compartilhamento, as participantes associaram a 
matemática a diferentes situações de seu cotidiano, destacando aspectos como 
salário e descontos salariais, escolhas financeiras, cronogramas, tempo para realizar 
as tarefas, organização de como chegar aos lugares, ordenação, contagem e 
planejamento. Esses apontamentos reforçam a compreensão do numeramento 
como prática social, uma vez que os conhecimentos matemáticos identificados pelas 
participantes estão relacionados a situações concretas e significativas de suas vidas. 
Assim, a oficina contribuiu para evidenciar e valorizar saberes que, embora 
presentes em suas práticas cotidianas, muitas vezes permanecem invisibilizados. 
 
Referências 
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Resumo 
 

Este trabalho apresenta o relato de experiência da atividade "Detetives da Baía", 
desenvolvida e aplicada por nós com uma turma do Ensino Fundamental para 
trabalhar conceitos matemáticos junto com a educação ambiental no contexto da Baía 

de Paranaguá. O objetivo foi praticar a contagem, a separação de dados, operações 
simples de adição e a montagem de gráficos de barras a partir de uma dinâmica de 

coleta e separação do lixo. A atividade foi realizada em co-docência (em trio), dividindo 
a aula em momentos de conversa inicial, dinâmica prática e registro no papel. Como 
resultado, os alunos se mostraram super engajados, conseguiram relacionar a 

contagem do lixo com o cuidado com os animais da nossa região e entenderam os 
conteúdos de forma leve e prática. 

 
 
Palavras-chave: Matemática Ambiental, Sustentabilidade, Conscientização e 

Cidadania. 
 

Introdução 
 

Juntar a Matemática com a Educação Ambiental é uma forma eficiente de 

aproximar o conteúdo escolar da realidade viva dos alunos. Conforme destaca Santos 
(2022), a articulação entre a matemática e a pauta ambiental fortalece os processos 

de alfabetização e letramento matemático, permitindo integrar ferramentas numéricas 
à leitura crítica de problemas ecológicos no cotidiano da sala de aula. 

Nessa perspectiva, D’Ambrosio (2018) defende que o ensino de matemática deve 

ser contextualizado e voltado à formação cidadã e à sustentabilidade, preparando os 
estudantes para responder às ameaças socioambientais do seu próprio ambiente. 

Aqui no nosso litoral, abordar a preservação do ecossistema e da fauna da Baía de 
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Paranaguá (como botos, golfinhos e caranguejos) através de dados matemáticos 

conecta o aprendizado à vivência direta das crianças.  
A partir desses pressupostos, preparamos e aplicamos a atividade "Detetives da 

Baía", no Colégio Estadual Cidália Rebello Gomes, em uma turma de 6º ano, Ilha de 
Valadares, no Município de Paranaguá. A regência foi conduzida pelos três discentes 
(Caroline, Isabela e Flávio) em regime de co-docência. Esse formato compartilhado 

permitiu acompanhar de perto cada etapa da mediação pedagógica, facilitando o 
apoio individualizado durante a manipulação dos materiais e a representação gráfica 

dos dados coletados. 
A atividade foi dividida em quatro (4) momentos:  
No primeiro momento foi realizada uma reflexão com os alunos sobre a importância 

da preservação do meio ambiente no local onde eles moram, que é uma comunidade 
insular e, sobre a separação de resíduos em lixeiras ecológicas. Nesse momento a 

proposta foi transformar os alunos em "investigadores ambientais" que tinham a 
missão de proteger o ecossistema local. 

No segundo momento separamos a turma em equipes de 3 (três) alunos, 

distribuímos o material que continha: uma folha plastificada com uma ilustração da 
baía com colagens de figuras representando sólidos, domésticos, descartados 

indevidamente.  
No terceiro momento as equipes começaram a separação das figuras, colocando 

em lixeiras ecológicas, usando o processo de contagem e a classificação de resíduos 

sólidos.  
No quarto momento realizaram a aplicação da matemática, através da estatística, 

construindo gráficos de barras simples.  
Essa atividade veio contribuir diretamente para a nossa formação acadêmica, pois 

vivenciar a co-docência em um contexto real de sala de aula nos permitiu aprimorar a 

gestão do tempo, a mediação pedagógica e o trabalho colaborativo entre os regentes. 
Para os alunos do 6º ano, a experiência mostrou-se altamente engajadora: o caráter 

investigativo e a forte relação com a realidade da Ilha de Valadares transformaram a 
matemática em algo concreto e significativo. Ao associarem a coleta e organização 
de dados à preservação do seu próprio território, os estudantes demonstraram grande 

interesse, participação ativa e facilidade na compreensão da estatística e da 
classificação dos resíduos. 
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Resumo 
O projeto “Detetives do Consumidor: Matemática, Educação Financeira e Defesa dos Direitos nas 
Compras” foi desenvolvido com estudantes do 8º ano do Ensino Fundamental com o propósito de 
aproximar conteúdos escolares de situações concretas de consumo. A proposta articulou 
Educação Financeira, raciocínio lógico, análise de informações, tomada de decisão e 
conhecimentos básicos do Código de Defesa do Consumidor (CDC), instituído pela Lei nº 
8.078/1990. A oficina foi aplicada nas turmas 8º A, 8º B e 8º D da Escola Cívico-Militar Professor 
Vidal Vanhoni. Em cada turma, os estudantes foram organizados em cinco grupos de cinco a seis 
integrantes, totalizando quinze grupos. Cada equipe recebeu um caso fictício de conflito de 
consumo, preencheu uma ficha de investigação e analisou o problema, as provas disponíveis, os 
direitos envolvidos e as possíveis formas de resolução. Na etapa seguinte, os grupos 
representaram um mini tribunal do consumidor, assumindo papéis como consumidor, fornecedor, 
advogados, juiz e júri. Observou-se elevada participação e boa aceitação das turmas, com 
envolvimento nas discussões e apresentações. A atividade também foi organizada de modo a 
favorecer a participação de estudantes com necessidades educacionais específicas. A experiência 
evidencia a possibilidade de trabalhar Educação Financeira de forma contextualizada, colaborativa 
e vinculada à formação cidadã. 

 
 

Palavras-chave: Educação Financeira; Educação Matemática; consumo consciente; 
metodologia ativa; cidadania. 

 
Introdução 
 
A Educação Financeira pode ser trabalhada na escola para além do cálculo de 

valores, porcentagens ou planejamento de gastos, envolvendo também leitura crítica 
de situações de consumo e tomada de decisões fundamentadas. Nesse sentido, o 
projeto “Detetives do Consumidor: Matemática, Educação Financeira e Defesa dos 
Direitos nas Compras” foi elaborado para aproximar os conteúdos escolares de 
situações presentes no cotidiano dos estudantes, como compras pela internet, 
produtos com defeito, atrasos na entrega, serviços que não correspondem ao 
anunciado e conflitos entre consumidores e fornecedores. 

A proposta dialoga com D’Ambrosio (1996), ao valorizar uma prática de Educação 
Matemática conectada a situações significativas e à realidade social dos estudantes, 
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e com Vigotski (2007), ao considerar a interação entre os sujeitos e a mediação 
docente como elementos importantes do processo de aprendizagem. Esses 
referenciais sustentam a escolha por problemas contextualizados, trabalho 
colaborativo e construção coletiva de argumentos durante a oficina. 

A proposta foi desenvolvida com estudantes do 8º ano do Ensino Fundamental da 
Escola Cívico-Militar Professor Vidal Vanhoni, nas turmas 8º A, 8º B e 8º D. Antes da 
atividade prática, foram realizadas duas aulas sobre situações de consumo e 
princípios básicos do Código de Defesa do Consumidor (CDC), instituído pela Lei nº 
8.078/1990 (BRASIL, 1990). Foram abordados o direito à informação, o cumprimento 
da oferta, a responsabilidade do fornecedor, a importância das provas e as 
possibilidades de solução diante de conflitos de consumo. 

A oficina foi estruturada como uma atividade colaborativa de resolução de 
problemas. Em cada turma foram formados cinco grupos, com cinco a seis 
integrantes. Cada equipe recebeu um entre quatro casos fictícios: um controle de 
videogame anunciado como compatível que não funcionava; um livro comprado pela 
internet com entrega atrasada; a proibição de entrada em um cinema com alimento 
comprado em outro estabelecimento; e um serviço de internet cuja velocidade 
entregue era muito inferior à contratada. Os casos foram selecionados por sua 
proximidade com situações cotidianas e por permitirem diferentes formas de análise 
e argumentação. 

Na primeira etapa, os grupos preencheram uma ficha de investigação. As 
questões orientadoras solicitavam a identificação do problema, do possível prejuízo, 
das provas disponíveis, do primeiro passo para buscar uma solução, da providência 
que poderia ser solicitada e do órgão ou canal a procurar caso o conflito não fosse 
resolvido. A atividade mobilizou leitura e interpretação de informações, organização 
de dados, comparação de situações, raciocínio lógico, argumentação e tomada de 
decisão, relacionando esses processos à Educação Financeira e ao consumo 
consciente. 

Após a investigação, cada grupo elaborou um roteiro e apresentou um “Mini 
Tribunal do Consumidor”. Os estudantes assumiram os papéis de consumidor, 
fornecedor, advogado do consumidor, advogado do fornecedor, juiz e, quando havia 
integrante adicional, júri. O juiz conduzia a apresentação, ouvia as versões e as 
defesas e apresentava um veredito final com base no caso e nas orientações do CDC. 
Durante o processo, houve mediação da professora para orientar a leitura, esclarecer 
dúvidas e estimular a participação. A organização considerou diferentes formas de 
participação, com instruções escritas, funções definidas e apoio de intérprete na turma 
em que havia estudante surdo. 

 
Resultados Principais 
 
A oficina foi realizada nas três turmas previstas, com cinco grupos em cada uma, 

totalizando quinze grupos. Durante a aplicação, observou-se alto envolvimento dos 
estudantes no preenchimento das fichas, na preparação dos roteiros e na 
apresentação dos mini tribunais. As turmas demonstraram interesse pelos casos, 
discutiram possibilidades de solução e distribuíram os papéis de forma colaborativa. 

As apresentações permitiram transformar a análise escrita em argumentação oral. 
Ao representar consumidores, fornecedores, advogados, juízes e júris, os grupos 
precisaram organizar informações, selecionar provas, defender pontos de vista e 
justificar decisões. Esse formato favoreceu a participação ativa e aproximou a 
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Educação Financeira de situações concretas, nas quais escolhas, prejuízos, ofertas, 
serviços e direitos precisam ser analisados antes de uma decisão. 

Outro resultado relevante foi a adaptação da dinâmica às características dos 
estudantes. A divisão clara das funções, o apoio visual das fichas e as diferentes 
formas de participação favoreceram uma organização inclusiva. Na turma em que 
havia estudante surdo, a intérprete realizou a tradução, possibilitando sua participação 
no trabalho coletivo e na apresentação. 

A avaliação ocorreu de forma processual e predominantemente qualitativa. As 
duas aulas anteriores à oficina forneceram a base conceitual para a análise dos casos. 
Durante a atividade, foram observados participação, envolvimento, capacidade de 
argumentação, identificação dos direitos do consumidor, utilização de provas e 
proposição de soluções. Ao final, as produções e apresentações dos grupos 
integraram o processo avaliativo das turmas e receberam nota. Como não foram 
aplicados instrumentos equivalentes de pré-teste e pós-teste, não se pretende 
mensurar quantitativamente o ganho de aprendizagem; contudo, a qualidade das 
discussões, das produções e do desempenho nos mini tribunais indicou compreensão 
dos conteúdos trabalhados. A experiência nas três turmas sugere potencial de 
adaptação da proposta a outros contextos do Ensino Fundamental. Como 
continuidade, pode-se propor a produção coletiva de um guia do consumidor 
consciente, ampliando a articulação entre Matemática, Educação Financeira e 
cidadania. 
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Resumo 

 

A formação continuada de professores/as da Educação de Jovens, Adultos e 

Idosos (EJA) constitui um aspecto importante e fundamental para o desenvolvimento 

da prática docente de professores/as. Pensando nisso, o projeto de extensão “A 

matemática na Educação de Jovens, Adultos e Idosos” visa formar professores que 

ensinam matemática na EJA, acompanhando as práticas compartilhadas, 

experiencias e discussões de professores/as da EJA de diferentes estados brasileiros. 

A participação no projeto é de suma importância para discentes que cursam 

matemática e pedagogia na Universidade Federal do Paraná, pela possibilidade de 

aproximar os discentes da graduação da modalidade EJA. Os resultados evidenciam 

que a participação no projeto possibilita conhecer diferentes experiências de 

professores que trabalham na EJA, além de promover reflexões sobre as práticas 

pedagógicas desenvolvidas nessa modalidade e seus diversos desafios.  

 
 
Palavras-chave: EJA, Educação Matemática, formação continuada de professores, 
extensão. 
 

Introdução 
 

A Educação de Jovens, Adultos e Idosos (EJA) ocupa lugar importante nas 
políticas educacionais brasileiras ao garantir o direito à escolarização para sujeitos 
que não tiveram acesso ou continuidade de estudos na idade considerada regular. 

 
1Voluntários do projeto de extensão A matemática na Educação de Jovens, Adultos e Idosos. 
2Bolsista do projeto de extensão A matemática na Educação de Jovens, Adultos e Idosos. 
3Universidade Federal do Paraná. Docente do Departamento de Matemática. 
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Entretanto, a modalidade enfrenta desafios relacionados às condições de oferta, à 
organização curricular e à formação de professores. Segundo Julio Emílio Diniz-
Pereira (2011, p.3) “[…] podemos afirmar que, no caso da profissão docente, 
particularmente quanto aos cursos de formação de professores, já existiam nas 
décadas de 1980 e 1990 nítidos sinais de uma profunda crise do magistério no Brasil.”  

Olhando para a formação de professores, o projeto de extensão “A matemática 
na Educação de Jovens, Adultos e Idosos”, vinculado ao Departamento de 
Matemática (DMAT), da Universidade Federal do Paraná (UFPR), com parceria do 
Instituto de Matemática e Estatística (IME-USP), tem por objetivo acompanhar um 
curso de extensão para professores que atuam na EJA e ensinam matemática nessa 
modalidade. O curso reúne professores de diferentes estados brasileiros, onde 
lecionam em escolas públicas federais, estaduais, municipais e escolas privadas. 
Segundo a Lei de Diretrizes e Bases de Educação Básica (Brasil, 1996, p.48): 

 
 Art. 65.  A formação docente, exceto para a educação superior, 
incluirá prática de ensino de, no mínimo, trezentas horas. 

 
Os encontros do curso são realizados de forma remota, totalizando dez encontros, 

com duração de duas horas cada. A proposta consiste em criar espaços de diálogo, 
reflexão e compartilhamento de práticas pedagógicas, considerando as 
especificidades da Educação Matemática na EJA e os diferentes contextos e 
territórios em que os professores participantes desenvolvem seu trabalho. 

O projeto além de envolver estudos teóricos, envolve a sistematização de práticas 
docentes, análise de documentos curriculares e acompanhamento das experiências 
compartilhadas pelos participantes, valorizando os saberes produzidos nos cotidianos 
escolares. Nesse sentido, a extensão também possibilita uma aproximação entre a 
formação acadêmica dos estudantes de graduação em Matemática e Pedagogia e a 
realidade da EJA. A participação no projeto permite acompanhar discussões sobre 
questões específicas dessa modalidade, conhecer diferentes experiências docentes 
e refletir sobre práticas desenvolvidas em sala de aula. As experiências 
compartilhadas contribuem, assim, para ampliar a formação acadêmica e social 
dos/as futuros/as professores/as. Segundo Lurdes Serrazina e Isolina Oliveira (2001, 
p.5), os professores sentem-se motivados pela necessidade de construir o seu próprio 
conhecimento sobre aspectos que são fundamentais para a sua profissão. 

A interdisciplinaridade presente no projeto também se mostra fundamental para 
compreender diferentes possibilidades de ensino e aprendizagem que, muitas vezes, 
não são contempladas de maneira aprofundada na formação inicial. Tanto na 
pedagogia quanto na matemática, não há um estudo aprofundado de disciplina em 
específico sobre as particularidades do ensino destinado a jovens, adultos e idosos. 
Dessa forma, o projeto contribui para aproximar essas duas áreas do conhecimento, 
promovendo uma formação mais ampla e sensível às necessidades dos/as 
estudantes da EJA. 

Um aspecto que chama a atenção nas experiências compartilhadas dos/as 
professores/as, é a relação de cuidado e valorização dos saberes dos/as estudantes. 
Para eles/as, um avanço significa muito, a cada dia, a cada coisa novo conhecimento 
compartilhado.  Os estudantes da EJA, conforme compartilhado por docentes 
cursistas, são incentivados a reconhecer outras matemáticas, a conhecer uma relação 
diferente que foge do tradicional de contas e problemas, seja tentando os ajudar a 
pensar financeiramente, relacionar com o trabalho ou até mesmo mostrar que o 
estudante não chega à sala de aula sem conhecimento matemático. Ao contrário do 
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que nós licenciandos/as acompanhamos em escolas regulares, os/as estudantes da 
EJA trazem as experiências de vida para dentro da sala de aula, as experiências de 
trabalho e outras diferentes formas de resolver problemas.  O curso de extensão, a 
partir do que professores/as fazem nas salas de aula da EJA, evidencia a importância 
que é escutar a história de vida e valorizar os saberes dos/as estudantes da EJA.  

Além de contribuir para a formação continuada de professores/as da educação 
básica, o projeto também fortalece a formação inicial de estudantes de graduação 
envolvidos nas ações extensionistas, promovendo a articulação entre ensino, 
pesquisa e extensão. A iniciativa fundamenta-se em princípios de interação dialógica, 
interdisciplinaridade e compromisso social, buscando contribuir para práticas 
matemáticas mais inclusivas, contextualizadas e comprometidas com os/as 
estudantes jovens, adultos e idosos da EJA. 
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Resumo 
 

Neste projeto, o grupo entende a avaliação como um processo. O objetivo deste 
projeto do Licenciar é estudar instrumentos de avaliação alternativos à prova escrita 
tradicional, analisando produções de estudantes da educação básica. Diante desses 
instrumentos, foi escolhida a “Carta para a Tia”, elaborada com a finalidade de 
oportunizar um ambiente seguro para o estudante relatar suas experiências 
cotidianas relacionadas à matemática. Até o momento, a “Carta para a Tia” foi 
aplicada em uma turma de 4° ano do Ensino Médio do Instituto Federal do Paraná - 
campus Capanema, que possui 21 estudantes. Neste resumo serão apresentadas 
cinco análises, referentes a cinco cartas diferentes. 

 
 
Palavras-chave: Educação Matemática, Avaliação da Aprendizagem Escolar, 
Instrumentos de Avaliação, Programa Licenciar. 
 
Considerações iniciais 
 

Neste projeto do Programa Licenciar, denominado “Instrumentos de Avaliação 
em Matemática”, o grupo entende a avaliação como um processo (Buriasco; Silva, 
2023) e que a avaliação também é tomada como prática de investigação e como 
oportunidade de aprendizagem. Sendo assim, o objetivo deste projeto é estudar 
instrumentos de avaliação alternativos à prova escrita, analisando produções de 

4 Universidade Federal do Paraná. Mestra em Educação em Ciências e em Matemática.  
3 Universidade Federal do Paraná. Doutor em Ensino de Ciências e Educação Matemática. 
2 Voluntária do Programa Licenciar, Projeto Instrumentos de Avaliação em Matemática. 
1 Bolsista do Programa Licenciar, Projeto Instrumentos de Avaliação em Matemática. 
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estudantes da Educação Básica. Entre os instrumentos de avaliação estudados pelo 
projeto ao longo do ano de 2026, foi escolhida a “Carta para a Tia” (Santos, 2008), 
elaborada com o intuito de oportunizar um ambiente seguro para o estudante relatar 
suas experiências com matemática.  
 
Análise das “Cartas para a Tia” 
 

A “Carta para a Tia” foi aplicada em uma turma de Ensino Médio que possui 21 
estudantes. Após a aplicação, as cartas foram codificadas e, posteriormente, cada 
participante do projeto ficou responsável por analisar uma quantidade de cartas, de 
forma que cada carta foi analisada por ao menos dois membros da equipe. Das 
cartas analisadas, alguns excertos foram selecionados para serem discutidos neste 
trabalho. Esta é uma pesquisa em desenvolvimento. O enunciado da carta foi 
elaborado pela coorientadora deste trabalho e professora da turma, com o intuito de 
que os estudantes explorassem os conceitos estudados nas aulas de Matemática, 
em 2026. Foi solicitado também que utilizassem ilustrações e cálculos que não 
fossem uma cópia direta do caderno, além de apresentar aspectos emocionais e 
reflexões em relação aos conteúdos estudados. Diante disso, nas figuras abaixo são 
apresentados os excertos selecionados das cartas analisadas.  
 

Figura 1 - Excerto da carta AE05CT1. 

 
Fonte: Acervo LEAMat. 

 
Ao longo da carta, o estudante mostra um possível apreço pela matemática. Ao 

usar termos como "deixou de ser uma grade de fórmulas no quadro e passou a ser 
um verdadeiro exercício de organização do pensamento", "a beleza real surgiu 
quando passamos a investigar como as coisas se organizam" e "fascinante conectar 
isso com o cotidiano", o estudante apresenta um bom aproveitamento dos seus 
momentos com a disciplina.  

 
Figura 2 - Excerto da carta AE09CT1. 

 
Fonte: Acervo LEAMat. 

 
Este excerto permite observar e refletir os diversos aspectos (método de estudo, 

nervosismo, tempo, entre outros) que podem ter influenciado no desempenho dos 
estudantes, mesmo que tenham compartilhado momentos de estudos.  

 
Figura 3 - Excerto da carta AE11CT1. 

 
 

252

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

V
E

R
S

Ã
O

P
R

O
V

IS
Ó

R
IA

Jornada da Matemática, Matemática Aplicada e Educação Matemática
Caderno de Resumos | 10ª edição | 2026



 

 
Fonte: Acervo LEAMat. 

 
Neste excerto, evidencia-se como determinados instrumentos de avaliação 

podem desfavorecer alguns estudantes. O relato apresentado demonstra que, 
embora o estudante compreenda os conteúdos trabalhados em aula e consiga 
aplicá-los nas atividades propostas em sala, ele apresenta dificuldades para 
expressar seus conhecimentos na prova escrita tradicional. 

 
Figura 4 - Excerto da carta AE14CT1. 

 
Fonte: Acervo LEAMat. 

 
Ao analisar este trecho, observa-se como o estudante apresenta os conceitos 

matemáticos aprendidos em sala de aula utilizando suas próprias palavras, 
demonstrando sua compreensão acerca dos conteúdos trabalhados. A Carta para a 
Tia é um instrumento que oportuniza ao estudante ensinar sobre aquilo que está 
aprendendo, o que também o auxilia em seu processo de aprendizagem. 

 
Figura 5 - Excerto da carta AE17CT1. 

 
Fonte: Acervo LEAMat. 

 
O estudante apresenta a ideia de que é difícil perceber a utilidade dos conteúdos 

apresentados em aula no dia a dia, e chega a generalizar quando afirma “a gente 
sempre acha que as coisas não servem para nada né?”. Uma possível intervenção 
consiste nos professores ampliarem as aplicações dos conteúdos matemáticos, para 
que os estudantes consigam refletir como podem utilizar o que aprendem. 

Por fim, fica a reflexão da importância de se utilizar diferentes instrumentos 
avaliativos. Na Carta para a Tia, destaca-se a frequência que os estudantes decidem 
relatar experiências relacionadas aos seus sentimentos. É possível associar isso ao 
fato de que, constantemente, a escola oportuniza que eles falem de conteúdos 
matemáticos. Mas com que frequência os estudantes podem se expressar a respeito 
das relações que têm com os conteúdos matemáticos? 
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Resumo 
 

A Exposição Itinerante de Matemática (EIMat) surge com o propósito de aproximar os alunos da 
educação básica da disciplina de matemática através de atividades lúdicas, promovendo um 
aprendizado significativo e contextualizado para a vida. Ainda predominam, em muitos contextos 
escolares, práticas de ensino baseadas na repetição mecânica de procedimentos, o que acaba 
afastando os estudantes e diminuindo o interesse pela disciplina. Em contrapartida, a 
Matemática Recreativa, uma abordagem que estimula o raciocínio lógico e resgata a curiosidade 
natural dos alunos, vem ganhando mais espaço como uma ferramenta inovadora para ensinar e 
aprender. Essa iniciativa é promovida pelo projeto de extensão: Licenciandos em Matemática 
em Ação (LeMA) da Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). O objetivo principal da 
ação é levar a matemática recreativa ao ambiente escolar, evidenciando possibilidades 
metodológicas mais dinâmicas para o ensino e a aprendizagem da Matemática. Durante as 
exposições, os estudantes têm a liberdade de observar, interagir e manipular os objetos e jogos 
matemáticos da forma que preferirem. Todo esse processo é mediado pelos acadêmicos dos 
cursos de licenciatura e bacharelado em Matemática que integram o projeto. No ano de 2026, 
foram realizadas 5 ações da EIMat em diferentes escolas da cidade de Ponta Grossa - PR. Os 
resultados coletados pelos acadêmicos extensionistas são positivos, apontando protagonismo, 
motivação e socialização dos estudantes, bem como qualificação profissional para os futuros 
professores de matemática. 
 
 

5Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professora do Departamento de Matemática e 
Estatística e coorientadora do projeto LeMA. 

 

4Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professor do Departamento de Matemática e 
Estatística e coordenador do projeto LeMA. 

3Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
2Bolsista do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
1Voluntária do Projeto de Extensão LeMA - Licenciandos em Matemática em Ação 
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Palavras-chave: Matemática Recreativa, Jogos Matemáticos, Educação 
Matemática, Atividades Lúdicas, Exposição Itinerante. 
Introdução 
 

A EIMat tem como finalidade aproximar a Matemática da comunidade por meio 
de atividades lúdicas e interativas. A iniciativa oferece a estudantes e professores 
da Educação Básica a oportunidade de vivenciar jogos, quebra-cabeças e 
experimentos que estimulam o raciocínio lógico, a criatividade e o prazer em 
aprender. É visto que os alunos se sentem motivados e empolgados a cada novo 
desafio proposto. Esse ambiente lúdico fortalece a interação entre os estudantes, os 
professores, a comunidade externa e os acadêmicos do projeto. Além disso, cada 
experiência vivenciada enriquece a visão dos futuros professores sobre o ensino e 
aprendizagem da matemática. O intuito é garantir que os participantes vivenciem a 
disciplina de forma propícia à aprendizagem, valorizando também o trabalho 
docente. 

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo principal apresentar os 
resultados coletados pelos acadêmicos extensionistas durante as ações da EIMat. 
Buscamos demonstrar como as exposições influenciam positivamente a vida dos 
alunos do Ensino Fundamental, além de destacar as contribuições do projeto para o 
processo de ensino e aprendizagem, beneficiando tanto o desenvolvimento discente 
quanto à formação  inicial. 

 
 

Resultados Principais 
 

A primeira etapa metodológica do trabalho consiste na organização e confecção 
dos materiais, em conjunto com o estudo aprofundado de cada jogo que irá compor 
o acervo itinerante. Em seguida, as escolas interessadas entram em contato com o 
projeto para realizar o agendamento da visita (LeMA, 2026).6 A partir dessa 
inscrição, reserva-se uma data e todo o ambiente é preparado para garantir que os 
estudantes vivenciem uma experiência interativa e participativa. O engajamento 
gerado por essa dinâmica pode ser traduzido pelas palavras de Suleiman (2008, p. 
18): “Compreendi que o jogo envolvia os alunos e os motivava. Mesmo quando 
perdiam uma partida, queriam voltar a jogar, repetir o jogo, porque queriam vencer, 
vencer o melhor, vencer a si mesmos talvez...”. Esse relato reflete exatamente um 
dos principais resultados observados pela comissão organizadora: os alunos 
demonstram curiosidade e sentem-se instigados a resolver cada desafio, 
inspirando-se a cada nova tentativa. 

Historicamente, a Matemática Recreativa surgiu com o objetivo de proporcionar 
entretenimento, estimular o prazer intelectual e exercitar o raciocínio lógico por meio 
de jogos, charadas e enigmas, rompendo com a rigidez das abordagens puramente 
teóricas. Estes princípios tornaram-se o pilar central da EIMat. A receptividade da 
abordagem pode ser observada no engajamento dos estudantes durante as 
atividades. Afinal, como destaca Bártolová (2016, p. 13), “A história da matemática é 
muito longa, e a matemática recreativa é um veículo ideal para comunicar os 
aspectos históricos e multiculturais da matemática.” 

6Mais informações disponíveis em: https://sites.google.com/uepg.br/lemauepg/eimat  Acesso em: 14 
ago. 2026. 
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Durante as mediações, a equipe faz questão de evidenciar aos participantes 
que a mesma matemática exigida na sala de aula está presente naqueles jogos, 
buscando promover um olhar diferente e desmistificar a disciplina. Esse aspecto 
lúdico revela-se ainda mais crucial no contexto da educação inclusiva. Muitas vezes, 
crianças com Necessidades Educacionais Especiais (NEE) precisam de 
metodologias alternativas para consolidar a aprendizagem, e os jogos matemáticos 
oferecem um formato interativo e concreto com o qual elas facilmente se identificam. 
Com base na perspectiva de Vygotsky (1998), o jogo é criador de zonas de 
desenvolvimento proximal. Ao participar dessas dinâmicas, o aluno com 
necessidades especiais beneficia-se da mediação e da interação com os colegas, 
superando limitações individuais por meio do trabalho coletivo. Esse impacto 
positivo estende-se também aos docentes das escolas visitadas, que 
frequentemente relatam sentir-se inspirados a adotar novas práticas metodológicas, 
o que amplia as contribuições educacionais do projeto. A Figura 1 apresenta alguns 
recursos utilizados pela EIMat.  

 
Figura 1 — Alguns dos materiais disponíveis na EIMat 

 
Fonte: EIMat (2026). 

 
​ No ano de 2026, a EIMat realizou 5 ações em diferentes escolas do 
município de Ponta Grossa - PR. A Figura 2 apresenta momentos de participação 
dos alunos. Os resultados coletados pelos acadêmicos extensionistas são positivos, 
apontando protagonismo, motivação e socialização dos estudantes, bem como 
qualificação profissional para os futuros professores de matemática. 
 

Figura 2 - Diferentes momentos da EIMat 

 
Fonte: Dados do projeto (2026). 
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Resumo  

O projeto "Memórias Matemáticas" iniciou sob a coordenação das professoras 
Elisangela de Campos e Maria Eugênia Martin em fevereiro de 2026, com o objetivo 
de promover a divulgação científica e aproximar a Matemática da sociedade por 
meio das memórias matemáticas de docentes, discentes e da comunidade em geral. 
Em uma disciplina optativa/extensionista da UFPR, a ideia foi apresentada aos 
alunos, que abraçaram a iniciativa e propuseram que a documentação das trajetórias 
fosse realizada no formato de podcast. A proposta encontrou espaço e incentivo no 
projeto, ganhando força graças à autonomia metodológica concedida pela 
coordenação. Essa abertura permitiu à equipe construir uma abordagem criativa, 
que rompe com a rigidez tradicional do ambiente acadêmico. O projeto iniciou as 
gravações em 1º de maio, com a entrevista do professor Adonai Sant'Anna. A partir 
disso, a série expandiu-se rapidamente, registrando a participação de diversos 
docentes. As conversas não se restringem ao âmbito local da UFPR: a iniciativa já 
ultrapassou os muros institucionais, incorporando relatos de professores da UFRJ e, 
em breve, de outras universidades. Complementando o universo do podcast, a 
comunicação da iniciativa estende-se às redes sociais, onde a equipe compartilha 
rotineiramente postagens dinâmicas sobre curiosidades, resultados matemáticos e 
recortes inspiradores das histórias dos entrevistados. Dessa forma, o "Memórias 
Matemáticas" vai além de uma simples ação acadêmica: preserva a história das 
pessoas, divulga o conhecimento de forma acessível e fomenta um espaço 
acolhedor de reflexão sobre a trajetória de quem constrói a ciência e a educação.  

Palavras-chave: divulgação científica; extensão universitária; educação matemática; 
podcast.  

¹Voluntário(a) do projeto de Extensão “Memórias Matemáticas”.  
²Bolsista do projeto de Extensão “Memórias Matemáticas”.  
3Universidade Federal do Paraná. Doutora em Educação.  
4Universidade Federal do Paraná. Doutora em Matemática. 
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Introdução  

O campo da Educação Matemática enfrenta o desafio histórico e persistente 
de desconstruir visões estereotipadas da Matemática. Afirmações de que a 
“matemática é uma disciplina difícil”, de que “não é uma área para mulheres” ou de 
que “os docentes da área são figuras excessivamente exigentes e distantes” 
permeiam o imaginário coletivo de forma excludente. Tais estigmas atuam como 
barreiras para a aprendizagem e contribuem para o fenômeno da ansiedade 
matemática enfrentada por diversos estudantes. A desmistificação dessas crenças 
configura-se, portanto, como uma tarefa importante para a prática docente e para a 
democratização do conhecimento em todos os níveis de ensino. Nesse contexto, o 
projeto “Memórias Matemáticas” foi estruturado com o propósito de aproximar a 
comunidade geral dos profissionais que atuam na pesquisa e no ensino da 
Matemática. Para efetivar tal aproximação, adotou-se a divulgação científica por meio 
das plataformas digitais. O projeto visa promover o reconhecimento da pluralidade de 
experiências com a disciplina, destacando sua presença em diferentes contextos 
sociais e profissionais.  

A metodologia fundamenta-se na produção audiovisual, com participação ativa 
dos estudantes em todas as etapas do processo. Como resultado dessa construção 
coletiva, foi criado um formato de videocast de entrevistas, com duração aproximada 
de uma a uma hora e meia, inspirado em aspectos da dinâmica de canais como o 
Profcast (PROFCAST, 2022). A atuação é multiplataforma: o YouTube hospeda os 
episódios completos, enquanto o Instagram e o TikTok veiculam recortes e postagens 
de curiosidades matemáticas (Memórias Matemáticas, 2026). Ademais, superou-se o 
desafio logístico da falta de equipamentos institucionais com a mobilização de 
materiais próprios dos estudantes (câmeras, iluminação e computadores) e a 
parceria com o Laboratório de Estudos em Avaliação da Aprendizagem e Educação 
Matemática (LEAMAT), que cedeu o espaço para as gravações. A execução contínua 
desenvolveu as habilidades dos discentes em oratória, design e gestão de mídias, o 
que evidencia que projetos dessa natureza ampliam a formação universitária ao 
articular saberes acadêmicos e práticas de comunicação (Alves; Oliveira; Schnorr, 
2023).  

Resultados Principais  

A expansão do projeto pode ser mensurada tanto pela diversidade dos 
convidados quanto pelos indicadores de engajamento digital. Após a entrevista 
inaugural, a série integrou docentes da Universidade Federal do Paraná e estendeu 
se a outras instituições federais, como a UFRJ. A compilação de dados fornecidos 
pelas plataformas Meta (META, 2026) e Google (GOOGLE, 2026) demonstra a 
efetividade da proposta. No YouTube, com a disponibilização de seis vídeos públicos, 
o canal acumulou 1.900 visualizações, 113 inscritos, 254 horas de exibição e mais de 
9.000 impressões. Já no Instagram, os resultados evidenciam um alcance 
expressivo, ultrapassando a marca de 40.000 visualizações e mais de 220 
seguidores em menos de três meses. A análise demográfica fornecida pela 
plataforma aponta para uma audiência composta majoritariamente pelo público 
feminino, representando 58% dos acessos, contra 42% do público masculino. Em 
relação à faixa etária, o perfil atinge predominantemente jovens e jovens adultos: 
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24% da audiência situa-se entre 18 e 24 anos, e 35% encontra-se entre 25 e 34 
anos. Tais dados atestam que o projeto tem alcançado seus objetivos de dialogar 
com uma nova geração e de comunicar a ciência para além dos limites estruturais da 
academia.  

O trabalho mostra que é possível estruturar iniciativas produtivas e de amplo 
alcance público, mesmo diante de limitações de recursos materiais, desde que haja 
engajamento discente e parcerias institucionais efetivas. O alcance demográfico 
obtido demonstra que há interesse por narrativas científicas quando estas são 
apresentadas de maneira humana e acessível. Além disso, a autonomia garantida 
pelas coordenadoras não apenas viabilizou a execução técnica do podcast, mas 
fomentou um espaço que os estudantes puderam exercer a tomada de decisão, o 
pensamento crítico e a gestão de um projeto em sua totalidade. Mais do que um 
acervo de divulgação, a ação estabelece um patrimônio histórico. Registrar as 
vivências matemáticas de professores, alunos, figuras históricas e da sociedade 
como um todo garante a preservação da identidade plural da disciplina. Para os 
discentes envolvidos, a manutenção do “Memórias Matemáticas” vai além da 
formação convencional e firma um legado construído para a comunidade acadêmica. 
Trata-se da convicção de que o fazer matemático não reside apenas nos teoremas e 
nas demonstrações, mas, intrinsecamente, nas histórias das pessoas que o 
constroem e o compartilham. 
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Resumo  
Este trabalho apresenta a continuidade de uma pesquisa desenvolvida no âmbito do 

PIBIC entre 2024 e 2026, que investigou, por meio da aplicação de questionários, as relações 
entre mulheres, Matemática Financeira e Educação Financeira. Na primeira etapa 
(2024–2025), participaram 34 mulheres vinculadas aos cursos de Administração, Ciências 
Contábeis, Licenciatura em Matemática e à UNATI. Na segunda etapa (2025–2026), foram 
obtidas 101 respostas de participantes dos cursos de História, Pedagogia, Letras e 
Engenharia de Produção, além da UNATI. Esses estudos investigaram práticas, percepções e 
desafios relacionados às questões financeiras, evidenciando lacunas no acesso à Educação 
Financeira formal, dificuldades com investimentos e endividamento, bem como a 
permanência de barreiras culturais e sociais que atravessam a autonomia econômica 
feminina. Nesta nova etapa, amplia-se o estudo para mulheres não acadêmicas da 
comunidade do litoral do Paraná, buscando compreender como diferentes grupos percebem 
as finanças, a gestão do dinheiro e a autonomia econômica. O objetivo é investigar a relação 
entre mulheres, Matemática Financeira e Educação Financeira, considerando direitos 
econômicos femininos, desafios na gestão financeira e possíveis influências da formação nas 
práticas financeiras. A pesquisa adota abordagem qualitativa, com sustentação na História 
Cultural, especialmente nos conceitos de práticas e representações. Espera-se contribuir 
para identificar lacunas formativas e subsidiar ações educativas voltadas ao fortalecimento 
da autonomia econômica feminina.  

  

4 Universidade Tecnológica Federal do Paraná UTFPR Campus de Pato Branco. Pós-doutoranda em Educação 
Antirracista pela Universidade Federal de Alagoas. Doutora em Matemática.  

3 Universidade Estadual do Paraná, Campus de Paranaguá. Doutora em Educação.   

2 Bolsista pelo CNPq, do Programa PIBIC, da Universidade Estadual do Paraná, Campus Paranaguá.    

1 Bolsista pela Fundação Araucária do Paraná, do Programa PIBIC, da Universidade Estadual do Paraná, 
Campus de Paranaguá.  
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Palavras-chave: Educação financeira, matemática financeira, mulheres, disciplinas 
escolares.  
  
Introdução  
  

A Educação Financeira tem assumido crescente relevância nas discussões 
educacionais contemporâneas, especialmente diante da necessidade de formar 
sujeitos capazes de compreender, planejar e tomar decisões financeiras de maneira 
crítica e autônoma. No Brasil, documentos como a Estratégia Nacional de Educação 
Financeira (ENEF) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) evidenciam a 
importância da inserção desse tema desde as etapas iniciais da escolarização, 
reconhecendo sua contribuição para a formação cidadã de jovens e adultos (Brasil, 
2018).  

No entanto, ao considerar a trajetória histórica das mulheres, torna-se 
necessário problematizar em que medida o acesso desigual aos conhecimentos de 
Matemática Financeira e Educação Financeira contribuiu, e ainda contribui, para a 
manutenção de desigualdades socioeconômicas e para a limitação da autonomia 
feminina nas decisões relacionadas ao dinheiro. Historicamente, a gestão financeira 
esteve associada ao domínio masculino, enquanto às mulheres foram atribuídos 
papéis ligados ao cuidado, à domesticidade e à dependência econômica. Embora 
avanços legislativos e sociais tenham ampliado sua presença no mercado de 
trabalho e nas instituições de ensino, persistem desigualdades salariais, barreiras 
culturais e representações sociais que ainda afastam muitas mulheres das 
discussões sobre finanças, investimentos e planejamento.  

Diante desse contexto, este estudo compreende tais desigualdades como 
construções históricas e sociais, vinculadas a relações de poder. Para sua análise, 
adota-se a perspectiva da História Cultural, fundamentada em Chartier (1990, 2002) 
e Barros (2011), por possibilitar a compreensão das representações e apropriações 
constituídas socialmente acerca das mulheres, do dinheiro e da participação 
feminina nas esferas econômicas. Assim, a pesquisa objetiva investigar a relação 
entre mulheres, Matemática Financeira e Educação Financeira, considerando 
direitos econômicos, desafios na gestão financeira e diferentes contextos formativos.  

.  
Resultados Principais  
  

Como a pesquisa empírica terá início em setembro de 2026, ainda não há 
resultados decorrentes da nova etapa. No entanto, estudos desenvolvidos entre 
2024 e 2026 já permitem apontar dados parciais que fundamentam sua 
continuidade. Na pesquisa de 2024-2025, com acadêmicas de Administração, 
Ciências Contábeis, Licenciatura em Matemática e participantes da UNATI, foram 
obtidos 34 questionários. Os dados indicaram que cerca de 70% das participantes 
eram responsáveis diretas pela gestão das finanças domésticas, enquanto 25% 
mencionaram gerenciamento compartilhado. As maiores dificuldades apontadas 
foram investimentos, com 52,9%, e gerenciamento de dívidas, com 32,4%. Além 
disso, aproximadamente 65% afirmaram não ter tido contato formal com Educação 
Financeira, evidenciando lacunas formativas e barreiras culturais à autonomia 
econômica feminina.  
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A pesquisa de 2025-2026, ainda em andamento até agosto de 2026, conta até o 
momento com 101 respondentes de diferentes cursos e faixas etárias.  
Fundamentada na História Cultural, a investigação indica que as práticas financeiras 
femininas não devem ser compreendidas apenas como escolhas individuais, mas 
como práticas socialmente construídas, influenciadas por valores culturais, 
experiências geracionais, processos históricos e relações de poder.  

Os dados parciais apontam percepções distintas sobre Educação Financeira e 
autonomia econômica. Destaca-se que 98% das participantes consideram que esse 
conhecimento deveria ser obrigatório nas escolas, evidenciando o reconhecimento 
da temática como parte importante da formação dos indivíduos. Ao mesmo tempo, a 
maioria considera que homens e mulheres ainda não possuem as mesmas 
oportunidades no campo financeiro.  

As respostas também indicam dificuldades relacionadas ao planejamento 
financeiro, aos investimentos e à administração de dívidas. Observa-se, portanto, 
uma aparente contradição entre o reconhecimento da importância da Educação 
Financeira e as inseguranças ainda presentes na prática cotidiana. Esses resultados 
são preliminares, e a análise será aprofundada nas próximas etapas da 
investigação.  
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Resumo 
 

A OPRM é uma competição direcionada aos alunos do 6º ao 9º ano do Ensino 
Fundamental e aos alunos do Ensino Médio das escolas das redes pública e 
privada do Estado do Paraná. Idealizada e realizada desde 2016, a OPRM já se 
consolidou como uma das maiores competições científicas do nosso estado 

 
 
Palavras-chave: Olimpíadas de Matemática; Ensino de Matemática; Educação. 
 
Introdução 
 

A OPRM tem como intuito estimular o estudo da Matemática, despertando a 
curiosidade em aprender por meio de questões desenvolvidas com um espírito 
diferente daquele encontrado, por exemplo, nos livros didáticos. O projeto também 
visa identificar jovens talentos e incentivar estes a seguir na área científica e 
tecnológica. A iniciativa também contribui para a aproximação entre a UFPR e a 
Educação Básica. 

O projeto, devidamente registrado na UFPR como projeto de extensão e 
também participante do Programa Licenciar/UFPR, é patrocinado pelo SINEPE – 
Sindicato das Escolas Particulares do Paraná e apoiado pelo Departamento de 
Matemática da UFPR. 

A prova é aplicada em escolas (públicas e privadas) do Estado do Paraná em 
três níveis: 

●​ Nível 1 – alunos matriculados no 6º  ou 7º  ano do Ensino Fundamental; 

1 Bolsista da OPRM. ² Bolsista da OPRM. ³ Bolsista da OPRM. ⁴ Bolsista da OPRM. 
⁵ Bolsista da OPRM.⁶ Bolsista da OPRM. ⁷ UFPR. Orientador. ⁸ UFPR. Coorientador. 
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●​ Nível 2 – alunos matriculados no 8º  ou 9º  ano do Ensino Fundamental; 
●​ Nível 3 – alunos matriculados em qualquer série do Ensino Médio. 

      A OPRM possui duas fases, compostas da seguinte maneira: 
1a Fase – Prova objetiva com 20 questões e duração de 2 horas e 30 minutos 

para todos os níveis. Após a aplicação da prova, a Coordenação do projeto define, 
com base no desempenho dos alunos, a nota de corte para a segunda fase. Os 
alunos cujas notas forem maiores que a nota de corte são convidados para a 2ª 
fase. 

2a Fase – Prova discursiva com 6 questões e duração de 4 horas para todos os 
níveis. 

Após a correção das provas é realizada uma cerimônia de encerramento, onde 
os alunos que obtiverem as melhores pontuações da competição, de cada nível, são 
premiados com medalhas de ouro, prata e bronze.  

A participação dos estudantes no projeto (bolsistas e voluntários) envolve 
atividades tais como elaboração, aplicação e correção de provas, elaboração de 
gabaritos e manuais de resolução de questões, organização e execução da 
cerimônia de premiação, entre outras atividades. 

 
Resultados Principais 
 

Desde a primeira edição da OPRM em 2016, é realizada ao final do processo 
uma Cerimônia de Premiação para entrega de medalhas para os alunos melhor 
classificados e para os colégios com melhor desempenho. Na edição 2025, a 
Cerimônia de Premiação ocorreu no Auditório do Colégio Curitibano Adventista do 
Bom Retiro, em Curitiba. Estiveram presentes cerca de 700 pessoas, entre 
estudantes, familiares, professores, gestores escolares e autoridades. 
 

Figura 1 — Cerimônia de premiação OPRM 2024. 

 
Fonte: Galeria OPRM 

 
Além das medalhas para os estudantes, a OPRM oferta troféus de 

reconhecimento para as escolas participantes que obtiveram maior destaque na 
competição. Na edição 2025, foram laureados 14 estabelecimentos de ensino do 
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Paraná, pertencentes a diversas regiões do estado. A distribuição de medalhas 
segue a proporção 12/24/36 (ouro, prata e bronze) por nível. 
​ A edição 2026 da OPRM, atualmente em curso, teve cerca de 18 mil 
participantes de cerca de 150 escolas paranaenses. A equipe de bolsistas da edição 
2026 está atualmente trabalhando em um manual de soluções da OPRM. Neste 
material, serão apresentadas todas as soluções das questões desde a primeira 
edição. As soluções são elaboradas, digitalizadas, revisadas e comentadas pelos 
bolsistas, em um trabalho que se destinará a compor o acervo de treinamento 
utilizado no projeto POTI/UFPR, que caminha em estreita parceria com a OPRM. 
Neste material, será incluído também um índice de assuntos no qual são 
referenciadas as aulas e tópicos que compõem o programa de treinamento ofertado 
no POTI. Esta atividade contribuirá muito para a formação dos estudantes que 
atuam no projeto, envolvendo desde o conhecimento dos mesmos sobre as 
ferramentas de trabalho (Latex, por exemplo) até o conhecimento matemático 
necessário para a resolução das questões. 
​ A equipe de bolsistas e voluntários também atuará na correção das provas da 
2a fase da OPRM, que deverá ocorrer no mês de outubro de 2026. Esta é uma 
atividade que contribuirá muito para o crescimento profissional dos estudantes, uma 
vez que oferece a possibilidade de perceber de forma muito nítida como funciona a 
dinâmica da olimpíada e também como é o desempenho dos estudantes na 
competição. 
 

Figura 1 — Cerimônia de premiação OPRM 2025. 

 
Fonte: Galeria OPRM 

 
Referências 
 
A Olimpíada paranaense de matemática premia 240 estudantes e mobiliza escolas 
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Edital OPRM 2026. Informações. Curitiba, 2026. Disponível em: 
https://oprm.ufpr.br/. Acesso em: 12 ago. 2026. 
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Resumo 
 

O POTI/TOPMAT integra uma iniciativa nacional coordenada pelo Instituto 
Nacional de Matemática Pura e Aplicada (IMPA), voltada ao incentivo ao estudo da 
Matemática, com foco olímpico, entre estudantes do ensino fundamental e médio de 
todo o Brasil. O polo sediado na Universidade Federal do Paraná (UFPR) iniciou 
suas atividades em 2016 e já treinou cerca de 2.000 estudantes de Curitiba e 
Região Metropolitana. Anualmente, aproximadamente 300 estudantes participam do 
projeto, que oferece treinamento em Álgebra, Geometria, Teoria de Números e 
Combinatória. Em 2025, os participantes conquistaram cerca de 150 medalhas em 
competições matemáticas. Além do desempenho em olimpíadas, o projeto promove 
a integração entre universidade, escolas e famílias, contribuindo para a formação 
matemática dos estudantes e para a aproximação da UFPR com a comunidade 
paranaense.  

 
 
Palavras-chave: Educação Matemática, Matemática Olímpica, Ensino Fundamental 
e Médio, Formação de Estudantes, Integração Universidade-Escola. 
 
Introdução 
 

As competições matemáticas constituem uma importante ferramenta para 
estimular o interesse pela Matemática, desenvolver o raciocínio lógico e 
proporcionar desafios diferenciados aos estudantes da educação básica. Nesse 
contexto, o POTI/TOPMAT atua como uma iniciativa de formação e preparação de 

1UFPR, Graduando, Bolsista do POTI/TOPMAT 
²UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar 
³UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar 
⁴UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar 
⁵UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar. 
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estudantes para competições matemáticas, inserindo o estado do Paraná nesse 
cenário nacional. 

O polo da UFPR iniciou suas atividades em 2016 e, desde então, vem 
ampliando sua atuação em Curitiba e Região Metropolitana. As aulas são 
ministradas por estudantes de graduação da UFPR, selecionados a cada ano, e 
estão estruturadas em quatro disciplinas: Álgebra, Geometria, Teoria de Números e 
Combinatória. O projeto também desenvolveu seu próprio material didático, que vem 
sendo continuamente aprimorado e adaptado à realidade e às necessidades dos 
estudantes participantes. 

Resultados Principais 
 

Desde o início de suas atividades, o POTI/TOPMAT já proporcionou 
treinamento matemático a cerca de 2.000 estudantes. Atualmente, o projeto atende 
aproximadamente 300 estudantes por ano, demonstrando sua consolidação como 
uma iniciativa de incentivo ao estudo da Matemática no Paraná. 

Um dos principais resultados observados é o crescimento do número de 
estudantes premiados em competições matemáticas. Em 2025, os participantes do 
projeto conquistaram cerca de 150 medalhas, evidenciando o impacto do 
treinamento oferecido e a evolução do desempenho dos estudantes. 

Além dos resultados em competições, o POTI/TOPMAT tem fortalecido a 
relação entre a universidade e a educação básica. Para os estudantes de graduação 
da UFPR, o projeto proporciona uma experiência diferenciada de ensino e contato 
com estudantes interessados e talentosos em Matemática. Para os alunos do ensino 
fundamental e médio, oferece a oportunidade de vivenciar um ambiente universitário 
e ter acesso a uma formação matemática especializada. 

O projeto também promove uma interação significativa com as famílias dos 
estudantes, especialmente durante a prova de seleção, realizada em fevereiro, e a 
cerimônia de encerramento, realizada em novembro. Essas atividades contribuem 
para aproximar a UFPR da comunidade e evidenciam o papel da universidade na 
promoção da educação e do desenvolvimento científico no estado do Paraná. 

Dentre as atividades desenvolvidas pelos cerca de 40 alunos de graduação 
que compõem a equipe de trabalho do projeto, destacamos a ministração periódica 
de aulas e monitorias das disciplinas que integram o treinamento bem como a 
elaboração, aplicação e correção de simulados. Na presente edição do projeto, os 
bolsistas também estão envolvidos na elaboração de um manual de soluções de 
todos exercícios constantes no material didático. O impacto de todas estas 
atividades na formação acadêmica de cada um dos estudantes envolvidos no projeto 
é grande, pois permite que a equipe vivencie uma ampla gama de situações no 
âmbito das ações e, desta forma, alcance uma formação muito mais sólida e 
antenada com a realidade local. 
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Resumo 
 
 

A Semana da Matemática 2026 foi um evento realizado em fevereiro do ano em 
questão, que contou com a organização de diferentes entidades, entre elas, o PET 
Matemática. O evento teve como objetivos a recepção dos calouros e a integração 
dos estudantes do curso de Matemática da UFPR. Foram realizadas 
mesas-redondas com alunos e/ou egressos, palestras de divulgação científica e 
mesas-redondas com professores da UFPR e da UTFPR, contemplando as várias 
possibilidades de currículo do curso e integrando alunos, egressos e corpo docente. 
Os minicursos, de caráter prático e interativo, forneceram aos participantes 
diferentes formas de enxergar o ensino básico. Com a participação tanto de calouros 
quanto de outros alunos do curso, os objetivos do evento foram atingidos e os 
resultados obtidos envolveram os três pilares de atuação do PET: ensino, pesquisa e 
extensão. O presente trabalho explora tais resultados ao expor o planejamento, a 
execução e a recepção do evento a partir da perspectiva do PET Matemática. 

 
 
Palavras-chave: Programa de Educação Tutorial, semana acadêmica, divulgação 
científica, formação acadêmica, integração. 
 
Introdução 
 

O Programa de Educação Tutorial (PET) visa envolver os estudantes 
participantes em um processo de formação acadêmica amplo que alinha ensino, 

3UFPR. Professor do Departamento de Matemática da UFPR. 
2Voluntário(a) do Programa de Educação Tutorial (PET) Matemática UFPR. 
1Bolsista do Programa de Educação Tutorial (PET) Matemática UFPR. 
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pesquisa e extensão, proporcionando a partir desses três princípios um 
desenvolvimento acadêmico de excelência para seus membros. Entre os objetivos 
específicos do programa está a evolução do processo de atuação coletiva, 
planejamento e execução, atrelados à elaboração de atividades voltadas para os 
demais discentes do curso de Matemática (PET MATEMÁTICA UFPR, s.d.). Nesse 
contexto, destaca-se a importância de criar um ambiente de fomento científico e 
educacional para os alunos do curso, sejam calouros ou veteranos. Além disso, é de 
igual importância acolher os alunos ingressantes e integrá-los ao ambiente 
universitário. A fim de atingir tais objetivos, é organizada anualmente, no início do 
período letivo, a Semana da Matemática. 
 
Resultados Principais 
 

Assim como na edição de 2025, a Semana da Matemática (SMAT) 2026 foi 
planejada em conjunto com a Coordenação do Curso de Matemática (CMAT) da 
UFPR e com o Centro Acadêmico de Matemática (CAM) da mesma instituição. O 
evento ocorreu entre os dias 23 e 27 de fevereiro de 2026 no Campus Centro 
Politécnico da UFPR. A CMAT ficou responsável pela programação do primeiro dia, 
na segunda-feira, o PET pela programação de terça e quarta e o CAM pela 
programação de quinta e sexta. 

As atividades desenvolvidas pelo PET no segundo dia e no terceiro dia da SMAT 
2026 estão explicitadas na Tabela 1, na qual “MR” se refere às mesas-redondas com 
professores e “MRA” às mesas-redondas com alunos e/ou egressos do curso. 

 
Tabela 1 — Cronograma da SMAT 2026 

Horário DIA 2 - 24/02 DIA 3 - 25/02 

13h30 

Maria Tereza Soares - Palestra: 
Escola ⟺ Universidade: Percursos e 

Percalços de uma Pretensa 
Educadora Matemática 

Wagner Moraes - Palestra:​
Escolhemos escolher, mas a que 

custo? O Axioma da Escolha e alguns 
de seus paradoxos 

14h30 

Tanise Pierin, Thiago Quinelato e 
Eduardo Hoefel - MR:  

Intercâmbio e Pós-Graduação no 
Exterior 

Leonardo Cortez, Samuel Velez, 
Laura Ferrandin - MRA:  

Diferentes currículos do graduando de 
Matemática da UFPR 

15h40 Coffee Break Coffee Break 

16h 

Paula Lima e Ximena Mujica - 
Minicurso 1:  

Jogos de Tabuleiro no 
MatematicATIVA 

Paula Lima e Ximena Mujica - 
Minicurso 1:  

Jogos de Tabuleiro no 
MatematicATIVA 

19h 

Cleber de Medeira, Neusa Tocha 
(UTFPR) e Carla Pompeu - MR:  

Desafios da profissão de 
professores pesquisadores 

Andressa Dasenbrock, Elissandro 
Sikora e Fernanda Uhlig - MRA: 

Diferentes currículos do graduando de 
Matemática da UFPR 

20h 

(Gabriel dos Santos / LeaMat) - 
Minicurso 2:  

O que podemos aprender com a 
análise da produção escrita em 

(Gabriel dos Santos / LeaMat) - 
Minicurso 2:  

O que podemos aprender com a 
análise da produção escrita em 
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matemática? matemática? 

21h30 Coffee Break Coffee Break 

Fonte: Elaborado pelos autores (2026). 
 

As palestras, com caráter de divulgação científica, foram pensadas a fim de 
apresentar aos graduandos as possíveis áreas em que um matemático pode atuar. 

As mesas-redondas de professores tiveram como foco o diálogo no futuro da 
graduação dos ouvintes e na realidade atual da profissão. Além de aproximar os 
alunos do curso de Matemática de seu respectivo corpo docente, tendo em vista a 
grande quantidade de calouros participando da SMAT.  

As mesas-redondas de alunos tiveram como ponto focal diferenciar os currículos 
do curso de Matemática (bacharelado e licenciatura), explicando suas 
especificidades. Para atingir esse objetivo foram escolhidos alunos com perfis 
diferentes de graduação, que estudaram em turnos diferentes e que tiveram, desta 
forma, experiências distintas na universidade. O objetivo de diversidade foi atingido 
e a conversa com os ouvintes foi bem fluida e significativa; essa percepção foi 
reforçada pelos feedbacks positivos que recebemos após o evento.  

Os minicursos foram atividades com maior participação ativa dos ouvintes. 
Uniu-se a explicação à prática levantando-se questões complexas como “avaliação 
da produção escrita” e “metodologias de ensino” de forma divertida e dinâmica. 

De maneira geral, a programação do PET nesses dois dias da SMAT 2026 
contemplou com as mesas-redondas e palestras as possibilidades de currículo do 
curso, diferentes áreas de pesquisa do corpo docente da UFPR, e por meio dos 
minicursos diferentes formas de enxergar o ensino básico e como levar a 
universidade até ele de maneira inovadora. Dessa forma acreditamos ter seguido os 
três pilares de atuação do PET: ensino, pesquisa e extensão. 

Quanto ao planejamento, os membros do PET se dividiram em equipes: 
E-mails (convites e comunicação), Credenciamento (recepção e crachás), Fotografia 
(registro do evento), Organização de formulários, Mediação de mesa-redonda, 
Assistência de sala (apoio técnico e logístico) e Coffee break (alimentação e 
integração). 

Um diferencial da SMAT de 2026, em comparação com a do ano anterior, foi a 
introdução de coffee breaks também no período noturno em cada um dos dois dias 
que estiveram sob a organização do PET. Além disso, o grupo optou por manter as 
mesas-redondas com alunos e/ou egressos do curso, as quais foram implementadas 
pela primeira vez na edição anterior. 

Por fim, como nos anos anteriores, o planejamento da SMAT do ano seguinte é 
iniciado com a devida antecedência em meados do segundo período letivo, a fim de 
se analisar e incorporar os feedbacks dos participantes e garantir o bom andamento 
do evento, bem como seu aprimoramento constante. 
 
Referências 
 
PET Matemática UFPR. Disponível em: https://petmatematica.ufpr.br/. Acesso 
em: 31 ago. 2026. 
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XXI Brincando de Matemático: uma
experiência de ensino e aprendizagem

Alisson Gabriel Struz, Ana Carla de Carvalho Honório, Daniel Thiago
Ivanchechen, Felipe Monteiro Kiotheka, Gabriela Saki Kunii, Guilherme

de Lima Sampaio, Gustavo Guimarães de Souza, Katrine Goulart
Habkoste, Kaue Novaki João, Lucas Bisoni, Luis Filipe Nazaret Lopes,

Miguel Augusto Vialich, Nicolas da Verça Scholze, Pedro Henrique
Andrade, Pedro Lascowski Laguna, Samuel Henrique Gomes Velez

Benito, Tiago Filipe Pires Galu*

petmatufpr@gmail.com

Prof. Dr. Cleber de Medeira (Orientador)†

clebermedeira@ufpr.br

Resumo

O XXI Brincando de Matemático foi um evento de extensão realizado no re-
cesso de julho de 2026 pelo PET Matemática da UFPR, voltado a estudantes do
Ensino Fundamental e Médio. Sob a temática "O Labirinto dos Códigos", o evento
teve como objetivos apresentar conceitos de Teoria de Códigos e Álgebra de forma
lúdica, além de proporcionar uma experiência de formação docente aos membros
do PET. Foram promovidas exposições conceituais, dinâmicas de escape room,
jogos educativos e atividades colaborativas guiadas por storytelling, acompanha-
das da entrega de um material didático exclusivo aos participantes. O presente
trabalho expõe a estrutura, a execução e os impactos do evento sob a perspectiva
do grupo PET.

Palavras-chave: Ensino de matemática. Ensino de álgebra. Programa de Educação
Tutorial. Divulgação científica. Teoria de Códigos.

Introdução

A aprendizagem da matemática no ensino básico é frequentemente marcada por
metodologias focadas na memorização de algoritmos e no cumprimento estrito de

*Universidade Federal do Paraná (UFPR). Graduandos em Bacharelado e Licenciatura em Matemá-
tica. Integrantes Bolsistas e Voluntários do Programa de Educação Tutorial Matemática (PET).

†Universidade Federal do Paraná (UFPR). Doutor em Matemática (USP).
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conteúdos programáticos. Essa abordagem abstrata e descontextualizada costuma
afastar os estudantes do raciocínio lógico-dedutivo genuíno, gerando desinteresse,
aversão à disciplina e a percepção equivocada de que a matemática é uma ciência
inacessível ou desconectada da realidade. Para superar essas barreiras, torna-se
fundamental criar espaços de aprendizagem que promovam o ensino investigativo, a
intuição e a resolução de problemas de forma lúdica e participativa. É nesse cenário
que o Brincando de Matemático se insere.

O Brincando de Matemático é um evento de extensão organizado pela equipe do
Programa de Educação Tutorial (PET) Matemática da Universidade Federal do Paraná
(UFPR) voltado para estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental e início do
Ensino Médio, tendo como principal objetivo trabalhar conceitos e ideias matemáticas
que não são usualmente explorados nos currículos das instituições de ensino. A in-
tenção é promover uma experiência de ensino e aprendizagem que seja significativa
tanto para os estudantes inscritos quanto para os integrantes do PET, através de pro-
postas de atividade que estimulem a interação discente e a participação, bem como
contribuam para o processo de formação docente dos envolvidos.

O evento é realizado no campus Centro Politécnico da UFPR, com duração de
três dias consecutivos, geralmente no mês de julho, durante o período de recesso
letivo das escolas estaduais, visando permitir a participação de um maior número de
estudantes e evitar o conflito com as atividades escolares. Mesmo sendo realizado
somente no segundo semestre, a organização das atividades para o evento ocorre
desde o início do ano, através de discussões realizadas durante as reuniões internas
do grupo PET, em que se estabelecem as funções de cada integrante, o tema e as
dinâmicas a serem realizadas.

Resultados Principais

A edição de 2026 teve como tema "O Labirinto dos Códigos", explorando ao longo
de três dias uma introdução à Teoria Algébrica de Códigos.

• 1º Dia: Foram apresentados os conceitos de alfabetos, blocos de código e de-
tecção e correção de erros. Para ilustrar o conceito de ruído no canal de comu-
nicação, utilizou-se a dinâmica do "telefone sem fio", seguida de atividades em
grupo de codificação para resolução de um desafio estilo escape room em um
labirinto.

• 2º Dia: O foco foi introduzir elementos de Álgebra Linear e corpos finitos (Zp),
como vetores e espaços vetoriais. O conteúdo foi consolidado através de jogos
dinâmicos, incluindo atividades com cartas e um jogo de perguntas no formato
Passa ou Repassa.

• 3º Dia: Integraram-se os conceitos prévios para a realização de operações com
códigos lineares. Os estudantes participaram de um jogo de dominó matemático
e de uma simulação final de decodificação guiada por storytelling, na qual cada
participante desempenhou uma função específica no processo de decodificação.

O evento registrou 42 inscritos, contando com 30 presentes no primeiro dia, 31
no segundo e 29 no terceiro, evidenciando uma alta taxa de retenção do público. O
público-alvo, com faixa etária de 11 a 17 anos, foi predominantemente composto por
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estudantes da rede privada de Curitiba e participantes do Polo Olímpico de Treina-
mento Intensivo (POTI) da UFPR, com parcela menor oriunda da rede pública.

Os participantes demonstraram elevado engajamento, formulando perguntas apro-
fundadas sobre Teoria da Informação e buscando o auxílio dos professores para a re-
solução de problemas matemáticos externos, evidenciando o evento como uma impor-
tante ponte entre os estudantes e a universidade, oferecendo um espaço de suporte
docente e científico para a resolução de problemas complexos que extrapolavam o
contexto escolar regular.

Para dar suporte às atividades, a equipe do PET elaborou um material didático ex-
clusivo e impresso, contendo capítulos estruturados para cada dia de evento, revisado
por docentes do Departamento de Matemática da UFPR e entregue aos estudantes.

Figura 1: Alunos em trabalho em equipe durante uma das dinâmicas práticas no en-
cerramento do evento.

Sob a perspectiva da formação docente, os membros do PET relataram uma ex-
periência muito positiva de regência, apontando como principal desafio a transposição
didática, isto é, a adaptação da linguagem acadêmica para uma abordagem lúdica e
acessível à faixa etária atendida.
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