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Introducéao

Prezada leitora, prezado leitor,

E com grande satisfagcdo que apresentamos o Caderno
de Resumos da 102 edicao da Jornada de Matematica, Ma-
tematica Aplicada e Educacao Matematica (J3M), evento ide-
alizado, organizado e coordenado pelos estudantes do grupo
PET Matematica da UFPR.

A J3M surgiu com o propésito de promover um espaco de
divulgagéo e discussao de trabalhos de Iniciacdo Cientifica
nas diferentes areas da Matematica. Ao longo de suas edi-
cdes, vem se consolidando como um importante espacgo de
intercambio académico entre os integrantes do PET Matema-
tica, estudantes e professores do Curso de Matematica da
UFPR e de outras instituicbes de ensino superior.

Alcancar a décima edicao representa um marco impor-
tante na trajetéria da J3M. Ao longo desses anos, o evento
tem contribuido para a formagéo académica de muitos estu-
dantes que participaram de suas atividades, oferecendo opor-
tunidades para apresentar pesquisas, compartilhar conheci-
mentos e estabelecer didlogos com a comunidade matema-
tica. A cada edicao, a J3M reafirma e amplia seu papel como
um importante espaco de divulgagao cientifica de trabalhos
em Matematica desenvolvidos em nivel de graduacéo, valo-
rizando a pesquisa e incentivando o envolvimento dos estu-
dantes com a producao cientifica.

Nesta edicao, teremos mais de 80 trabalhos apresenta-
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dos, abrangendo as areas de Educagdo Matematica, Alge-
bra, Analise Matematica, Equacgdes Diferenciais, Geometria,
Topologia, Andlise Numérica, Otimizagao e Projetos. As ban-
cas de avaliagdo, compostas por docentes e estudantes de
poés-graduacao da UFPR, contribuem para garantir a quali-
dade e o rigor académico das apresentacées. Como forma
de reconhecimento e incentivo a producao académica, sao
concedidas distingdes aos trabalhos mais bem avaliados.

Agradecemos a todos os integrantes do grupo PET Mate-
matica pela dedicacao e pelo empenho na organizagéao desta
edicdo da J3M. Agradecemos também aos professores e es-
tudantes de po6s-graduacao pelo trabalho realizado nas ban-
cas de avaliagdo. Por fim, registramos nosso reconhecimento
a Direcao do Setor de Ciéncias Exatas, ao Departamento
de Matematica e a Coordenacado do Curso de Matematica
pelo apoio e pela colaboracdo fundamentais para a realiza-
cao deste evento.

Prof. Dr. Cleber de Medeira
Tutor do PET Matematica - UFPR
Novembro de 2026
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Jodo Vitor Roseira®
24001709@uepg.br

Jodo Vinicius ZuaretchT
25002509@uepg.br

Giuliano Gadioli La Guardia (Orientador)*
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre os anéis de Baer e Rickart,
classes definidas por propriedades relacionadas aos anuladores e elementos idem-
potentes. Analisamos a relagao entre a propriedade de Rickart e a projetividade
dos ideais principais a direita, bem como o fato de que anéis de endomorfismos de
moédulos semissimples sdo Baer. Também séo estudadas a estabilidade dessas
propriedades em subanéis da forma e Re e a caracterizagao dos anéis de Baer por
meio da propriedade de Rickart e da completude de um reticulado de ideais. Por
fim, mostramos que, sob a hipétese de finitude ortogonal, todo anel right Rickart
é Baer. Esses resultados evidenciam as conexdes entre anuladores, médulos,
idempotentes e estruturas de reticulados na teoria de anéis.

Palavras-chave: Anéis de Baer; Anéis de Rickart; Médulos; Anuladores; Idempoten-
tes.

Introducao

Os anéis de Baer e Rickart constituem classes importantes de anéis definidas por
propriedades relacionadas aos seus anuladores e elementos idempotentes. Essas
propriedades estabelecem conexdes naturais com a teoria de médulos, especialmente
por meio de médulos projetivos, médulos semissimples e anéis de endomorfismos.

Enquanto a propriedade de Baer considera os anuladores a direita de subconjuntos
arbitrarios, a propriedade de Rickart considera os anuladores a direita de elementos.

*Universidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matematica Aplicada.
Bolsista PROPet e Voluntario PROVIC.

TUniversidade Estadual de Ponta Grossa. Graduando do Bacharelado em Matemaética Aplicada.
Voluntario PROVIC.

*Univerisdade Estadual de Ponta Grossa, Professor Doutor do departamento de matematica e esta-
tistica.
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Essa diferenga permite investigar condigées sob as quais essas propriedades se rela-
cionam e, em determinadas situagdes, tornam-se equivalentes.

Neste trabalho, estudamos essas relagées com base nos resultados de Birken-
meier, Park e Rizvi (2013), utilizando Lam (1999) como referéncia para conceitos
fundamentais da teoria de médulos. Sao abordados resultados sobre anéis de en-
domorfismos de modulos semissimples, modulos projetivos e a estrutura dos ideais
principais a direita gerados por idempotentes.

Além disso, analisamos a caracterizagao dos anéis de Baer por meio de anéis Ric-
kart e reticulados completos, bem como a influéncia da finitude ortogonal na relagéo
entre essas duas classes de anéis.

Resultados Principais

Seja R um anel. Para um subconjunto X C R, definimos o anulador a direita € o
anulador a esquerda, respectivamente, por

rrR(X)=a€R|za=0,VreX (1)

(r(X)=a€R|ar =0, Vo € X. (2)

Definicao 1. Um anel R é chamado Baer se, para todo subconjunto X C R, existe um
idempotente e € R tal que rg(X) = eR.

Definicdo 2. Um anel R é chamado right Rickart se, para todo a € R, existe um
idempotente e € R tal querg(a) = eR.

Assim, todo anel Baer é right Rickart, pois a condigdo de Baer aplicada aos sub-
conjuntos unitarios a fornece a condi¢cdo de Rickart. Quando um anel é simultanea-
mente right e left Rickart, ele € denominado Rickart [1]. Desta maneira, propriedade
de Rickart pode ser caracterizada por meio da estrutura dos ideais principais a direita.

Proposicédo 1. Um anel R é right Rickart se, e somente se, aR é um mddulo projetivo
para todo a € R.

Portanto, a propriedade de Rickart pode ser interpretada como uma condigao de
projetividade dos ideais principais a direita [1]. Outra conexao fundamental ocorre
entre médulos semissimples e anéis de endomorfismos.

Teorema 1. O anel de endomorfismos de um médulo semissimples é Baer.

Esse resultado € o Teorema 3.1.3 de [1]. Assim, se My é semissimples, entao
Endgr(M) é um anel de Baer. Em particular, para um espaco vetorial V' sobre um
corpo F', Endr(V) € um anel de Baer. A propriedade de Baer também é preservada
pela passagem a subanéis determinados por idempotentes.

Teorema 2. Se R é um anel de Baer, entdo eRe é um anel de Baer para todo ¢? = ¢ €
R.

Esse é o Teorema 3.1.8 de [1]. Analogamente, a propriedade de Rickart possui a
mesma estabilidade.
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Teorema 3. Se R é um anel right Rickart, entdo eRe é um anel right Rickart para todo
e2=e¢€R.

O resultado acima corresponde ao item (i) do Teorema 3.1.22 de [1]. Para estabe-
lecer a conexdo entre as propriedades de Baer e Rickart e a estrutura de reticulado,
considere

L(R)=eR|e*=e€R. (3)
Definicao 3. Um conjunto parcialmente ordenado é chamado de reticulado completo
quando todo subconjunto possui supremo e infimo.

A completude de £(R) permite caracterizar a propriedade de Baer a partir da pro-
priedade de Rickart.
Teorema 4. Seja R um anel e seja L(R) = eR | ¢ = e € R. Entdo sdo equivalentes:

i) R é um anel de Baer;

ii) R é Rickart e L(R) é um reticulado completo sob a inclus&o.

Esse é o Teorema 3.1.23 de [1]. O resultado mostra que a propriedade de Baer
pode ser decomposta em duas condic¢oes: a propriedade de Rickart, relacionada aos
anuladores de elementos, e a completude de £(R), que permite tratar conjuntos arbi-
trarios de elementos.

Para anéis regulares, essa caracterizagdo assume uma forma mais simples.

Proposicao 2. Seja R um anel regular. Entdo sdo equivalentes:
i) R é um anel de Baer;
i) o conjunto dos ideais principais a direita de R forma um reticulado completo sob
a incluséo.

Esse resultado corresponde ao Corolario 3.1.24 de [1]. Finalmente, consideramos
uma condigao de finitude que fornece uma implicagéo direta entre Rickart e Baer.

Definicdo 4. Um anel R é chamado ortogonalmente finito quando ndo possui uma
familia infinita de idempotentes ndo nulos dois a dois ortogonais.

Teorema 5. Todo anel right Rickart ortogonalmente finito é Baer.

Esse resultado é o Teorema 3.1.25 de [1]. Portanto, sob a hipétese de finitude
ortogonal,
Rright Rickart = R Baer. (4)
Os resultados apresentados estabelecem uma sequéncia de conexdes entre as
estruturas estudadas. A propriedade de Rickart esta relacionada a projetividade dos
ideais principais a direita; médulos semissimples produzem anéis de endomorfismos
Baer; a propriedade de Baer é caracterizada pela propriedade de Rickart juntamente
com a completude de um reticulado de ideais; e, sob a hipétese de finitude ortogonal,
a propriedade de Rickart ja implica a propriedade de Baer.
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Resumo

Cadigos secretos e mensagens codificadas remontam aos primoérdios da co-
municagao escrita e estéo relacionados a contextos militares e de investigagéo.
Porém, nas ultimas décadas, houve um aumento de interesse no tema devido a
necessidade de proteger as informagdes enviadas em ambientes digitais, como
comunicagdes pela internet e servigos bancarios, tornando a criptografia cada vez
mais importante. A criptografia RSA é um dos principais sistemas de criptogra-
fia assimétrica, desenvolvido por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman
em 1977. Seu funcionamento se fundamenta em conceitos da Aritmética Mo-
dular, como a congruéncia e o inverso multiplicativo médulo n. Neste trabalho,
compreenderemos os fundamentos matematicos do algoritmo RSA e sua aplica-
¢ao na codificagdo de mensagens. Como aplicagdo pratica dos conhecimentos
adquiridos, foi desenvolvido um programa na linguagem Python capaz de automa-
tizar as etapas de pré-codificacdo, criptografia e descriptografia de mensagens.
Os resultados demonstraram a importancia da Aritmética Modular como base da
criptografia RSA, bem como sua aplicagédo na seguranca digital.

Palavras-chave: congruéncia modular, linguagem Python, criptografia RSA.

Introducao

A criptografia RSA é um dos principais sistemas de criptografia assimétrica, de-
senvolvido por Ronald Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman em 1977. Atualmente,
é amplamente utilizada para garantir a confidencialidade e a autenticidade das infor-
magobes enviadas em ambientes digitais, como comunicagdes pela internet, servigos
bancérios e lojas on-line. O funcionamento do algoritmo RSA se fundamenta em con-
ceitos da Aritmética Modular. Sua construgao envolve propriedades de congruéncia,
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inverso multiplicativo médulo n, nimeros primos, Pequeno Teorema de Fermat e o Te-
orema Chinés dos Restos. Esses possibilitam a geracdo de um par de chaves: uma
publica, utilizada para a criptografia das mensagens, e uma chave privada, empregada
na recuperagdo da mensagem original. A seguranca do sistema esta relacionada a
dificuldade computacional de fatorar nimeros inteiros muito grandes obtidos pelo pro-
duto de dois nimeros primos. Além do estudo tedrico, foi desenvolvido um programa
na linguagem Python para implementar o algoritmo RSA, automatizando as etapas
de pré-codificagao, criptografia e descriptografia de mensagens, proporcionando uma
aplicagao pratica dos conceitos estudados.

Aritmética Modular

Iniciamos nosso estudo introduzindo os conceitos de Aritmética Modular e congru-
éncia [3] por meio de exemplos cotidianos, como o calendario e a prova dos nove.
Em seguida, definimos que um inteiro a € congruente a um inteiro b médulo n, n > 1,
quando a diferenga entre a e b € um multiplo de n, denotado por a = bmod n.

Em seguida, estabelecemos o conceito de inverso multiplicativo [1, 3], onde um
inteiro a admite um inverso multiplicativo médulo » se existe um inteiro o’ tal que a -
a’ = 1modn, sendo «' o inverso de ¢ médulo n. Além disso, demonstramos que a
possui inverso multiplicativo se, e somente se, a e n forem primos entre si, isto é, ndo
possuirem nenhum divisor comum maior do que 1, mdc(a,n) = 1. Nesse contexto,
também estudamos os teoremas classicos da Aritmética Modular, como o Pequeno
Teorema de Fermat e o Teorema Chinés dos Restos [1, 3], que simplificam a resolugéo
das congruéncias e possuem um papel importante no algoritmo RSA.

Criptografia RSA

Com base nessas propriedades da Aritmética Modular, demos inicio ao estudo
do sistema de criptografia RSA [1, 2], analisando como os conceitos de congruéncia
e inverso multiplicativo sdo empregados na construgdo do algoritmo. Inicialmente, a
mensagem passa por uma etapa de pré-codificagdo, na qual é convertida em uma
sequéncia numérica de acordo com um alfabeto previamente estabelecido. Na Figura
1, é apresentada a tabela de conversao utilizada neste trabalho, na qual cada letra é
associada ao respectivo valor numérico utilizado na etapa de codificagao.

Figura 1: Tabela de Converséo.

A/B|C|/D|E|F|G|H|T|J|K|L|M
1011|1213 |14 | 15|16 |17 (18|19 | 20 | 21 | 22

N|IOIPIQ|IR|S|T|U|V | W | X|Y]|Z
23124 2526|2728 (293031 |32|33|34]35
Fonte: COUTINHO, S. C.
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Em seguida, sdo escolhidos dois nimeros primos distintos, p e ¢, ambos congruen-
tes a 5 modulo 6. A partir desses valores, define-se n = p - ¢, que determina o médulo
utilizado na criptografia e o limite superior dos valores dos blocos b, para os quais
0 < b < n. Concluida a etapa de pré-codificagao, inicia-se o processo de codificacdo
propriamente dito.

Para realizar a codificagdo da mensagem, utilizam-se os parametros n e e, sendo e
o0 expoente de codificagéo, fixado em e = 3 a fim de simplificar os calculos. O par (n, e)
constitui a chave publica do sistema RSA, podendo ser divulgado a qualquer usuario
que deseje enviar uma mensagem criptografada. Para cada bloco b, tal que 0 < b < n,
calcula-se o resto da divisdo de b® por n, obtendo-se o bloco criptografado C(b).

Concluida a etapa de codificagéo, iniciamos o processo de decodificagdo das men-
sagens. Para isso, utiliza-se a chave privada, composta pelo par (n,d). O valor de
d corresponde ao inverso multiplicativo do expoente de codificagdo e = 3 médulo
(p—1)-(qg—1), isto é, satisfaz a congruéncia 3d = 1mod (p — 1) - (¢ — 1). Diferente
da chave publica, a chave privada deve ser mantida em sigilo, pois seu conhecimento
permite a recuperagdo da mensagem original. A seguranca do algoritmo RSA nasce
da dificuldade computacional de fatorar o nUmero n em seus fatores primos p e ¢,
tornando computacionalmente dificil obter a chave privada a partir da chave publica.

A decodificagé@o € realizada individualmente sobre cada bloco criptografado C'(b).
Para recuperar o bloco original, calcula-se o resto da divisdo de C(b)? por n. Apos a de-
codificagao de todos os blocos, a sequéncia numérica resultante é transformada nova-
mente em letras por meio da tabela de conversao utilizada na etapa de pré-codificagéo,
reconstruindo a mensagem original.

Implementacao da Criptografia em Python

Como aplicagéo dos conceitos estudados, desenvolvemos um programa na lingua-
gem Python [5] capaz de automatizar o processo de criptografia e descriptografia de
mensagens, usando conhecimentos de Python que aprendemos quando participamos
do Projeto de Extensdo Programa de Pensamento Matematico e Computacional [4],
oferecido pelo DEMAT — UEPG em 2025. O sistema permite ao usuario inserir uma
mensagem em texto, converté-la para a representagdo numérica correspondente, es-
colher os nimeros primos p e g, realizar a codificagdo dos blocos e decodificar utili-
zando a chave privada, retomando a mensagem original.

Dessa forma, foi possivel aplicar, de maneira pratica, os conceitos de Aritmética
Modular estudados ao longo da pesquisa, demonstrando sua importancia na area da
criptografia.

Conclusao

Com este trabalho, pudemos compreender a relevancia da Aritmética Modular para
a implementacdo da criptografia RSA. Além de ampliar os conhecimentos sobre os
conceitos matematicos envolvidos, a pesquisa permitiu estabelecer uma conexao en-
tre a Matematica e a Computagao por meio da programagao do algoritmo RSA na
linguagem Python. Dessa forma, vimos que conceitos matematicos que eram abs-
tratos possuem aplica¢des praticas de grande importancia no nosso cotidiano digital,
especialmente no contexto da seguranga das comunicagdes e da prote¢do de dados.
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Resumo

A teoria das representagdes de grupos constitui uma importante area da alge-
bra, pois permite estudar estruturas abstratas por meio de transformagdes lineares
e matrizes. Nesse contexto, os caracteres de representacdes surgem como ferra-
mentas capazes de concentrar informagdes relevantes sobre uma representagéo
em fungdes definidas sobre o grupo em um corpo. O objetivo deste trabalho é
apresentar os conceitos fundamentais relacionados aos caracteres de representa-
¢oes de grupos finitos.

Palavras-chave: representacdes de grupos, caracteres, representagdes irredutiveis,
ortogonalidade, fungdes de classe.

Introducao

As representagées de grupos nos ajudam a trazer a estrutura de um grupo para um
ambiente mais controlado e conhecido. Nesse caso, 0 ambiente sdo os operadores
lineares de um espago vetorial que, quando é de dimenséo finita, identificamos com o
espaco de matrizes. A seguir, definimos representacdes e seus morfismos.

Definicao. Dado um corpo K e um grupo G, um homomorfismo de grupos ¢ : G —
GL(V) é chamado de representagdo se V é um K-espago vetorial. A dimenséo de V'
é chamada de dimens&o da representacéo.

Definigdo. Dadas K-representagdes ¢ : G — GL(V) e ¢ : G — GL(W), chamamos
f:V — W de morfismo de representagdo se, para todo g € G, 0 seguinte diagrama
comuta

f

V—— U
?q[ [wq‘
Vv— U

f
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Quando f admite um morfismo g : W — V tal que gf = idy e fg = idy dizemos que
f € uma equivaléncia, que ¢ e v sdo equivalentes e denotamos ¢ ~ .

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar as representagbes de dimenséo finita de
grupos finitos. Vamos enunciar um resultado importante que reduz o estudo dessas
representacoes para finitas representagdes irredutiveis de dimensao finita.

Em geral, dizer que uma representagéo ¢é irredutivel ndo necessariamente implica
que podemos decompor ela em soma direta de representagoes irredutiveis. A volta é
sempre verdade. Mas, sob hipéteses especificas, essas condigdes sdo equivalentes.

Teorema (Teorema de Maschke). Se G é grupo finito e K é um corpo tal que
charK = 0 ou charK t |G|, entéo toda representacédo é completamente redutivel, isto
€, podemos escrever ela como soma direta de representagdes irredutiveis.

Esse teorema pode ser demonstrado usando as ferramentas de representagdes
(Rezk, 2020, p. 7) mas também decorre de uma situagdo mais geral. A cada repre-
sentagdo de grupo corresponde uma éalgebra que, sobre essas hipdteses, € semis-
simples (Drozd, 1980, p. 118). E, usando o Teorema de Wedderburn-Artin, mostra-se
esse resultado.

A partir daqui, todos os corpos K citados serdo subcorpos algebricamente fecha-
dos de C e os grupos vamos supor finitos. Entao, pelo Teorema de Maschke, todas as
representagdes de grupos finitos em K-espagos vetoriais sdo completamente reduti-
veis. E esse € 0 nosso ponto de partida.

Definicdo. Dada uma representagéo ¢ : G — GL(V) de dimenséo finita, definimos o
caracter x,, : G — K dela por x,(g) = Tr(py)

Por exemplo, se ¢ : G — GL(V) é uma representacdo de dimensao 1, entédo
Xe(9) = Tr(p,) = [¢g], €M que os colchetes s&o as coordenadas em uma base de V.
E facil ver que Xo = ] : G — K* é um homomorfismo de grupos e, nessa situacéo, o
caracter é equivalente a prépria representagao.

Apesar de no exemplo anterior, a soma de homomorfismos ndo ser um homo-
morfismo de grupos e, logo, falhar em ser uma representagéo, o resultado ainda é o
caracter de alguma representagdo. Basta notar que as propriedades de linearidade
do trago nos da uma 6tima candidada de representacéo que admite tal caracter. Essa
observacao sugere definirmos o seguinte conjunto.

Definigcdo. Denotamos por L(G) = {f : G — K} o K-espago vetorial munido do pro-
duto hermitiano )
Gl

E chamamos de LY(G) = {f : G — K| f(hgh™') = f(g),Vg,h € G} o subespago das
fungées de classe.

<f1 s f2> Z fi ((l)m

geG

Note que, em particular, caracteres sdo fungdes de classe pois o trago de um
operador é preservado por conjugagao.

Resultados Principais

Com isso, enunciamos a primeira relagao de ortoganalidade entre caracteres.

10
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Teorema (Primeira Relacao de Ortogonalidade). Sejam ¢ e ¢ representagdes irre-
dutiveis de G, entédo

1, sep~y;

0 , seqpx.

(X Xp) = {

Ou seja, os caracteres de representagdes irredutiveis ndo equivalentes forma um
subespago ortogonal de L¢(G). J4, com isso, conseguimos concluir que existem ape-
nas finitas representagdes dessa forma, visto que L (G) tem dimenséo finita e limitada
por |G|.

E um resultado direto da aplicacdo do teorema. Dada uma representagao qualquer,
a relacao de ortogonalidade nos da uma forma de calcular a quantidades de fatores
de um certo irredutivel que essa representacéo admite.

Proposicdo. Se ¢ é uma representagdo e A\', A% ..., \* é uma lista completa de re-
presentagdes irredutiveis ndo equivalentes entre si de G, entao

P~ MA MmN B - B m\°

onde mi = (Xps Xak)-

Aqui, o caracter se mostra como um invariante completo por isomorfismos. Esse re-
sultado também vale mais geralmente para algebras semissimples
(Drozd, 1980, p. 41).

Corolario. Se ¢ e ¢ s&o representagdes entdo x,, = xy Se, € somente se, ¢ ~ 1.

A primeira relagao de ortogonalidade ja nos diz que os caracteres dessas repre-
sentag¢des formam um conjunto ortonormal. Agora, o proximo teorema nos diz exata-
mente a quantidade de representagdes e que sao o suficiente para que o conjunto de
seus caracteres se torne uma base.

Teorema. Seja \!,. .., \* lista completa de representagées irredutiveis ndo equivalen-
tes entre si de G e escreva x;, = . ENntdo xi,...,x, € uma base ortonormal de
L°(G) e s é a quantidade de classes de conjugagéo de G.

Com isso, concluimos que o estudo de representagdes de dimenséo finita de gru-
pos finitos se reduz a estudar as finitas representag¢des irredutiveis ndo equivalentes
que ele admite. E essa quantidade também é bem conhecida.
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Resumo

Neste trabalho, serdo exploradas classificagdes de algebras de cluster, estru-
turas algébricas geradas por um processo de mutagdo, partindo de uma dupla
formada por um conjunto de variaveis e um quiver, essa dupla é chamada de seed
inicial. Mais especificamente, o foco do trabalho reside em explorar algebras de
cluster onde o quiver da seed inicial é extraido de diagramas de uma familia espe-
cifica de nos.

Palavras-chave: Algebras de Cluster, Quivers, Nés, Mutagées.

Introducao

As algebras de cluster surgiram no inicio dos anos 2000, a partir do trabalho de
Fomin e Zelevinsky (2002). A motivagao inicial veio do estudo de sistemas de raizes
de grupos de Coxeter, em particular da tentativa de entender as bases duais candnicas
e as variedades de Flag.

Fomin e Zelevinsky perceberam que, ao definir um processo combinatério de muta-
¢do que transforma conjuntos de variaveis (chamados "clusters") por meio de algumas
relagdes polinomiais, era possivel gerar estruturas algébricas com propriedades inte-
ressantes; em particular, garante-se que todas as variaveis geradas pelo processo de
mutagao podem ser expressas como polindmios de Laurent com coeficientes inteiros
em um cluster inicial.

O processo de mutagdo mencionado é definido do seguinte modo: uma seed inicial
€ uma dupla (x, Q) que consiste de:

* X = (x4, ...,z,), chamada de cluster inicial, € a n-upla de variaveis de Q(z1, ..., z,,).

*UFPR. Estudante do curso de bacharelado em matematica e Bolsista do Programa de Educagédo
Tutorial.
TUFPR. Professora Doutora do Departamento de Matematica.
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* Q é um quiver de n vértices sem loops nem 2-ciclos.

Uma mutagao de seed ;i ha direcdo k transforma a seed (x, Q) huma nova seed
we(X, Q) = (x’, Q') da seguinte maneira:

» x' é obtido de x ao substituir a variavel de cluster associada a k& por uma nova
variavel, ou seja, X’ = (x — {;,}) U {}}, onde z}, é dado por

wpwy = [[ @i+ [ 2
i—k k—i
em que o primeiro produtério passa pelas flechas de @ que terminam em k e o
segundo passa pelas flechas de () que comegam em k.
« O quiver Q' é obtido de Q seguindo os passos:

1. para cada caminho i — k — j, adicione um caminho i — j;
2. inverta a orientagao de todas as flechas que comegam ou terminam em k;
3. remova qualquer 2-ciclo que o passo 1 criou.

Definicao: Seja X’ o conjunto de todas as variaveis de cluster obtidas por mutagdes
de (x,Q). A dlgebra de cluster A(x, Q) é a Z-subalgebra de Q(z1, ..., z,,) gerada por X

Definicdo: Dizemos que dois quivers Q e Q' sdo mutagdo equivalentes se existe uma
sequéncia finita de mutagdes que transforma um no outro. Nesse caso, escrevemos
Q~Q.

Definicdo: Uma algebra de cluster A(x, Q) é dita:

« de tipo finito se o nUmero de variaveis de cluster geradas pelo processo de mu-
tagdo em (x, Q) é finito;

+ de tipo mutagéao finito se o numero de quivers que séo mutagao equivalentes a
Q é finito;

+ de tipo aciclico se Q for mutagédo equivalente a um quiver sem ciclos orientados.

Resultados Principais

Nesse trabalho, iremos explorar classificagbes de algebras de cluster, comecare-
mos com exemplos relacionados com a teoria classica como os casos Dynkin e de
superficie (SCHIFFLER, 2018). Finalmente, como resultado inédito na literatura, es-
tudaremos as classes de mutagdo onde o quiver da seed inicial é extraido de um né.
Para isso, vamos exibir definicbes basicas sobre nés:

Definicdo: Um n6 é um subconjunto do R? que é homeomorfo a um circulo. Um dia-
grama K de um nd é a projegéo do n6 no plano. Essa projegao € injetiva a menos de
finitos pontos, chamados de cruzamentos.

Dado um diagrama K de um n6, chamemos de K, 0 conjunto dos cruzamentos e
K, o conjunto dos segmentos. Queremos definir uma algebra de cluster associada ao
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diagrama, e para isso precisamos definir o quiver associado ao diagrama. Usaremos
a definicao adotada por Schiffler e Banzier-Matte (2022).

Defina o quiver Q de adjacéncia a de um diagrama K de um né da seguinte ma-
neira: o conjunto de vértices Q, de Q é o conjunto de segmentos K, de K, e o conjunto
de flechas Q; de Q é definido como segue. Existe uma flecha i — j, onde i, j € Qq se
e somente se:

* 0S segmentos ¢ € j se encontram em um cruzamento p;
* 0s segmentos i e j delimitam a mesma regiéo R;

» seguindo no sentido horario em p, passamos por i, entdo R e entao j.

Dada essa definigao do quiver de adjacéncia, o foco do trabalho se volta a familia
dos nds 2-bridge, definidos por Adams e Laudghlini (2002) como segue.

Definicdo: Um n6 é um né 2-bridge que tem um diagrama onde existem dois arcos
distintos, cada um passando por sequéncias de cruzamentos, e qualquer cruzamento
do diagrama estd em uma dessas sequéncias. Esses arcos sdo chamados de pontes
do diagrama.

Figura 1: Exemplo de n6 2-bridge

O objetivo do trabalho é explorar a classificagdo das algebras de cluster onde o
quiver da seed inicial é o quiver de adjacéncia de um diagrama de um né 2-bridge.
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Resumo

O Teorema de Bézout é um resultado fundamental na Geometria Algébrica que
estabelece uma estimativa precisa para a cardinalidade da intersecgao entre cur-
vas algébricas planas. No plano afim K2, o teorema garante que duas curvas
de graus n € m sem componentes comuns se intersectam em no maximo n - m
pontos. Ao estender o estudo para o plano projetivo P?(C) sobre o corpo dos ni-
meros complexos e considerar a multiplicidade de interseccao, o resultado atinge
aigualdade estrita " I(P, F N G) = n - m. Este trabalho apresenta a formalizagao
algébrica do Teorema de Bézout por meio do uso de resultantes de polindmios,
motivando a construgdo do plano projetivo e exemplificando sua aplicagdo na de-
monstragao do Teorema do Hexagono de Pascal.

Palavras-chave: Geometria Algébrica, Teorema de Bézout, Curvas Planas, Plano
Projetivo, Resultante de Polindbmios, Teorema de Pascal.

Introducao

O estudo das curvas algébricas planas constitui um dos pilares da geometria mo-
derna. Ao analisar a intersecgdo de curvas no plano afim real R?, deparamos-nos
frequentemente com limitagdes geométricas e algébricas: retas paralelas néo se en-
contram e certas equagdes nao possuem solugdes reais. Para contornar essas as-
simetrias, introduzem-se o plano projetivo P? adicionando os pontos no infinito e o
fechamento algébrico do corpo base.
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Do ponto de vista algébrico, uma curva afim é definida como o conjunto de zeros
Vi (f) C K? de um polinémio f(X,Y) € K[X,Y]. A determinagdo da cardinalidade do
conjunto Vi (f) N Vi (g) para polindmios de graus n e m exige ferramentas estruturais
do anel de polinbmios, em especial o conceito de resultante de dois polindmios, que
traduz a existéncia de fatores comuns ao determinante de Sylvester.

O Teorema de Bézout unifica tais conceitos ao demonstrar que, na auséncia de
componentes irredutiveis comuns, a quantidade de pontos de intersecgéo afins é limi-
tada superiormente pelo produto dos graus n-m. Quando formulado no plano projetivo
complexo P?(C), o teorema estabelece uma igualdade exata ao somar as multiplici-
dades de intersecgdo de todos os pontos, inclusive os do infinito. O objetivo deste
trabalho é apresentar a formalizagdo do Teorema de Bézout via teoria de resultantes
e destacar sua relevancia pratica através da demonstragdo do Teorema do Hexagono
de Pascal.

Resultados Principais

A formalizagao do Teorema de Bézout requer a introdugao da resultante de polind-
mios, ferramenta chave para detectar fatores comuns.

Defini¢ado 1 (Resultante de Polinémios). Seja D um dominio e sejam f(X) = agX™ +
<ot a, € 9(X) =bX™+ -+ + by, polinémios em D[X] com ay # 0 e by # 0 de graus
n,m > 1. A resultante de f e g, denotada por R;,, é o determinante da matriz de
Sylvester de ordem (m + n) x (m + n) formada pelos coeficientes de f e g.

A propriedade central da resultante estabelece que Ry, = 0 se, e somente se,
f(X) e g(X) possuem um fator comum de grau > 1 no corpo de fragbes de D.

Definicao 2 (Plano Projetivo). O plano projetivo P*(K) sobre um corpo K é o conjunto
de todas as retas de K* que passam pela origem. Um ponto em P*(K) é representado
por coordenadas homogéneas [z : y : 2] #[0:0:0], onde [z : y : z] = [Ax : Ay : Az
para qualquer \ € K*.

Com esses conceitos preliminares, enunciamos o Teorema de Bézout no ambiente
afim.

Teorema 1 (Teorema de Bézout no Plano Afim). Seja K um corpo e sejam f(X,Y),g(X,Y) €
K[X,Y] polinémios de graus n > 1 e m > 1, respectivamente. Se f(X,Y) e g(X,Y)
n&o possuem fator comum em K|[X,Y], entdo:

#(Vi(f)NVk(g) <n-m

A demonstragéo consiste em efetuar uma mudanca linear de coordenadas f;(X,Y) =
FX,Y+8X)eqi(X,Y) = g(X,Y + 3X) para garantir que ordenadas distintas corres-
pondam a pontos distintos. Em seguida, a resultante Ry, ,, (Y") produz um polindmio
ndo nulo em K[Y| de grau no maximo n - m, cujas raizes limitam o nimero de inter-
secgoes.

No plano projetivo complexo P?(C), utilizando os polindmios homogeneizados F(X,Y, Z)
e G(X,Y, Z), o Teorema de Bézout toma sua forma completa:

3 I(P,FNG)=n-m
PeVE(F)NVe(G)

16



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

onde I(P, F' N G) denota a multiplicidade de intersecg¢ao no ponto P.
Como aplicagéo direta do teorema na geometria projetiva, apresenta-se a demons-
tragdo do classico resultado de Pascal.

Teorema 2 (Teorema do Hexagono de Pascal). Sejam Py, ..., Ps seis pontos distintos
sobre uma cénica irredutivel C. Se as retas PP, e P,Ps se intersectam em ), as
retas P,P; e PsP; em (-, € as retas P;P, e PP, em Q3, entdo os pontos )1, Q2, Q3
séo colineares.

A demonstracéo utiliza uma combinacgéo linear de equacdes de retas ¢(X,Y) =
l1l3l5+plslyls de grau 3, ajustando i para conter um ponto auxiliar A € C. Pelo Teorema
de Bézout, como a cbnica f (de grau 2) e g compartilham 7 pontos, f deve dividir g,
resultando em g = f - h, onde h é uma reta de grau 1 contendo necessariamente os
pontos Q1, Q2, Qs.
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é entender como estruturas algébricas e
constru¢des geométricas podem ser utilizadas para explorar propriedades dos cor-
pos numéricos e seus inteiros. Nesta apresentacéo, pretendemos abordar dois
teoremas classicos da teoria algébrica de nimeros que estdo fortemente relacio-
nados, o Teorema de Minkowski e o Teorema das Unidades de Dirichlet, além
de oferecer alguns exemplos de aplicagées em curvas algébricas e problemas de
aritmética. Estes resultados revelam, de modo por vezes inesperado, como re-
ticulados no R™ estao atrelados a problemas aritméticos e a estrutura do grupo
das unidades de um anel de inteiros de um corpo numérico, mostrando o quéao
despretensiosamente bela pode ser a teoria algébrica de nimeros.

Palavras-chave: reticulados; Teorema de Minkowski; Teorema das Unidades de Diri-
chlet.

Introducao

A teoria algébrica de nimeros pode ser entendida tanto como a aplicagao de con-
ceitos e métodos de diversas estruturas algébricas na Teoria de Nimeros quanto como
o estudo dos ndmeros algébricos, isto €, os elementos de uma extens&o algébrica so-
bre Q.

Naturalmente, entender mais acerca das estruturas algébricas internas de um
corpo numérico revela relagdes entre os elementos que o compdem, ou seja, nu-
meros algébricos e, em particular, agueles que possuem um papel parecido com o
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dos inteiros na reta real, os inteiros algébricos. Os nimeros algébricos, por sua vez,
revelam como os numeros complexos se distribuem, construindo uma teoria que tem
impacto sobre diversas areas da matematica.

Este trabalho direciona a atengéo ao grupo das unidades do anel dos inteiros de
um corpo numérico que, pelo teorema central a ser apresentado, € um grupo abeliano
finitamente gerado.

Resultados Principais

Definicao 1. Sejam e, ...e,, vetores linearmente independentes do R”, com m < n. O
subgrupo aditivo de (R™, +) gerado por e, ..., e, € dito um reticulado de dimensao m
gerado por ey, ..., €.

Um conjunto de muita importancia associado a um reticulado é seu dominio funda-
mental, definido como segue.

Definicdo 2. Seja R um reticulado de dimensédo m no R”, com m < n, gerado por
ey, ...,em. O dominio fundamental correspondente T consiste de todos os elementos
ajey + ... + amem,a; € Rtalque 0 < a; < 1.

Teorema 1 (Minkowski). Seja R um reticulado n-dimensional no R™ com dominio fun-
damental 7', e seja X C R™ um conjunto limitado, simétrico e convexo. Se

v(X) > 2"(T)
onde v denota o volume do conjunto, entdo X contém um ponto nio nulo de R.

O Teorema de Minkowski nos fornece uma ferramenta muito poderosa para argu-
mentar sobre a existéncia de pontos de um reticulado dentro de um conjunto. Esse
argumento é uma peca fundamental na demonstracdo do Teorema das Unidades de
Dirichlet, mas, para enunciarmos esse teorema, precisamos definir alguns conceitos
adicionais, como por exemplo o dos espagos L*.

Definicdo 3. Seja K = Q(#) um corpo numérico de grau n, onde 6 € um inteiro algé-
brico e sejam oy, ..., 0, 0s monomorfismos de K para C. Se 0,(K) C R, ou seja, se
0:(0) € R, dizemos que o; € um monomorfismo real. Caso contrario, dizemos que o; é
um monomorfismo complexo.

Como a conjugacédo nos complexos é um automorfismo de C, segue que se o; :
K — C é um monomorfismo, entdo o mapa ; : K — C também é um monomorfismo,
ou seja, o; = o; para algum j. Como ¢; = 7; se e somente se o, for real, sempre
teremos um nUmero par de conjugados complexos. Assim,

n=s+2t

onde s é o numero de monomorfismos reais e 2t € o nimero de monomorfismos com-
plexos. Vamos padronizar a numeracdo de modo que o conjunto dos monomorfismos
K — C seja

0153053 05415 O 541y ooy Oty Ostt

onde oy, ..., 05 S&0 monomorfismos reais e o resto complexos.
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Com isso, defina
L* =R* x C',

ou seja, seus elementos séo as (s+t)-uplas (z1, ..., Ts; Tst1, ..., Tsyt), ONAE T1, ...,z € R
€ Tgy1, ..., Tsps € C. Considere também o mapa o : K — L** da seguinte forma:

o(a) = (o1(a), ...,05(a); os11(a), ..., 0514(a)),Va € K.
Definimos [ : L** — R*** da seguinte maneira. Se z = (21, ..., Ts; Tsy1, ..., Tsrt) € L,

escreva
log|zg|, k=1,...,s
lk(x) = | k‘z
log|zi|>, k=s+1,....,s+1

Entdo l(z) = (lh(z), l2(), ..., Lsye(2)).

Agora, seja U o grupo das unidades de O, o anel dos inteiros de um corpo numérico
K. Restringindo o homomorfismo definido anteriormente a um homomorfismo [ : U —
R***, pode-se provar o seguinte teorema:

Teorema 2. O kernel W do mapa [ : U — R*™ é o conjunto de todas as raizes da
unidade em U. Além disso, esse é um grupo ciclico finito de ordem par.

E, finalmente:

Teorema 3 (Teorema das Unidades de Dirichlet). Seja O o anel dos inteiros de um
corpo numérico K. O grupo U das unidades de O é isomorfo a

W x 7"

onde W é o kerneldo mapa ! : U — R**, e tem-se r = s +¢ — 1 produtos diretos de Z.
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Resumo

As rotagdes constituem transformagdes fundamentais em diferentes areas da
Matematica, podendo ser representadas por diferentes estruturas algébricas. As
rotagcdes no plano podem ser representadas naturalmente por meio dos nimeros
complexos, cuja estrutura algébrica motiva a construgéo dos quatérnios para o
estudo de rotagbes no espago tridimensional. Este trabalho investiga a represen-
tacéo de rotagdes no espago tridimensional por meio de quatérnios, relacionando
sua construgao algébrica a descrigdo geométrica por eixo e angulo. Em particular,
para uma rotagdo em torno de um eixo unitario, € construido o quatérnio associado
e estudada sua agéo sobre vetores. Como aplicagéo, considera-se a utilizagéo de
quatérnios na descri¢cdo e composigdo de movimentos de um cubo magico.

Palavras-chave: quatérnios, rotagdes, nimeros complexos, eixo, angulo.

Introducao

As rotagbes podem ser descritas por diferentes representacdes algébricas e ge-
ométricas. No plano, os niumeros complexos C fornecem uma forma natural de re-
presentar rotagbes. Se z € C*, entdo sua forma trigonométrica € dada por z =
r(cos@ + isend), emque r = |z| e § (0 < 6 < 27) s&o 0 mddulo e o argumento de
z, respectivamente. A multiplicagdo por um nimero complexo de moédulo unitario e
corresponde geometricamente a uma rotagao de &ngulo 0 [4]. Essa relagéo entre uma
operacao algébrica e uma transformagéo geométrica motiva a busca por uma constru-
¢ao analoga para rotagdes no espago tridimensional.
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Os Quatérnios

A construgao dos quatérnios esté relacionada a extensao dos nimeros complexos.
Os quatérnios, propostos por William Rowan Hamilton [1, 2], formam um conjunto
denotado por H, que ¢ escrito na forma

H={q=q+qi+qj+ak|qp q, ¢ q0acR}, (1)
em que as unidades imaginarias i, j e k satisfazem as relagdes fundamentais
it =2 =k =ijk = —1. 2

A partir disso, tem-se em H duas operagdes naturalmente bem definidas, a soma e a
multiplicagédo. Entretanto, diferentemente dos nimeros complexos, segue da relagédo
acima que a multiplicagéo nos quatérnios ndo é comutativa.

Um quatérnio ¢ € H pode ser decomposto em sua parte real ¢go = Re(q) € R, e sua
parte imaginaria q = Im(q) = q1? + ¢2J + ¢3k. Assim, escrevemos

q=q +q. 3)
O conjugado de g é definido por
T=qo— qi — 2] — @3k =qo — q, (4)
e sua norma é dada por
lall = Vaa = \/a§ + af + a3 + a. (5)

Para um quatérnio ¢ unitario (||q|| = 1), pode-se mostrar que 7 = ¢!, ou seja, seu
conjugado ¢ igual ao seu inverso multiplicativo.
Um quatérnio ¢ = qo + q € H* pode ser representado na sua forma trigonométrica.

De
* L (llall\?
() (-
llall llal
segue que existe 6 € [0, 2n) tal que

cosf =20 ¢ DH*M

llqll S all

Entao

sen 6
q = |lq|| cos 8 + Mq = |lq|| (cos@ + isen@) .
llall llall

Essa estrutura algébrica permite que um quatérnio ¢, ||¢|| = 1, possa ser utilizado
para representar uma rotagao no espaco tridimensional.

Rotacoes por Quatérnios
E bem conhecido o uso de matrizes para fazer rotagdes tanto no plano como no

espago [2]. Neste segdo vamos descrever como fazer rotagdes em R? por meio de
quatérnios puros.
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Pode-se considerar que um vetor p € R?® pode ser tratado como um quatérnio
p € H cuja parte real é zero, isto €, p € um quatérnio puro. De fato, denotando por
Z(H) o subespaco vetorial dos quatérnios puros, pode-se provar [2] que a aplicacdo
¢ : Z(H) — R3 dada por o(q1i + q25 + gsk) = (q1, @2, g3) € um isomorfismo linear.

Assim, dado um quatérnio ¢ = ¢y + q = cos 4+ usen§ um quatérnio unitério, em
que u = ;1. define-se o operador L, : R? — R3 por

L,(v)=qvq™", VveR:

Mostra-se que L, fica bem definido e tem as seguintes propriedades [2, 3]:

1. é linear;

2. preserva a norma, ou seja, || L,(v)|| = ||v], Vv € R3;

3. representa uma rotagao, isto é, a agéo de L, em v pode ser interpretada geo-
metricamente como a rotagao do vetor v em torno de q como eixo de rotagao e
segundo o angulo 26.

A Figura 1 apresenta a interpretagdo geométrica do efeito do operador L, (v).

Figura 1: Interpretagdo geométrica da rotagéo L,(v), em que v esti decomposto como
v =a+n, sendo a paralelo a q € n normal a q.

¥ =a+n

*
w=gqvq
w=a+m

Fonte: Retirado de [2].

Como aplicagao, considerou-se a rotagéo de uma face de um cubo mégico, inter-
pretando o movimento como uma rotagao em torno do eixo associado a face movimen-
tada. A partir do eixo e do angulo de rotagéo, construiu-se o quatérnio correspondente
e analisou-se sua agao sobre os vetores que representam posi¢gées no cubo.

Os resultados obtidos mostram que os quatérnios estendem ao espago tridimen-
sional a relagdo entre representagao algébrica e rotagdo geométrica observada nos
nimeros complexos no plano. A expressao qvq~! permite representar uma rotagéo a
partir de seu eixo e angulo. A aplicagédo ao cubo magico evidencia essa correspondén-
cia em uma situacdo geométrica concreta, relacionando o movimento de suas faces a
representacao algébrica das rotagdes.
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Resumo

Um espago de Alexandrov é um espago topolégico em que a intersegéo ar-
bitraria de conjuntos abertos é um conjunto aberto. O objetivo deste trabalho é
apresentar a correspondéncia biunivoca que existe entre estes espagos e conjun-
tos pré-ordenados, bem como exibir um dicionario que faz corresponder as propri-
edades Ty, T3, etc., do espago topoldgico com o seu correspondente no conjunto
pré-ordenado. Indo mais além, definiremos a categoria PreOrd, cujos objetos
sd0 conjuntos pré-ordenados, e a categoria Alex, cujos objetos sdo espagos to-
polégicos de Alexandrov. Provaremos que existe uma equivaléncia entre estas
categorias, exibindo explicitamente os funtores que realizam esta equivaléncia.

Palavras-chave: topologia de Alexandrov, pré-ordem, upper set, equivaléncia categé-
rica, espacos topoldgicos.

Introducao

Em 1937, no artigo intitulado Diskrete Rdume, o matematico russo Pavel Alexan-
droff introduziu os espacos topoldégicos chamados espagos (discretos) de Alexandrov,
0s quais conectam a topologia geral com a teoria das pré-ordens [1]. Essencialmente,
antes mesmo do surgimento da nogao de categoria, Alexandroff exibiu uma corres-
pondéncia biunivoca entre o que hoje entendemos como a categoria dos conjuntos
pré-ordenados e a categoria dos espagos de Alexandrov [2]. Tal correspondéncia
pode ser vista como uma equivaléncia de categorias.

Tecnicamente, duas categorias sdo equivalentes quando existem funtores entre
estas categorias cujas composicdes sao naturalmente isomorfas aos respectivos fun-
tores identidade [3]. Intuitivamente, podemos ver uma equivaléncia como um ‘“iso-
morfismo fraco” entre categorias — de fato, um isomorfismo de categorias é um caso

*UFPR. Graduanda em bacharelado em matematica. Bolsista do Programa de Educagéo Tutorial
(PET) Matematica UFPR.
TUFPR. Doutor em Matematica.
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particular de equivaléncia. Da mesma forma que isomorfismos de anéis ou grupos
preservam determinadas informagdes algébricas da estrutura em jogo, os funtores de
equivaléncia carregam consigo determinadas informagdes que estdo codificadas na
categoria. Sendo assim, um dos principais interesses em saber se duas categorias
sao equivalentes esta no fato de que podemos obter informagdes sobre uma categoria
ao estudarmos uma categoria equivalente, podendo esta ultima ser mais simples e/ou
dispor de ferramentas mais poderosas.

Este trabalho se propde a apresentar uma equivaléncia entre a categoria dos con-
juntos pré-ordenados e a categoria dos espagos de Alexandrov, exibindo explicita-
mente os funtores que realizam esta equivaléncia.

Resultados Principais
Definicdo 1. Um conjunto pré-ordenado ¢ um par (X,<), onde X é um conjunto
néo vazio e < é uma relagdo que satisfaz:
1.a<a,Vac X;
2. (a<b)A(b<c¢) = a<ec
Nessas condicées, dizemos que < é uma pré-ordem.

Definigdo 2. Sejam (X, <) e (Y, %) conjuntos pré-ordenados. Uma aplicagdo cres-
cente f: (X,<)— (Y,<X) éumafungdo f : X — Y tal que

v<y = [f(z) 2 fy).

Denotamos por PreOrd a categoria cujos objetos sdo os conjuntos pré-ordenados
e cujos morfismos séo as aplicagdes crescentes entre eles [3].

Defini¢ao 3. Seja X um conjunto e r C P(X). Dizemos que o par (X, ) é um espago
de Alexandrov (e que T é uma topologia de Alexandrov sobre X ) se as seguintes
condigées forem satisfeitas:

1.0erteXer;

2. A unido arbitraria de elementos de T pertence a 7, isto é, dado um conjunto de
indices arbitrario J, se {U;};c; C 7, entdo U;c, U; € 7;

3. Aintersegdo arbitraria de elementos de T pertence a 7; isto é, dado um conjunto
de indices arbitrario J, se {U;}jcs C 7, entdo e, U; € 7.

Nessas condigbes, os elementos de  sdo chamados de conjuntos abertos de X .

Denotamos por Alex a categoria cujos objetos sdo espacos de Alexandrov e cujos
morfismos sdo fungdes continuas entre espagos de Alexandrov.

Espacos de Alexandrov sdo casos particulares de espagos topolégicos em que a
intersecgao arbitraria de abertos € um aberto [2]. Mais ainda, Alex é uma subcategoria
plena de Top.

Definicédo 4. Seja (X, <) um conjunto pré-ordenado. Dizemos que um conjunto U &
um upper set de X se vale a implicacao:

(xeU)AN(z<y) = yel. (1)
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Proposicéo 5. Seja (X, <) um conjunto pré-ordenado. A colegdo
7:={U | U é um upper set de X'} (2)

é uma topologia de Alexandrov para X. Além disso, se U, := {j € X | k < j}, entéo
U,. é um upper set e a colegdo
{Uk | ke X} 3)

forma uma base para a topologia r.

Nesse contexto, como a intersecao arbitraria de abertos € um aberto, entao o se-
guinte conjunto é aberto para cada k € X:

Uk) = O U, (4)
i

ou seja, U(k) é a intersecdo de todos os abertos que contém k.
Teorema 6. Se (X, 7) é um espaco de Alexandrov, entéo a relacéo

r<y < yecU(z) (5)
define uma pré-ordem em X.

Isso mostra que é possivel associar um espaco de Alexandrov (X, 7) a um conjunto
pré-ordenado (X, <). Além disso, vale a igualdade U(k) = U para todo k € X.

Na definico de [3] a seguir, o simbolo “=” denota um isomorfismo natural entre
funtores:

Definicdo 7. Dizemos que duas categorias C e D sdo equivalentes, e denotamos
C =~ D, se existem funtores F :C - DeG:D — Claisque GF = 1c e FG = 1p.

Teorema 8. Existe uma equivaléncia de categorias PreOrd ~ Alex.
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Generalizando ternos pitagoricos
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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova parametrizagdo para as solucdes inteiras de
equacdes diofantinas do tipo pitagéricas generalizadas com mais de trés variaveis,
da forma z} + 23 + --- + 22 + 4® = 2%. A proposta parte de uma parametrizagdo
conhecida, mas buscamos um método alternativo capaz de obter todas as solu-
¢Oes inteiras por meio de uma redugé@o do problema a determinagdo de pontos
racionais de uma equagéo pitagérica modificada. Uma vez encontrados os pontos
racionais da equacéo reduzida, podemos multiplicar todas as coordenadas por um
fator k£ € N, de forma a alcancgar solugdes naturais para o problema original.

Palavras-chave: equagdes diofantinas; ternos pitagéricos generalizados; parametri-
zagao racional.

Introducao

Durante pesquisas para a escrita do TCC, encontramos uma generalizagao para 0s
Ternos Pitagéricos com mais de 3 variaveis, isto €, solugdes naturais para equagdes
pitagéricas generalizadas do tipo: 27 = 23 + - - - 22 + 22, da forma

a+ai+---+ad +a,sei=1
Ti=qal+ai+--+al | —al,sei=2

2a;_sa, ,8¢3<i1<n+1

com todos a; naturais nao-nulos.

Propomo-nos, aqui, a apresentar outra parametrizagao capaz de encontrar todas
as solugdes naturais da equagéo pitagérica, utilizando uma reducéo de variaveis ao
simplificar o problema & procura de solugdes racionais de uma equagao pitagérica
modificada.

*Licenciatura em Matematica - UFSC - campus Blumenau
TDepartamento de Matematica - UFSC - campus Blumenau
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Resultados Principais

Reescreveremos a equagéo pitagorica apresentada anteriormente para
pi 4+ ad 42 oy = 2P
e buscaremos solugdes naturais para essa equagao, descritas como
(A, Ay, --- A, B,C) € N"T2,
As chamaremos de n + 2-uplas pitagéricas.

Teorema 1. Seja (A, Ay, -+ , A,, B,C) € N*"2 uma n + 2-upla pitagdrica, e k € Q.
Entéo,
(lw’?A] , k,‘AQ, ey, k‘An, kB, kC')

é solugdo de 22 + a3 + - - 22 +y? = 22,
Teorema 2. Todos o0s pontos racionais da equagdo
2adt a2l tyt=(y+1)>?

podem ser escritos como

2+i3+---12 -1
<1§171527 cty, Attt -
2
com (ty,ta,---t,) € Q™.
Com os resultados acima, € possivel mostrar o seguinte teorema:

Teorema 3. Para toda n-upla (t,ts,--- ,t,) € Q", existe k € N tal que

k.t§+t§+2~-ti—l I

(A .

.tf+t§+--~t%+1'>

é uman+2-upla pitagdrica. Além disso, toda n+2-upla pitagdrica pode ser encontrada
poruman-upla (t1,ts,--- ,t,) € Q" por meio desta parametrizagéo.
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INTRODUCAO AS ALGEBRAS DE CODIGO
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Resumo

Este trabalho investiga a estrutura das algebras de cédigo, uma classe de alge-
bras comutativas e ndo associativas definidas a partir de um cédigo linear binario.
Em particular, estudamos sob quais condi¢des essas algebras sao simples, anali-
samos a decomposic¢do de Peirce associada aos seus elementos idempotentes e
estabelecemos as propriedades necessarias para caracteriza-las como algebras
axiais de tipo Jordan.

Palavras-chave: algebras de codigo; codigo linear binario; algebras axiais.

Introduciao

Em 1948, no artigo “A Mathematical Theory of Communication”, publicado na re-
vista The Bell System Technical Journal, Claude Shannon mostrou que, dado um canal
de comunicagao com ruido, existe um nimero, chamado capacidade do canal, tal que
a comunicagao confiavel pode ser alcangada a qualquer taxa abaixo dessa capaci-
dade, desde que sejam utilizadas técnicas adequadas de codificagéo e decodificacéo.
Essa contribuigdo foi o estopim para o surgimento de uma nova area na Algebra, a
Teoria dos Codigos, que versa sobre a transmissédo de mensagens em um canal com
interferéncia, bem como a reconstituicdo de dados corrompidos. Ferramentas algébri-
cas séo amplamente utilizadas no estudo da codificagdo de canal, a saber:

Definicao 1. Sgja A = {ai,as, ..., a,} um conjunto com ¢ elementos, denominado al-
fabeto do cddigo e cujos elementos sdo simbolos do cddigo. Definimos uma pala-
vra q-dria de tamanho n sobre A como uma lista wyws...w,, com w; € A, para todo
1 < i < n. Além disso, denominamos codigo q-drio de comprimento n sobre A um
conjunto C' ndo-vazio de palavras q-arias de mesmo comprimento n.

*UFPR. Graduando em Bacharelado em Matematica. Programa de Voluntariado Académico.
TUFPR. Doutora em Matematica.
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Definimos duas operagdes em A de modo que o conjunto se torne um corpo. Claro
que, nesse caso, A sera um corpo com apenas um numero finito de elementos, isto é,
A =TF, em que ¢ é uma poténcia de um nimero primo.

A partir dessa fundamentagéo, é possivel iniciar o estudo da teoria dos codigos
lineares, os quais s&o definidos como sendo subespagos vetoriais de ;. A principal
vantagem da utilizagéo de codigos lineares é que os procedimentos de codificagao e
decodificagdo sdo mais rapidos e simples do que aqueles associados a cédigos nao
lineares arbitrarios. Para um maior aprofundamento no assunto, consulte [3].

Neste trabalho, aplicamos esses conhecimentos ao estudo das chamadas algebras
de cédigo, uma classe de algebras comutativas e ndo associativas definidas a partir de
um cédigo linear binario (i.e., sobre Fy), introduzidas em 2019 por A. Castillo-Ramirez,
J. Mclnroy e F. Rehren em [1].

Defini¢do 2. Sejam C' C Fy um cddigo linear bindrio de comprimento n, F um corpo e
A um conjunto de pardmetros de estrutura

A :={ain bap cia €F|i€ supp(a);a,p e C”, B #a,a}
em que C* := C —{0,1}, com 0 := (0,...,0) e 1 := (1,...,1), supp(a) := {1 < i <

n|a; =1} ea =1+ «. A dlgebra de cédigo A-(A) é uma dlgebra comutativa ndo
associativa sobre o corpo F com base {t; | 1 <i <n} U {e* | a € C*} e produto:

ba, g€ "7, sea # 3,p°
a;ne®, Seaq; =1, . ) o
tity = 0iti tie® =9 " ’ e = X cali, sea=p
’ 0, sea; =0 iesupp(c)
0, sea = f°

Uma algebra de cédigo A-(A) é dita ndo degenerada se |, supp(a) = {1,...,n},
|C*| > 0 e nenhum dos parametros de estrutura em A é zero. Ao longo deste texto,
vamos assumir que a algebra c6digo Ax(A) é ndo degenerada.

O objetivo deste trabalho é investigar as propriedades das algebras de cédigo.
Analisamos as condi¢gdes de ndo degenerescéncia necessarias para que essas alge-
bras sejam simples, mostrando que, exceto em casos restritos, ndo possuem ideais
proprios nao triviais. Estudamos também o comportamento do operador adjunto asso-
ciado aos elementos idempotentes da base, obtendo a decomposic¢ao de Peirce e as
respectivas leis de fusdo. Por fim, estabelecemos as condi¢cdes de Seress, que deter-
minam sob quais exigéncias estruturais uma algebra de cddigo pode ser classificada
como uma éalgebra axial de tipo Jordan.

Resultados Principais

O primeiro resultado que apresentamos relacionado a estrutura das algebras de
codigo mostra que, em geral, essas algebras séo simples. Lembramos que uma éalge-
bra A é dita simples se ndo possui ideais proprios nao triviais.

Teorema 1. [1] Uma algebra de cddigo Ac(A) é simples a menos que C = {0,1, «, a“}.
Neste dltimo caso, a algebra possui ideais prdprios néo triviais, a saber:

> te™, (Y tie™).

iesupp(c) iesupp(ac)
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Para aprofundarmos o estudo das algebras de cédigo, é fundamental estabelecer
a conexao dessas estruturas com as chamadas algebras axiais. Para isso, considere
F um corpo com charfF # 2, F C F um subconjunto, e x : F x F — 2% uma operagao
binaria simétrica. Chamamos o par (F,*) de lei de fusdo sobre F. Além disso, se
A é uma éalgebra comutativa e ndo associativa sobre F, definimos para cada a« € A
o operador adjunto ad, como sendo ad,(v) := av, para todo v € A. Denotamos
por Spec(a) o conjunto de autovalores de ad,, e para A € Spec(a), A\(a) denota o
autoespago de ad, associado a .

Definicédo 3. Seja (F,+) uma lei de fusdo sobre F. Um elemento a € A é um eixo-F
se as seguintes condigbes sdo satisfeitas:

1. a é idempotente (isto é, a® = a);
2. a € semissimples (isto é, o operador adjunto ad, é diagonalizavel);
3. Spec(a) C F e A\A, C @, cr., Ay, para todo A, € Spec(a).

Definicdo 4. Uma dlgebra axial é um par (A, X), em que A é uma algebra comutativa
n&o associativa e X é um conjunto de eixos-F que geram A.

Definicdo 5. Dizemos que uma algebra axial (A, X) € de tipo Jordan se o operador
adjunto ad,, a € X, possuir autovalores {0, 1,1} e obedecer a seguinte lei de fusgo:

AiAi g Al A]AO = {0} AiAn Q An A"IAVI g A] 5] AO l = 07 1.
O préximo resultado diz respeito ao comportamento do operador de adjunto as-

sociado aos elementos idempotentes da base de uma éalgebra de cddigo, permitindo
obter a decomposicao de Peirce e as respectivas leis de fusao para esses elementos.

Teorema 2. (Decomposicao de Peirce, [1]) Seja A-(A) uma algebra de cddigo. Para
todo 1 < i < n, 0 operador ad,, € semissimples com autovalores 1, 0 e o conjunto
{@; : i € supp(a), € C*}. Suponha que a;,, # 1 para todo « € C* com «; = 1, entdo
a dlgebra Ac(A) admite a decomposicdo em autoespacos

Ac(N) =A@ Ay ® @ Aq

emque A, = (t;), Ag = (tj,e*:je{l,....n},j #i,ci=0) @A, , = (" fi=1a,5=
a; ). Se denotamos os autovalores det; por{1,0,ay,...,a:}, entdo a lei de fusdo com
respeito at; é dada por:

A1AL C A AgAyC Ay AA ={0} A1A,, C Ay AgAs € A
AOAaJ c 69;“:1*’4(1[ Aa]Aa] CA DA 277 =1,.. ~k7 i 7é 7

Por ultimo, introduzimos a condicdo de Seress, que sera fundamental para estabe-
lecer sob quais condigbes uma algebra de cddigo € uma algebra axial de tipo Jordan.

Definicao 6. Dizemos que a lei de fusdo para um idempotente e satisfaz a condi¢ao
de Seress se 1,0 € F e AyA) C A,, para todos os autovalores \ # 1.

Teorema 3. Suponha que a;, # 1 para todo i € supp(a), a € C*. Entdo, a lei de
fusdo parat; satisfaz a condicdo de Seress se, e somente se, t; possui no maximo um
autovalor que ndo é 0 ou 1.

Concluimos que, se existe exatamente um autovalor a de ¢; que é diferente de 1 ou
0, entédo a lei de fuséo é a mesma que a das algebras axiais de tipo Jordan.
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Resumo

Dado um grupo finito G qualquer, o Teorema de Lagrange garante que a ordem
de qualquer subgrupo de G divide a ordem de G. Este trabalho tem como obje-
tivo explorar a demonstragdo desse resultado apresentada em [1], assim como
algumas de suas aplicagoes.

Palavras-chave: ordem de grupo, subgrupos, grupos finitos, teorema de Lagrange.

Introdugéao

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) foi um matematico francés que produziu obras
que vieram a influenciar diversas areas da Matematica, como a Analise, a Algebra e
a Teoria dos NUmeros, servindo como base tedrica e referéncia para profissionais e
pesquisadores dessas areas, como Evariste Galois (1811-1832), um dos pioneiros no
campo da Teoria de Grupos.

Como pode ser visto em [2], Lagrange langou, na segunda metade do século XVIII,
a obra "Réflexions la résolution algébrique des équations”, onde buscava utilizar méto-
dos de resolugdo de equagdes de 3° e de 4° grau para chegar a solugdes de equagdes
de 5° grau. Apesar de nao chegar a uma resposta, 0 matematico trouxe uma forma
possivel de resolugdo chamada "teoria das permutagdes"”, que viria a inspirar Galois a
comegar seu trabalho na Teoria de Grupos.

Dessa forma, seria anacrénico associar a demonstragao do Teorema de Lagrange
a Lagrange, uma vez que seus trabalhos foram desenvolvidos décadas anteriores a
primeira demonstragao, de fato, apresentada. Como mostrado em [3], Lagrange utili-
zou esse resultado para uma situagao particular no seu estudo sobre as equagdes de
52 grau, porém n&o veio a demonstra-lo. Alguns resultados prévios sao importantes
para a compreensao da relagao entre a ordem de grupos distintos, e o Teorema de
Lagrange garante alguns resultados de forma trivial.

Neste trabalho apresentaremos as ferramentas necessarias para compreender o
enunciado e a demonstragdo do Teorema de Lagrange, apresentado em [1].

*Graduando em Licenciatura em Matematica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
fUniversidade Tecnoldgica Federal do Parana
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Resultados Principais

Para o desenvolvimento desta pesquisa, precisamos de alguns conceitos da Teoria
de Grupos como grupos finitos, subgrupos, classes laterais, ordem de grupo e de
subgrupo.

Como sera possivel verificar, toda classe lateral de um subgrupo H de um grupo G
tem o mesmo nimero de elementos de H. A partir desse resultado, temos o principal
teorema do trabalho que consiste no seguinte:

Teorema 1 (Teorema de Lagrange). Seja H um subgrupo de um grupo finito G. A
ordem de H divide a ordem de G.

Uma das consequéncias do Teorema de Lagrange, explorada por este trabalho, é
a de que todo grupo de ordem prima é ciclico.
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Resumo

Um dos pilares da Teoria de Grupos é o Teorema de Lagrange, que afirma
que a ordem de um subgrupo divide a ordem do grupo em questao. A reciproca
deste resultado, em geral, ndo é verdadeira. Entretanto, existem resultados nesta
direcdo, e 0os mais gerais sdo os trés Teoremas de Sylow. Neste trabalho, as
condigcbes de existéncia, conjugagado e quantidade de determinados subgrupos de
um grupo serdo abordadas através dos Teoremas de Sylow.

Palavras-chave: grupos, teorema de Lagrange, p-grupos, teoremas de Sylow, sub-
grupos conjugados.

Introducao

A Algebra é um ramo da Matematica voltado ao estudo das Estruturas Algébricas,
que generalizam as propriedades matematicas de conjuntos numéricos e suas opera-
goOes, para conjuntos mais abstratos. Entre essas estruturas, destacam-se os Grupos.

Acerca da Teoria de Grupos, que tem como objetivo estudar propriedades de con-
juntos munidos de uma operagao binaria, um resultado de grande destaque é o Te-
orema de Lagrange. Neste contexto, se H é um subgrupo de um grupo finito G , o
teorema exibe uma relagao entre o nimero de elementos de H e o nimero de ele-
mentos de G, mais precisamente, o resultado garante que a ordem de H divide a
ordem de G.

De modo natural, surge o questionamento se a reciproca deste teorema é verda-
deira. Isto é, busca-se uma resposta para o seguinte problema: Dado um nUmero
natural £ que divide a ordem de G, existe um subgrupo H de G de ordem £?

A reciproca do Teorema de Lagrange nao é valida em geral. Um exemplo disso é o
grupo alternado A4, que possui ordem 12 e ndo contém subgrupos de ordem 6. Diante

*Universidade Tecnolégica Federal do Parand — Campus Pato Branco. Graduando do curso de
Licenciatura em Matematica. Bolsista do Programa de Iniciagéo Cientifica e Mestrado (PICME).
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disso, temos os Teoremas de Sylow. Formulados pelo matematico noruegués Peter
Ludwig Mejdell Sylow em 1872, trés teoremas estabelecem uma reciproca parcial do
Teorema de Lagrange, sendo o primeiro a respeito da existéncia dos chamados p-
subgrupos de Sylow, o segundo sobre a conjugagéo destes p-subgrupos e o terceiro
para a quantidade de p-subgrupos.

Neste texto, assumiremos como conhecidos o0s seguintes conceitos e resultados
da Teoria de Grupos: grupos, subgrupos, classes lateriais, subgrupos normais e grupo
quociente, homomorfismos e agao de grupos. As referéncias utilizadas para a elabo-
racéo deste trabalho e as quais indicamos para consulta bibliografica séo [1] e [2].

Resultados Principais

Para tratar dos Teoremas de Sylow, inicialmente definiremos uma classe de grupos
chamada p-grupos.

Definicao 1. Seja p um numero primo. Um grupo G é chamado de p-grupo se a ordem
de cada elemento de G é uma poténcia de p. Um subgrupo H de G é dito p-subgrupo
de G, se H é um p-grupo.

O Primeiro Teorema de Sylow da uma resposta positiva para a reciproca do Teo-
rema de Lagrange, no caso de uma poténcia de primo dividir a ordem de um grupo
finito.

Teorema 1 (Primeiro Teorema de Sylow). Sejam G um grupo de ordem p™m, onde p é
um numero primo, m,n € N e mde(p, m) = 1. Entdo, G contém um subgrupo de ordem
p', paracadal <i<n.

Dessa forma, o Primeiro Teorema de Sylow garante a existéncia de subgrupos de
certas ordens, as quais sao determinadas pela decomposicdo da ordem do grupo em
fatores primos.

Exemplo 1. Se G é um grupo com ordem |G| < 11 e d | |G|, entdo existe um subgrupo
de G de ordem d. Com efeito, se |G| = 1 o resultado é dbvio. Agora, se2 < |G| < 11,
temos as seguintes decomposi¢des em fatores primos:

2,3,4=2%56=2-3,7,8=2%9=23%10=2.5, 11.
O resultado segue aplicando o Primeiro Teorema de Sylow.
Uma classe relevante de subgrupos sera definida a seguir.

Definicédo 2. Seja G um grupo finito de ordem p™m, comn € N U {0}, onde p é primo
e ptm. Um p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G com ordem p".

Exemplo 2. Considere o grupo (Zu, +). Este grupo possui ordem 100 = 22.52. Assim,
um 2-subgrupo de Sylow é um subgrupo de ordem 4, bem como um 5-subgrupo de
Sylow é um subgrupo de ordem 25.

Dai, temos que o Primeiro Teorema de Sylow garante a existéncia de ao menos
um p-subgrupo de Sylow de G.
Como motivagéo para o Segundo Teorema de Sylow, temos a seguinte proposi¢éo.
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Proposicéo 1. Seja G um grupo de ordem p™m, com p primo, n € N e mdc(m,p) = 1.
Cada conjugado de um p-subgrupo de Sylow é um p-subgrupo de Sylow.

A proposi¢ao anterior admite como reciproca o Segundo Teorema de Sylow, que
enunciaremos na sequéncia.

Teorema 2 (Segundo Teorema de Sylow). Sejam P, e P, dois p-subgrupos de Sylow
de um grupo finito G. Entao, P, e P, sdo subgrupos conjugados de G.

Como consequéncia, se G é um grupo finito e p um ndimero primo, um p-subgrupo
de Sylow S de G é normal se, e somente se, S é 0 Unico p-subgrupo de Sylow de G.

Para o Terceiro Teorema de Sylow, denotaremos o numero de p-subgrupos de Sy-
low de um grupo finito G por n,,.

Teorema 3 (Terceiro Teorema de Sylow). Se G é um grupo finito e p um nimero primo,
entdo o numero de p-subgrupos de Sylow de G divide |G| e é da forma kp + 1, para
algum k € NU {0}. Em outros termos, é valido que:

(@) ny [1G];
(it) n, =1 (mod p).

O Terceiro Teorema de Sylow estabelece restrigdes aritméticas para a quantidade
de p-subgrupos de Sylow em um grupo finito, ao determinar que o nimero n, deve,
simultaneamente, dividir a ordem do grupo e ser congruente a 1 (mod p).

Exemplo 3. Nao existe grupo simples de ordem 15. De fato, seja G um grupo tal
que |G| = 15 = 3 - 5. Vamos analisar os 5-subgrupos de Sylow. De acordo com o
Terceiro Teorema de Sylow n; | 15. Os divisores de 15 sdo 1,3,5,15. Também, como
ns =1 (mod 5), temos que n; € {1,6,11,16, ... }. O dnico valor que satisfaz ambas as
condigées é n; = 1. Como existe um unico 5-subgrupo de Sylow, ele deve ser normal
em G. Como a ordem deste subgrupo € 5, ele é um subgrupo préprio e nao trivial, e
portanto G nao é simples.

Finalmente, os resultados apresentados neste texto evidenciam que os Teoremas
de Sylow desempenham um papel central na Teoria de Grupos, uma vez que analisam
a existéncia, a conjugagao e a quantidade de determinados subgrupos.
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Resumo

Ao se relacionar diferentes estruturas por meio de funtores, nota-se que nem
sempre esses mapeamentos possuem um inverso. Diante disso, a busca por um
funtor que atue como um “quase-inverso” culmina no conceito de adjung¢éo. Fun-
tores adjuntos podem ser estudados no contexto de categorias cujos objetos séo
conjuntos com alguma estrutura adicional, como é o caso da categoria Grp, onde
a nocéo de adjuncgéo estd atrelada a existéncia de grupos livres. Neste trabalho,
apresenta-se uma caracterizagao para funtores adjuntos via morfismos universais
e estabelece-se que, se uma categoria concreta (C,U) possui U-objetos livres,
entdo existe um funtor F' : Set — C tal que F - U. Por fim, tem-se uma carac-
terizagéo categoérica para grupos livres, mostrando que o funtor F' : Set — Grp
que associa cada conjunto ao grupo livre gerado por seus elementos é adjunto
esquerdo do funtor esquecimento U.

Palavras-chave: funtor, adjuncédo, categoria concreta, funtor livre, funtor esqueci-
mento.

Introduciao

A teoria de categorias fornece ferramentas que permitem transportar um problema
de uma area para outra, onde esta Ultima geralmente dispée de um aparato mais po-
deroso e que gera solugbes mais simples [1]. Este transporte se da por meio dos
funtores, que sao mapeamentos entre categorias que levam objetos em objetos e
morfismos em morfismos, “preservando”, de certo modo, as identidades e as compo-
si¢des.

Semelhantemente ao que ocorre com fungdes entre conjuntos, nem sempre existe
o inverso de um funtor. Ainda assim, dado qualquer funtor entre categorias, seria
possivel encontrar um funtor que, a0 menos, agisse como um “quase-inverso”, levando
cada objeto da segunda categoria ao “melhor” objeto associado a ele na primeira? A
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resposta é que, se determinadas hipéteses forem satisfeitas, € de fato possivel garantir
a existéncia de tal funtor [2]. Essa busca pelo “melhor” representante desagua no
conceito de adjuncao.

Funtores adjuntos podem ser estudados em contextos mais especificos, como no
caso de categorias cujos objetos sdo conjuntos com alguma estrutura adicional. Em
particular, no caso da categoria Grp, a nogao de adjuncao esta atrelada a existéncia
de grupos livres gerados por conjuntos arbitrarios.

Resultados Principais
Definimos funtores adjuntos como em [3]:
Definicao 1. Sejam A B categorias e funtores. Dizemos que F é adjunto es-
querdo de G e que G é adjunto direito de F', e escrevemos F 4 G, se
Homp(F(A), B) = Hom (A4, G(B)) (1)
naturalmente em A € A, e B € B,.
Neste trabalho, utiliza-se a definicdo de morfismo universal dada por [4]:

Definicdo 2. Seja G : B — A um funtor e A € A,. Um par (B,u), com B € B, e
(u: A— G(B)) € A;, é chamado de um morfismo universal de A para G se satisfaz
a seguinte propriedade universal:

VB € By, V(f: A= G(B) €A, A(f:B=B)eB, : G(f)ou=Ff.

A proposicéo a seguir fornece uma caracterizagao para funtores adjuntos via mor-
fismos universais, garantindo a equivaléncia entre as definigdes dadas por [3] e [2]:

Proposicao 3. Um funtor F : A — B é um adjunto esquerdo para o funtor G : B — A
se, e somente se, existe uma transformacao natural

n:ly = GF 2)
tal que, para todo A € Ay, o par (F(A),n4) € um morfismo universal de A para G.
Em vista da Defini¢cdo 2, introduzimos os objetos livres [3]:

Definicdo 4. Sejam X € Set, e S : A — Set um funtor. Se o par (A, ) é um morfismo
universal de X para S, entao dizemos que A € A, é um S-objeto livre sobre X e que
(1 : X = S(A)) € Set, é a injecdo dos geradores X em A. Além disso, dizemos
que a categoria A possui S-objetos livres quando todo X € Set, possui um S-objeto
livre.

Uma categoria concreta pode ser descrita como uma categoria em que cada objeto
possui um conjunto subjacente e em que cada morfismo € uma fungao, considerando
a composigao usual de fungdes [5]. Mais formalmente:

Definicdo 5. Uma categoria concreta é um par (C,U), onde C é uma categoria e
U : C — Set é um funtor fiel.
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Nesse caso, o funtor U é chamado de funtor esquecimento. O resultado a seguir
relaciona adjungao com a existéncia de objetos livres em uma categoria concreta:

Teorema 6. Seja (C,U) uma categoria concreta. Se C possui U-objetos livres, entdo
existe um funtor F' : Set — C talque F - U.

Nessas condi¢des, chamamos F, o adjunto esquerdo do funtor esquecimento U,
de funtor livre. Como exemplo, mostrando que os U-objetos livres de Grp séo exata-
mente os grupos livres [4], garantimos:

Proposi¢ao 7. Sejam U : Grp — Set um funtor esquecimento e F : Set — Grp um
funtor que associa cada X € Set, ao grupo livre gerado pelos elementos de X . Entéo,
FAU.
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Resumo

A expanséo dos sistemas numéricos dos complexos para os quatérnios e oc-
tonios resulta na perda gradual da comutatividade e da associatividade. Contudo,
os octonios preservam uma forma restrita de associatividade, o que fundamenta
o estudo das algebras alternativas. Este trabalho tem como objetivo apresentar
o comportamento de fungbes mapeadas sobre essas estruturas, utilizando a de-
composicdo de Peirce como ferramenta central. A justificativa para este estudo
reside na necessidade de compreender se fungdes do tipo x-Lie ou x-Jordan mul-
tiplicativas ainda preservam a aditividade. Analisaremos quais condigées devem
ser admitidas sobre a algebra para que uma n-fungéo *-Lie ou x-Jordan multipli-
cativa unital ¢ seja caracterizada como *-aditiva e, consequentemente, como um
x-isomorfismo.

Palavras-chave: algebras alternativas, octénios, decomposigao de Peirce, fungbes
x-Lie e x-Jordan multiplicativas.

Introducao

No estudo das estruturas algébricas, a construgdo de Cayley-Dickson [2] ilustra
como a expansao dos conjuntos numéricos resulta na perda de propriedades bem
comportadas. Ao passarmos dos nimeros complexos (C) para os quatérnios (H), per-
demos a propriedade de comutatividade da operagéo produto. O passo seguinte, que
estende a estrutura para os octénios (0), resulta na perda da associatividade. No
entanto, esta é uma perda parcial, uma vez que para algumas triplas de elementos a
associatividade ainda é mantida. Além disso, qualquer subalgebra gerada por apenas
dois elementos dentro dessa estrutura é, necessariamente, associativa (Teorema de
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Artin [2]). Puxando esse gancho teérico, define-se a classe das algebras alternativas,
que sdo estruturas ndo associativas que generalizam esse comportamento dos octé-
nios. Uma algebra A é dita alternativa quando satisfaz as identidades a esquerda e a
direita: a(ab) = a%b e (ba)a = ba?, para todos a,b € A.

O foco deste trabalho é analisar como algumas classes de fungées mapeadas en-
tre algebras alternativas se comportam. Para contornar a auséncia da associatividade
e realizar analises estruturais da algebra, a principal ferramenta utilizada é a Decom-
posigao de Peirce [2].

Resultados Principais

Em uma algebra alternativa com unidade 1 4, a existéncia de idempotentes simétri-
€os nao triviais (como e; € e; = 14 — ¢;) permite que a algebra seja expressa como a
soma direta de subespagos vetoriais

A=A @ Aa @ Az © A,

que tém regras de multiplicagdo bem conhecidas e bastante similares aquelas dispo-
niveis no caso associativo. Antes de prosseguirmos com a caracteriza¢éao das fungées
mapeadas sobre tais estruturas, é necessario fixar a notagao sobre involugées. Uma
funcdo * : A — A é umainvolugdo se (a + b)* = a* + b*, (a*)* = a, € (ab)* = b*a*, para
todos a, b € A. Uma algebra .4 munida de uma involugéo é chamada de x-algebra [1].

E com base nessa estrutura que avaliamos o comportamento de funcdes chama-
das de x-Lie e x-Jordan multiplicativas. Dadas duas *-algebras alternativas A e A’,
uma fungéo ¢ : A — A’ é chamada de n-fungdo x-Lie multiplicativa se

Pon.(ar; a5, an)) = paplar), o p(ay), - p(an),

para todos ay,...,a, € A, comn > 2 inteiro, em que os polinémios p;. sao definidos
indutivamente via

D1, (al) =a € pn*(ala a2, . .., an) = [p(n—l)*(al, a2, ... aan—l)-, anl*v

com [a,b]. = ab — ba*, para a, b € A.
De maneira analoga, uma fungéo ¢ : A — A’ é dita uma n-fungdo x-Jordan multi-
plicativa se

O(Gn. (a1, .-, a5, .., an)) = Gn. (@(a1), ..., 0(ay), ..., (an)),

para todos ay, ..., a, € A, comn > 2 inteiro, em que

q.(a)=a € qular,a,...,a,) = {qm-1).(a1,02,. .., a0 1), an}x,

com {a,b}. = ab+ ba*, paraa, b € A.

Seguindo as ideias apresentadas por Martindale, uma pergunta natural é quais
condi¢cbes adicionais devem ser assumidas sobre as x-algebras alternativas envolvi-
das, a fim de que essas fungdes sejam aditivas. O teorema central abordado neste
trabalho, baseado nos resultados de Andrade [1], é o seguinte.
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Teorema 1. Sejam A e A’ duas x-dlgebras alternativas com identidades 14 € 1,
respectivamente. Consideramos e; e e; = 14 — e, idempotentes simétricos nao triviais
em A. Assuma que A satisfaz a seguinte condi¢do: para x € A,

(e;A)x = {0} paratodo j € {1,2} = = = 0.
Se p : A — A’ é uma fungdo bijetiva unital que satisfaz

©(pn,(@,0,C, ..., Q) = pu.((a), p(b),¢(C), - - -, ©(())s
para todos a,b € A e ( € {e1,e2, 14}, entdo ¢ é x-aditiva.

Uma consequéncia direta deste teorema é que, ao assumirmos a hipétese de
que ¢ € uma bijecdo multiplicativa escalar sobre os complexos (C), a condigdo de
x-aditividade garantida pelo resultado complementa a estrutura. Como ¢ preserva,
assim, a adigdo, a multiplicagdo e a involugéo, conclui-se que ¢ € um x-isomorfismo
de éalgebras.

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste resumo, foram expostas as condigdes estruturais que garantem a aditividade
de fungdes, com foco principal nas aplicagdes *-Lie multiplicativas. Contudo, conforme
delineado ao longo do texto, resultados de caracterizagdo anélogos também séo ve-
rificados para a classe das fungdes x-Jordan multiplicativas. Como desdobramento
natural e passos futuros desta pesquisa, pretende-se estender o estudo para a carac-
terizagao de derivagdes x-Jordan néo lineares definidas sobre x-algebras alternativas.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo trazer uma breve apresentacdo de como a
compacidade das bolas fechadas em espagos normados com a topologia induzida
pela norma se comporta a depender da dimenséo do espaco, além de introduzir
duas novas topologias e caracterizar a compacidade de tais bolas nas mesmas.

Palavras-chave: topologia, compacidade, funcional, reflexividade, dual.

Introducao

Em espagos métricos, todo subconjunto compacto é fechado e limitado. Além
disso, a reciproca € verdadeira em espacos normados de dimens&o finita (com a topo-
logia induzida pela norma), ou seja, todo subconjunto fechado e limitado é compacto.

Acontece que se a dimensao do espago € infinita, entdo a bola fechada B(0,1)
nunca é compacta na topologia da norma, e isso motiva a seguinte pergunta: é pos-
sivel obter uma topologia com menos abertos, de forma a tornar compactas as bolas
fechadas e limitadas, mas sem perder propriedades “agradaveis” da topologia usual?

Pensando nisso, este trabalho apresenta duas novas topologias, uma em espacos
normados E quaisquer, e outra em espagos duais E£*, as quais sdo construidas de
forma a manter continuos todos ou alguns funcionais lineares definidos no espaco e
continuos na topologia usual. Além disso, definimos a inje¢cao canénica, uma aplicagao
com um papel fundamental no desenvolvimento dos resultados.

Finalizamos com dois teoremas que estabelecem precisamente as condigoes para
que as bolas fechadas sejam compactas nas duas topologias aqui definidas.

Por fim, mencionamos que serdo assumidos como conhecidos conceitos basicos
de topologia, espagos métricos, espagos normados e seus duais com norma usual.
As principais referéncias utilizadas para elaboragao do trabalho séo [1], [2] e [3], as
quais recomendamos ao leitor para aprofundamento do tema.
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Resultados Principais

Iniciamos o desenvolvimento do estudo sobre compacidade de bolas fechadas com
a definicao de uma topologia que é necessaria neste contexto.

Definicdo 1. Sejam X um conjunto dado, {Y,},ca uma familia de espagos topoldgicos
e {¢x : X — Yy}rea Uuma familia de fungbes. A menor topologia de X tal que ¢, é
continua para todo A € A é chamada de topologia inicial de X associada a familia
de fungdes {¢) : X — Yy }aea-

A defini¢cdo abaixo aplica o conceito de topologia inicial no caso em que o conjunto
dado é um espago normado F e a familia de fungdes é o seu dual E*.

Defini¢do 2. Seja E um espago normado. A topologia inicial de E associada a familia
de funcionais lineares continuos E* é chamada de topologia fraca em E.

A seguir, definimos uma fungéo importante para esse trabalho, além de trazermos
algumas propriedades fortes que a mesma possui.

Defini¢do 3. Seja E um espago normado. A fungdo Ji : E — E** definida de forma
que para cada x € E, o funcional Jp(x) : E* — R é dado por Ji(z)(f) = f(z) para
cada f € E*, é chamada de injecdo canénica de £ em E**.

Proposicao 1. A injecdo canénica Ji : E — E** € linear, isométrica e injetiva.

A injegcao candnica nem sempre é sobrejetiva, mas essa propriedade caracteriza
uma classe especial de espagos normados, os chamados espacos reflexivos.

Definicado 4. Seja E um espaco normado. Dizemos que E é um espaco reflexivo se
a injegéo canénica Ji : E — E** é sobrejetiva.

Até entdo, o espago dual E* possui a topologia forte (induzida pela norma) e a
topologia fraca. Introduziremos agora uma terceira topologia, a qual também é essen-
cial no estudo da compacidade das bolas fechadas. Em seguida, a importancia dessa
definicao sera justificada pelo Teorema 1.

Definicao 5. Seja E um espago normado. A topologia inicial de E* associada a familia
de funcionais lineares continuos Ji(E) é chamada de topologia fraca* em E*.

Teorema 1 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Se £ é um espago normado,
entdo a bola fechada Bi- = {f € E*/ ||f|| < 1} é compacta em E* na topologia fraca*.

Em seguida, os préximos dois resultados servem como lemas com o objetivo de
auxiliar a demonstragéo do Teorema 2, o qual estabelece uma forte conexao entre a
reflexividade de um espago e a compacidade de suas bolas fechadas.

Proposicéo 2. Seja E um espago normado e Ji : E — J(FE) ainjegdo canbnica sobre
a sua imagem. Se E possui a topologia fraca e E** possui a topologia fraca®, entdo
Jr € um homeomorfismo entre E e J(E) como subespago de E**.

Proposicéo 3. Se E é um espaco normado, entao Ji(Bg) - B, ou seja, o fecho

da imagem da bola fechada Bg pela injegcdo canénica Jg com relagdo a topologia
fraca* em E** é igual a bola fechada Bp-.
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Teorema 2 (Teorema de Kakutani). Seja £ um espago normado. A bola fechada Bg
é compacta na topologia fraca se, e somente se, E é um espaco reflexivo.

Demonstragdo. (= ) Suponha que By seja compacta na topologia fraca. Utilizando
a Proposigao 2, vem que Jg(Bg) é compacto em E** na topologia fraca*. Como espa-
¢os com a topologia fraca* sdo espagos de Hausdorff, segue que Jz(E) é fechado, pois

compactos de Hausdorff sdo fechados. Da Proposi¢ao 3, Bg« = JE(BE)w = Jg(Bg),
e utilizando a linearidade da inje¢éo candnica Jg, a igualdade acima pode ser expan-
dida ao espaco todo, concluindo que Jz(E) = E**, como queriamos demonstrar.

( <) Suponha que E seja um espaco reflexivo. Temos que Ji € uma bije¢éo, e como
Jg preserva a norma pela Proposicéo 1, segue que J5' também preserva a norma,
e portanto J;'(Bg~) = Bg, da sobrejetividade de Jz. Pelo Teorema de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, a bola B-- € compacta em E** na topologia fraca*, e como J5' é
um homeomorfismo entre esse espago e E com a topologia fraca vide Proposigao 2,
segue que B é compacta em E com relagéo a topologia fraca. O

Por fim, condensamos os trés resultados principais do trabalho na Tabela 1, a qual
traz condigdes que caracterizam a compacidade das bolas fechadas com respeito as
topologias forte, fraca e fraca*.

No espaco | com a topologia ‘ a bola ‘ é compacta
E forte Bg <~ dimF < o
E fraca Bg <= F éreflexivo
E* fraca*® Bg- sempre

Tabela 1: Compacidade da bola fechada conforme a topologia
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Resumo

A teoria analitica de niUmeros € uma area da matematica que estuda proprieda-
des dos inteiros utilizando ferramentas de analise. Nessa area, busca-se estudar
resultados relacionados ao Teorema dos NUmeros Primos e a fungéo Zeta de Ri-
emann que nos ajudam a entender a distribuigdo dos nimeros primos.

Palavras-chave: Hipdtese de Riemann, Teoria Analitica de Numeros, Zeta de Rie-
mann.

Introducao

Em 1859, Bernhard Riemann publicou um artigo [5] sobre a fungéo = (z), que conta a
quantidade de primos menores ou iguais a x, e conjecturou que 0s zeros nao-triviais
1

de ((s) pertencem a reta Re(s) = ;. Neste trabalho, veremos quais s&o os zeros

conhecidos dessa fungéo por meio de sua continuagao analitica.

Resultados Principais

Utilizaremos a notacdo s = o + it para s € C da mesma maneira que é utilizada em
[3].

Antes de descobrirmos quais sdo os zeros de ((s), precisamos definir certos concei-
tos.

Definicao 1: Para o > 1, temos que

+ool

(=Y —

s
n=1 n
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Definicdo 2: Para o > 1 e a € (0, 1] definimos

0= 3 Gy

e nos referimos a ela como a fungéo zeta de Hurwitz, ja que ((s,1) = ((s).

Definicao 3: Para o > 0, definimos

Teorema 1: A fungéo I' satisfaz as seguintes equagdes funcionais para todo s € C\Z<g

[(s+1) = sT(s)
m
D(s)M(1—s)=——
(s)0( = 5) sin(ms)
Com isso, conseguimos alguns resultados que nos ajudam a descobrirmos o0s zeros
triviais de ((s).

Teorema 2: Se o > 1, entdo ((s, a)T'(s) = J;f> £

l—e—®
Teorema 3: Se « € (0, 1], entdo a fungdo definida pela integral de contorno em torno
do eixo real negativo
1 Zsfleaz
I(s,a) = / i
(s,a) s dz

21 1—e*

é uma fungao inteira. Além disso, ((s,a) =T(1 —s)I(s,a) se o > 1.

Definicdo 4: Para o < 1 definimos ((s,a) =T'(1 — s)I(s, a).

Dessa maneira, conseguimos uma continuagdo analitica de ((s,a) em todo o plano
complexo.

Teorema 4 (Férmula de Hurwitz): Se « € (0,1] e 0 > 1, entdo

¢(1—-s,a)= % ((5_2‘7“"‘/21‘7((17 s) + €™/ F(—a, s))

+0 2rina
emque F(a,s)= > ¢

n=1

ns

Nos referimos a F(a, s) como a fungdo zeta periédica.
Aplicando a férmula de Hurwitz conseguimos encontrar os zeros triviais de ((s).

Teorema 5: Para todo s temos

s

¢(1—s)=2(2m)"°T(s) cos (;) ¢(s)
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Note que ao tomarmos s = 2n+ 1 com n € Z, 0 fator cos ("7) se torna zero. Portanto,
¢(—2n) = 0 para todo n € Z.

Porém, ndo sdo apenas esses zeros que nos interessam. Queremos analisar os pon-
tos em que ((s) = 0 em todo o plano complexo.

Teorema 6: Se o > 1 temos
Clo)l¢(o +it)|*|¢(o + 2it)| > 1.

Este teorema impede que |((c + it)| se aproxima de zero quando ¢ — 1T, levando ao
seguinte resultado:

Teorema 7: Temos que ¢(1 + it) # 0 para todo t € R.
Portanto, para ¢ > 1, temos que ((s) ndo se anula.

Analisando a equagdo do Teorema 5, e substituindo s por 1 — s, vemos que ((s) =
2(27)* 1T (1~ s)sin () ((1-s). Entdo, se o < 0, temos que ((1—s) # 0, pois 1—o > 1
e o fator 2(27)*~! também € ndo nulo. Logo, a Unica possibilidade de termos zeros para
¢(s) é tendo sin (%) = 0. Porém, ndo queremos os zeros da forma s = —2n em que
n € Z-o. Assim, a fungao ¢ ndo possui zeros nao triviais para o < 0.

Logo, se ¢ possui zeros, eles estdo na faixa 0 < ¢ < 1, que chamamos de faixa
critica.

Hipétese de Riemann: Os zeros ndo-triviais de ¢ tem a forma s = 1 + ¢i.
Chamamos a reta em que ¢ = 1 de reta critica.

Caso essa afirmacéo seja verdade, conseguimos alguns resultados interessantes so-
bre a distribuicdo dos numeros primos.
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Resumo

Este trabalho investiga a Transformada Discreta de Fourier (TDF) em ¢%(Zy)
como uma mudanga de base para o dominio da frequéncia. Analisam-se os Ope-
radores Lineares Invariantes por Translagao (OLITs), sua equivaléncia com a con-
volugao e, pelo Teorema da Convolugéo, a diagonalizagdo simultanea desses ope-
radores pela base de Fourier. Estendendo a teoria a ¢2(Zy; x Zy ), imagens digitais
sdo modeladas como fungdes e submetidas a filtragem espectral. Filtros passa-
baixas reduzem ruidos ao preservar baixas frequéncias, enquanto filtros passa-
altas destacam bordas e descontinuidades. Assim, evidencia-se a fundamentacéao
matematica da filtragem de imagens na decomposi¢do em frequéncias e na dia-
gonalizagao de operadores de convolugao.

Palavras-chave: Transformada Discreta de Fourier, Teorema da Convolugao, Filtros

Introducao

Neste trabalho, investigamos a Transformada Discreta de Fourier (TDF), uma fer-
ramenta matematica fundamental para a analise e o processamento de dados digitais,
com particular aplicagdo ao processamento de imagens. A TDF permite decompor
uma fungdo em componentes de diferentes frequéncias, fornecendo uma representa-
¢ao na qual determinadas operagdes, como a convolugédo, assumem uma forma signi-
ficativamente mais simples. Essa propriedade estabelece a ligagao entre a estrutura
algébrica da TDF e aplicagdes concretas de filtragem e andlise de imagens.

Consideramos o espago 2(Zy) = {f : Zx — C}, munido do produto interno defi-
nido por (f, g) = >N f(n)g(n). Esse espago possui dimenséo finita N e é isomorfo a
C~. Podemos estender cada fungao f € (?(Zy) para uma fungéo f : Z — C, impondo

*Universidade Estadual de Ponta Grossa. Bolsista do Programa de Iniciacéo Cientifica e Mestrado.
TUniversidade Estadual de Ponta Grossa. Doutorado em Fisica Tedrica.
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a condicdo de N-periodicidade, isto é, f(n + kN) = f(n) para quaisquer n,k € Z.
Nao faremos distingdo entre f € (*(Zy) e sua extensdo f : Z — C, a menos que seja
explicitamente indicado.

Definimos £ (n) = ce*™*/N, para k,n = 0,...,N — 1. A familia {E ! é uma
base ortonormal de ¢*(Zy). A TDF é o operador F : (*(Zy) — (*(Zy) dado por
(Ff)(m) = f(m) = SN f(n)e 27 m/N = \/N(f, E,). Sua inversa (TDFI) é o ope-
rador F~! : (*(Zy) — (*(Zy) definido, para qualquer g € (*(Zy), por (F~lg)(m) =
L Y g(n)e?rmn/N comm = 0,...,N—1em ambas as formulas. Assim, F1F f = f
e FF~lg = g; em particular, f = F~'f. Definindo F}, = \%NEk obtemos a base ortogo-

nal de Fourier F = {F,}"! e a reconstrugdo f(m) = >N~ f(n)F,(m). Logo, f = [f]r
fornece as coordenadas de f nessa base.

Para valores de k proximos a 0 e a N — 1, a fungédo e2™*"/N oscila lentamente,
descrevendo variagdes suaves e graduais no dominio espacial (baixas frequéncias).
Em contrapartida, para valores de k préximos a N/2, a funcédo apresenta oscilagdes
rapidas (altas frequéncias).

Resultados Principais

As demonstragdes dos teoremas apresentados a seguir encontram-se omitidas
neste resumo, mas podem ser verificadas integralmente na obra de Frazier [1].

Definicdo 1. Seja f € (*(Zy) e k € Z. Defina (Ryf) (n) = f(n — k), para todon € Z.
Ry f é a translacdo de f por k.

Definicdo 2. Seja T : (*(Zy) — (*(Zy) um operador linear. Dizemos que T é um
operador linear invariante por translacdo (OLIT) se T(Ry.f) = Ri(Tf), para todo f €
*(Zy) etodo k € Z.

Teorema 1. SegjaT : (*(Zy) — (*(Zn) um OLIT. Entdo, cada vetor da base de Fourier
F é um autovetor de T. Em particular, T é diagonalizavel.

Esse resultado garante que a base de Fourier diagonaliza todo e qualquer OLIT,
propriedade central para aplicagées em processamento de dados digitais.

Definigcdo 3. Para f,g € (*(Zy), a convolugédo f * g € (*(Zy) € dada por (f * g)(n)

Nt f(n—m)g(m) paran = 0,...,N — 1. Em particular, para um vetor h € (*(Zy)

fixo, definimos o operador de convolugdo Ty, : (*(Zy) — (*(Zy) por T,(f) = f * h.

Teorema 2. Um operador T : (*(Zy) — (*(Zy) é um OLIT se, e somente se, T é um
operador de convolugéo Ty, para algum vetor b € (2(Zy).

Teorema 3 (Teorema da Convolugdo). Para quaisquer f,g € (*(Zy), tem-se que:

— N

(f *g)(m) = f(m)g(m).

Em virtude do Teorema da Convolugao e do fato de os vetores de Fourier serem
autovetores, a matriz associada a TDF prové exatamente a mudanca de base capaz
de diagonalizar simultaneamente todos os OLITs. Tais resultados admitem extensao
natural para o espago bidimensional (*(Zy, x Zy,) por meio de um produto separavel,

no qual a base de Fourier 2D é dada por F,,, ;m,(n1,n2) = N11N2627"””1"1/N1€27f’i7n2n2/N2'
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Essa extenséo estabelece a fundamentagdo matematica para a aplicacéo da TDF
ao processamento de imagens digitais, uma vez que uma imagem pode ser modelada
como uma fungéo f € (*(Zy x Zy), na qual cada ponto da grade representa um pixel.
A TDF 2D permite, entéo, representar a imagem em termos de suas componentes de
frequéncia espacial, separando variagdes lentas e graduais de oscilagdes rapidas.

Nesse contexto, o filtro linear considerado atua por convolugéo e, pelo Teorema 2,
€ um OLIT. Pelo Teorema da Convolugao, essa operacao no dominio espacial equi-
vale a multiplicagdo pontual das transformadas da imagem e do filtro no dominio da
frequéncia. Assim, a filtragem pode ser realizada pela selegao ou atenuagao de deter-
minadas componentes espectrais da imagem, estabelecendo uma relagéo direta entre
os resultados tedricos obtidos e uma operagao concreta de processamento digital.

Na aplicacéo apresentada na Figura 1, considera-se uma imagem sintética con-
tendo ruido e realiza-se sua transformagéo para o dominio da frequéncia por meio da
TDF 2D. Como a TDF assume periodicidade circular, a convolugéo pode interpretar
pixels préximos a bordas opostas como vizinhos, produzindo efeitos de wrap-around,
nos quais informagées de uma borda podem aparecer artificialmente na borda oposta.
Emprega-se, portanto, padding (preenchimento de zeros) para reduzir esses efeitos,
conforme discutido em [2]. No dominio espectral, utiliza-se um filtro passa-baixas
Gaussiano, que preserva as componentes de baixa frequéncia e atenua as de alta fre-
quéncia. Como estas esté@o associadas a variagdes espaciais rapidas, sua atenuagao
produz uma imagem suavizada e reduz a influéncia do ruido. Uma discusséo mais de-
talhada sobre filtragem no dominio da frequéncia e processamento de imagens pode
ser encontrada em [2].

De forma complementar, emprega-se um filtro passa-altas Gaussiano, que atenua
as componentes de baixa frequéncia e preserva as oscilagdes rapidas. O resultado é
o realce de bordas e descontinuidades estruturais presentes na imagem, permitindo
evidenciar caracteristicas que podem estar pouco perceptiveis no dominio espacial.
A Figura 1 ilustra, portanto, a utilizacdo da TDF como ferramenta efetiva de filtragem
espectral: a partir da mesma representacdo matematica no dominio da frequéncia,
diferentes componentes da imagem podem ser seletivamente preservadas ou atenu-
adas, produzindo operag6es de suavizagao, reducéo de ruido e realce de estruturas.

Figura 1: Processamento de imagem no dominio da frequéncia através da TDF 2D
com procedimento de padding: imagem sintética com ruido (esquerda), suavizagdo
por filtro passa-baixas Gaussiano (centro) e destaque de bordas por filtro passa-altas
Gaussiano (direita).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a regularidade de distribuicbes periddicas através
das propriedades de decaimento de seus coeficientes de Fourier. Esses resulta-
dos fornecem ferramentas para o estudo de regularidade das solugdes periédicas
de certas equagdes diferenciais parciais periédicas.

Palavras-chave: Distribuicdes, Equagdes Diferenciais Parciais, Transformada de Fou-
rier.

Introducao

O estudo de equagbes diferenciais parciais envolve, em muitos casos, a busca por
solugdes que possuam determinada regularidade. Para o estudo de solugdes peri-
odicas de equacgdes diferenciais parciais, uma ferramenta importante é a Analise de
Fourier, que permite representar fungdes por meio de séries e transformar operagdes
diferenciais em relagdes algébricas entre seus coeficientes.

Considere, por exemplo, o operador diferencial

8 ;
T Ox + ai)y’

Ao procurar uma solugao « para Lu = f, podemos utilizar a representagao de Fou-
rier para transformar essa equacéo diferencial em uma equacgéo algébrica envolvendo
os coeficientes de Fourierde u e f.

Entretanto, essa abordagem leva a uma questao natural:

L aeR.

As solugbes dessas equagdes algébricas descrevem distribuicbes abstratas, ou
fungbes suaves?

*Universidade Federal do Parana (UFPR). Graduando em Bacharelado em Matematica. Bolsista do
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Para responder a essa questao, faz-se entao um estudo preciso do comportamento
dos coeficientes de Fourier de distribuigdes e fungdes suaves. Para uma breve descri-
céo deste processo, denote por T" = R"/(27Z") o toro n-dimensional e seja ¢ (T")
espaco das fungdes infinitamente diferenciaveis f : T — C.

O dual topolégico de ¥>°(T"), denotado por 2'(T"), consiste de todas os funcionais
lineares

u:F>*(T") - C

que sao continuos com respeito a topologia padrao de € (T"). Em particular, usare-
mos a notagdo u(f) = (u, ), para § € €= (R").

Por exemplo, dada uma fungao localmente integravel f : T — C, mostra-se que o
funcional linear u; : €>(T") — C dado por

(ur0) = [ F@)o()ds, (1)

pertence a 2'(T").
Entretanto, ressalta-se que nem toda distribuicdo pode ser definida de tal forma
como, por exemplo, § : €>°(T") — C dada por

(6,0) = 0(0).

Assim, uma distribuicdo ndo precisa ser uma fungéo no sentido classico. Desta
forma uma das perguntas centrais desta teoria é como saber se uma distribuicdo é
definida através de (1). Para responder essa pergunta, considere a seguinte defini¢éo.

Definicao 1. Os coeficientes de Fourier de distribuigées periddicas sdo definidos da
seguinte forma:

* Para f € €~ (T"), define-se

f(m) = (2m)™ /E f@)e ™ dz, m € Z".

» Parau € 2'(T") tém-se
a(m) = (27) " {u, e ™), m € Z".
Considere agora a seguinte definicdo que diz respeito ao comportamento de se-
quéncias de numeros complexos.

Definicédo 2. Seja ¢ = {¢}mezn C C sequéncia. Dizemos que

* ¢ é rapidamente decrescente se, para cada k € N,, existe uma constante C' > 0
tal que

C n
lem] < Tl Vm € Z" \ {0}.

* ¢ tem crescimento lento se existem M > 0 e k € N, tais que

lem| < Mm|¥, ¥m € Z"\ {0}.
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Resultados Principais

O resultado a seguir estabelece a relagéo entre o comportamento dos coeficientes
de Fourier e a regularidade da série.

Teorema 1. Sejam ¢ = {¢,, }mez» C C sequéncia e considere a série

u= Z Cme™?. 2

mezn
Nestas condigées, tém-se:
(a) ue 2'(T") se, e somente se, c € uma sequéncia de crescimento lento.

(b) u € €=(T") se, e somente se, c é uma sequéncia rapidamente decrescente.

Em ambos os casos, tém-se u(m) = c¢,,, para todom € Z".

Dessa forma, a analise dos coeficientes de Fourier permite distinguir os compor-
tamentos associados a fungdes suaves e a distribuicdes: enquanto a suavidade esta
relacionada ao decaimento rapido dos coeficientes, as distribuigdes periddicas sdo
caracterizadas por coeficientes de crescimento lento.
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Resumo

O estudo de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) lineares com
coeficientes constantes esta diretamente relacionado ao calculo da exponencial de
matrizes. Uma EDO linear de ordem superior pode ser transformada em um sis-
tema de primeira ordem, cuja solugédo é expressa em termos da exponencial da
matriz associada. Embora métodos tradicionais baseados em diagonalizagéo ou
na Forma Canbnica de Jordan fornegam alternativas para o calculo da exponen-
cial, podem exigir procedimentos algébricos adicionais. Nesse contexto, este tra-
balho tem como objetivo estudar a exponencial de matrizes e investigar o método
de Putzer como uma alternativa para seu calculo. Pretende-se compreender a
construgdo do método, baseado no teorema de Cayley-Hamilton, suas proprieda-
des e sua aplicagao a determinagdo da exponencial de matrizes. Por fim, busca-se
utilizar os resultados obtidos na resolugdo de sistemas de equagdes diferenciais
lineares e, consequentemente, de equagdes diferenciais de ordem superior.

Palavras-chave: Exponencial de matrizes, método de Putzer, sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias lineares, Cayley-Hamilton.

Introducao

O estudo de EDOs lineares com coeficientes constantes é fundamental na mate-
matica aplicada. Consideremos uma EDO linear de ordem n

Y™ +ary™ Y+ a1y +any = R(D),

*UEPG. Académico do curso de Bacharelado em Matematica Aplicada. Voluntario do PICME
TUEPG. Académico do curso de Licenciatura em Matematica.
*UEPG. Professor doutor em Matematica, DEMAT.
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em que y = y(t), ay,. .., a, SA0 constantes reais e R(t) é continua em um intervalo J.
Para resolver tal equagéo, podemos transforma-la num sistema, e para isso, introdu-
zimos novas variaveis, que representam as derivadas sucessivas da fungao original:

Y=Y, Y=\, s Yo = Y,_1; O que resulta no sistema
Yy = Y2
Yy = Y3
: (1)
y;L—l = yn
Yh = =1 — Qp_1Y2 — - — G1Yn + R(1).

Isso nos permite escrever (1) na forma matricial

Y' =AY +Q(t), (2)
em que
0 1 0 0
o 0 1 0 0
Yo 0
Y=1|.|, P= : : : : e Q)=

’ 0 0 0 .- 1 )
Yn —ap —Qp—1 —Ap—3 - —a R(t)

No caso particular unidimensional (n = 1), a equagéo linear y' = ay + ¢(¢t) com
condigao inicial y(0) = yo possui solu¢édo via o método do Fator Intregrante, dada por

1
y(t) = e™yo + / =) (s)ds.
Jo

Para generalizar essa expressao para sistemas de dimensao n > 2, define-se a expo-
nencial de uma matriz quadrada A de ordem n, por meio da série

“_ o0 tkAk

T ©®

k=0
que ¢ absolutamente convergente [1]. Mostra-se que Y (t) = ¢!4B, em que A e B s&o
matrizes quadradas n x n com entradas constantes, é a Unica solugao do problema de
valor inicial Y'(t) = AY (t), Y(0) = B, Vt € R.
Da mesma forma, a Unica solugao de (2) em .J, com condigéo inicial Y (0) = Yg, é
dada por

t
Y(t) = ey, + / =940 () ds.
JO

Entao, resolver o sistema diferencial reduz-se ao problema de calcular explicitamente
a matriz exponencial !4, o que descrevemos abaixo via 0 método de Putzer [2, 3].

O Teorema de Cayley-Hamilton

Se a matriz A é diagonalizavel (4 = SDS™1), o célculo da exponencial é direto:
eth = SetPS-1. Entretanto, se A néo for diagonolizavel, entdo a abordagem exige a
determinagéo da Forma Canénica de Jordan (FCJ), um procedimento pouco pratico e
trabalhoso. A ferramenta matematica que permite contornar a FCJ e que fundamenta
o método de Putzer é o seguinte teorema.
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Teorema 1 (Cayley-Hamilton). Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e f()\)
det(A\[—A) = X"+, A" 1+ - 41 A+ Seu polinémio caracteristico. Entédo f(A) =
Ou seja, A satisfaz a equagao

0.

A" 4 AV o Aol = 0.

O Teorema de Cayley-Hamilton [1, 3] permite escrever qualquer poténcia A™, m >
n, como combinagdo linear de {I, 4,..., A" '}. Assim, a série (3) pode ser simplifi-
cada e escrita como uma soma finita de poténcias de A menores do que n,

n—1

et =" p(t)A,

=0

em que p;(t) sdo fungdes escalares. O método de Putzer destaca-se como um algo-
ritmo bastante pratico para determinar os coeficientes p;(¢).

O Método de Putzer

Em seu artigo de 1966, E. J. Putzer [2] prop6s duas férmulas explicitas para o
célculo de ¢4 vélidas para qualquer matriz quadrada A de entradas constantes. Apre-
sentamos aqui a segunda férmula de Putzer (Teorema 2 em [2]), cuja formulagéo é
descrita pelo teorema abaixo.

Teorema 2 (Putzer). Sgjam A\, \a, ..., \, 0s autovalores de A, matriz de ordem n (nao
necessariamente distintos), em ordem arbitraria. Entao

n—1
et = Z T‘J'Jrl(t)Pjv
j=0
em que as matrizes P; sdo definidas por Py = I € P; = [Th_,(A— M) = (A= )\ 1) Py,
j=1,...,n—1, e as fungbes escalares r,(t),...,r,(t) sdo solugbes do sistema trian-

gular
{ ri(t) = (),
ri(t) =)+ Ari(t), J=2,...,n,
sujeito as condigées iniciais r1(0) =1 er;(0) =0, j > 2.
O método de Putzer simplifica sensivelmente o célculo da exponencial de matrizes.
Ao conectar o polinémio caracteristico e o Teorema de Cayley-Hamilton a resolugao
de um sistema triangular simples, ele evita o uso da Forma Canénica de Jordan. A

abordagem é rica por consolidar nocdes de Algebra Linear com equacdes diferenciais
sob uma perspectiva pratica e analitica.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e compreender as demonstragoes
da irracionalidade e da transcendéncia do nimero 7. Mormente, comegamos pela
demonstragéo da irracionalidade dessa constante por meio de propriedades poli-
nomiais e trigonométricas, para que posteriormente, com o uso de fungdes com-
plexas analiticas, pudéssemos provar a transcendéncia de =. A abordagem uti-
liza polinémios auxiliares, além de derivadas e integrais destes polinébmios, com-
binando conceitos de Andlise Real e Analise Complexa para se compreender a
natureza aritmética do nimero .

Palavras-chave: Nimero Pi, NiUmeros Irracionais, NiUmeros Transcendentes, Nime-
ros Reais, NUmeros Algébricos.

Introducao

No estudo dos numeros reais, duas questées fundamentais podem ser levantadas
a respeito das constantes matematicas. A primeira consiste em determinar se um
numero é irracional, isto é, se ndo pode ser representado como uma razéo a/b, em
que a,b € Z e b # 0. A segunda questdo, de natureza mais profunda, refere-se a
possibilidade de esse numero ser raiz de algum polindmio n&o nulo cujos coeficientes
sejam inteiros. Ou seja, a segunda questao refere-se a possibilidade desse nimero
ser algébrico. Caso nao exista tal polinbmio, o nimero é denominado transcendente.
Nesse contexto, 0 nUmero 7 ocupa uma posigao de grande relevancia, estando pre-
sente em diversos resultados da andlise e da geometria, além de possuir aplicagoes
fundamentais na Fisica e nas engenharias. Desse modo, o estudo de suas proprieda-
des aritméticas constitui uma questao de significativa importancia matematica.

*UFPR. Graduando em bacharelado em Filosofia
TUFPR. Doutor em Matemética.

63



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

As referéncias utilizadas, Niven [1] e Figueiredo [2], buscam elucidar essas pro-
priedades combinando ferramentas da Andlise Real, Teoria dos Numeros e Andlise
Complexa.

O objetivo deste trabalho é estudar as demonstragdes da irracionalidade de = e de
sua transcendéncia. Para construir as ideias passo a passo, comegamos pela prova
de irracionalidade e, em seguida, passamos para a demonstragao da transcendéncia.

Resultados Principais

" (1—x)™
n!

Lema 1. Dada a fungéo f(z) =
Z,k=0,1,2, ..

, sendo n um inteiro positivo, D* f(0), D¥f(1) €

Lema 2. Seja h : C — C uma fungdo analitica e sejam z,,z, € C. Entdo |h(z) —
h(z1)| < 2|zo—z1| sup{ |l (z1+A(22—21))| - A € [0,1]}, para |z| = Va? + 42,z = a+iy € C.

Lema 3. Sejam «y, ..., «,, numeros algébricos tais que os polinbmios simétricos ele-
mentares sy = Y.i_; (i, $2 = Yicicjcn il ey Sn = Q1...0m, SEJAM NUMEros racionais.
Considere agora os (’]‘) numeros algeébricos P, .x; = g, + ... +ap;, 1 <k < .. < k; <
n. Entdo, os polinbmios simétricos elementares associados a esses 3's sdo também
ndmeros racionais.

Lema 4. Se 0s o's do Lema 3 sdo raizes de um polinémio de grau n, com coeficientes
racionais, entdo os 's sdo raizes de um polinbmio de grau (’]’) com coeficientes
racionais.

Lema 5. O produto de dois numeros algébricos € algébrico.
Teorema 1. = € irracional.

Suponha por absurdo que 72 = £eQcom mdc(p, q) = 1. Defina

n In(l _ w)n

G(a) = q" Y (~1)'m* "I D* f(x), f(a) =

]
i=0 n

Assim, pelo Lema 1, temos que G(0), G(1) € Z. Aplicando o Teorema Fundamental do
Calculo a fungéo g : [0,1] — R, dada por g(z) = G'(z) sin (nz) — 7G(x) cos(rz), temos
que:

/01 J(x) = g(1) — g(0) —> mp" /01 (@) sin (72) dz = G(1) + G(0) € Z.

Mas, como 0 < p"rf(z)sin(rz) < EXsin(rz) e lim, . Z; = 0, podemos escolher n
suficientemente grande de tal modo que G(0)+G(1) seja dito um inteiro compreendido
entre 0 e 1, 0 que é evidentemente um absurdo.

Teorema 2. 7 é transcendente.

Suponha por absurdo que 7 seja algébrico. Assim, pelo Lema 5, iw é algébrico.
Logo, 7 é raiz de um polinomio com coeficientes inteiros P(z). Representando as
raizes de P(z) por ay = i, ..., an, temos que [];_, (1 +¢e*) = 0. Expandindo o produto,
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obtemos uma expressao da forma 1 + somatério de exponenciais cujos expoentes
so:

a, g, .y oy (1.1.1)

a; + oy, < j(1.1.2)

o+ aj+og,i < j<k(1.1.2)

o) +ag+ ..+ (11”)

Pelo Lema 3 e pelo Lema 4, (1.1.1),..., (1.1.n) serao, respectivamente, raizes de poli-
nomios de grau n, (;‘) (Z) digamos, P;(z), P5(z),...P,(z). Logo, (1.1.1),..., (1.1.n)
serao raizes da equagdo polinomial P (z)P,(x)Ps(z)...P,(z) = 0 que, por sua vez,
podemos supor que possui m raizes nao nulas 3y, 3, ..., Bn. Simplificando os fato-
res z9,q > 0, temos que S, ..., 5, S0 raizes de uma equacdo polinominal R(z) =
"+ Cp18™ N cpeque k4P . +efm =0,

Considere as fungbes P(x) = (pi)!xf’*l(}%(z))f’ e F(z) = 378 PY)(z), sendo s =
mp — 1 e p um nimero primo. Assim, aplicando o Lema 2 a fungéo k(z) = e *F(z) e
definindo ¢; = 2|3;| sup{|e"' "M% P(A3;)| : A € [0,1]}, temos que | X7, F(3;) + kF(0)] <
>k, 5. Por fim, mostraremos que |37, F'(3;) + kF(0)| € um inteiro n&o nulo e que
>_j%; €5 € menor do que 1, chegando-se, assim, no absurdo de que afirmar que ha um
inteiroentre 0 e 1.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e compreender as demonstragoes
da irracionalidade e da transcendéncia da constante de Euler (e). Iniciamos pelo
estudo da irracionalidade a partir da expansdo em séries de poténcias e, em se-
guida, aprofundamos a questdo da transcendéncia através do método classico
introduzido por Charles Hermite em 1873. A abordagem utiliza polinémios au-
xiliares e integrais com a fungéo exponencial, combinando conceitos de Analise
Real e propriedades basicas de divisibilidade inteira para caracterizar a natureza
aritmética de e.

Palavras-chave: Constante de Euler, Nimeros Irracionais, NiUmeros Transcendentes,
Teorema de Hermite, NUmeros Algébricos.

Introducao

Ao estudar os numeros reais R, duas perguntas fundamentais surgem sobre as
constantes matematicas. A primeira é saber se um ndmero é irracional, ou seja, se
nao pode ser escrito na forma a/b, com a,b € Z e b # 0. A segunda, mais profunda,
é saber se ele é raiz de algum polinbmio n&o nulo com coeficientes inteiros. Quando
isso ndo acontece, dizemos que o0 nimero é transcendente. A constante de Euler,
denotada por ¢, € central no calculo e na andlise, e entender a sua natureza aritmética
€ um problema classico essencial.

Compreender a irracionalidade e a transcendéncia de e nos ajuda a entender me-
Ihor a prépria estrutura da reta real. Além de provar que ¢ ndo é racional, € fundamen-
tal mostrar que ele também nao pode ser obtido como raiz de equagdes algébricas. As
referéncias que utilizamos, Niven [1] e Figueiredo [2], tratam esses problemas combi-
nando ferramentas da Andlise Real e da Teoria dos Numeros.

O objetivo deste trabalho é estudar as demonstragdes da irracionalidade de e e de
sua transcendéncia, tendo como resultado principal o método analitico desenvolvido

*Bolsista do Programa PET-Matematica.
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por Charles Hermite em 1873. Para construir as ideias passo a passo, comegamos
pela prova de irracionalidade por séries de poténcias e, em seguida, passamos para a
demonstracédo da transcendéncia.

Resultados Principais

Definicdo 1. Dizemos que um numero real o € R é algébrico sobre Q se existirem
n € N e inteiros cy, ¢y, ..., c, € Z, com ¢, # 0, tais que:

@™ + cp1d" V4 a4 = 0.
Caso ndo exista tal polinémio ndo nulo, « é dito transcendente.
O primeiro passo é estabelecer a irracionalidade de e.

Teorema 1. O nimero e = Y22, X é irracional .

A ideia da demonstragéo consiste em supor, por redugéo ao absurdo, que ¢ = ¢,
com a,b € Z*. Definindo a soma parcial s, = 30 _, L e avaliando a quantidade b!(e —
sp), mostra-se que tal termo resulta em um ndmero inteiro estritamente compreendido

entre 0 e 1, resultando em uma contradigdo que conclui a prova.

Para a prova da transcendéncia, Hermite introduziu uma familia de polindmios e
integrais ponderadas pela fungao exponencial.

Definicao 2. Sejam m > 1 um inteiro e p > m um numero primo. Definimos o polin6-
mio auxiliar f(x) de grau N = (m + 1)p — 1 e a fungdo F(z) por:

@) = 2" o — e — 2P .. (a — m), Fip) =3 19 0)

(p—1)!
As propriedades basicas dessas fungdes sao dadas a seguir.

Lema 1. Paracadak € {0,1,...,m}, temos a identidade integral:
k
I = / KUt dt = FF(0) — F(k).
JO

Lema 2. Para um numero primo p suficientemente grande, temos que:
(a) F(0) é um numero inteiro divisivel por (p — 1)!, mas nao é divisivel por p;
(b) F(k) é um numero inteiro divisivel por p, para todo k € {1,...,m};
(c) Asintegrais satisfazem lim,_,, I, = 0, para cada k € {0,...,m}.

Com esses lemas, obtemos a demonstragao da transcendéncia da constante de
Euler.

Teorema 2 (Hermite, 1873). O numero e é transcendente.
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Para a prova da transcendéncia, o caminho é supor, por absurdo, que ¢ é algébrico.
Nesse caso, existem inteiros ay, . . . , a,,, COM ay # 0, tais que Y7, arxe® = 0. Aplicando
o Lema 1, obtemos a relagao:

m

Z aklk = — ZakF(k’)
k=0

k=0

A contradigo é obtida confrontando o comportamento dos dois lados para um nimero
primo p suficientemente grande:

* Pelo Lema 2(a)-(b), tomando p > |ao|, @ soma — >_j*, ax.F'(k) € um nimero inteiro
nao nulo;

+ Pelo Lema 2(c), como lim,_, I;; = 0, temos que |>7", ail;| < 1 para p grande.

Como os dois lados sdo iguais e ndo nulos, a expressao resulta em um ndmero inteiro
que satisfaz:

0< <1,

m
Z akfk
k=0
0 que é impossivel e encerra a prova, mostrando que e nao é algébrico, logo é trans-

cendente.

O método de Hermite mostra como a combinagéo entre calculo integral e pro-
priedades aritméticas elementares de divisibilidade fornece um caminho sélido para
analisar a estrutura dos nimeros transcendentes na reta real.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o oscilador de Duffing, dado pela equagéao
diferencial & + 64 + Bz + az® = ycoswt, que é utilizado para modelar vibragdes,
propriedades eletromagnéticas em circuitos, dentre outras aplicagdes. Iremos en-
tender o papel dos parametros e termos, a aplicagdo do plano de van der Pol
quando uma forga externa fraca é aplicada, e os atratores no caso cadtico.

Palavras-chave: Sistemas dindmicos, Oscilador de Duffing.

Introducao

Em um sistema de massa-mola classico, temos que a forga restauradora da mola
€ dada por F(z) = —kz, onde k é a constante elastica da mola e = é a deformacéo.
Se tivermos uma massa unitaria, entdo @ = —kz, ou seja,

i+ ke =0. 1)

Agora, se a mola for no linear, entdo podemos aproximar a forga restauradora por
F(z) = —kz — az® € com 0 mesmo procedimento obtemos i + kz + ax® = 0. Por fim,
adicionando um fator de amortecimento ¢4, com § > 0, e uma forga externa harmdnica
~ coswt, obtemos o oscilador de Duffing:

&+ 0@ + B + az® = ycoswt. @)

“Universidade Federal do Parand. Discente de Bacharelado em Fisica. Bolsista do PICME.
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Resultados Principais

Para interpretar melhor a equagéo, vamos primeiro supor que 5 > 0. Nesse caso
podemos ver a Equagéo 2 como um sistema cuja mola possui uma forga restauradora
igual a F(z) = —Bz — az®. Assim, quando « > 0 temos uma mola com endurecimento,
enquanto que a < 0 nos entrega uma mola com amolecimento.

Por outro lado, quando 3 < 0, podemos interpretar o sistema como uma viga meta-
lica com uma das extremidades fixa, enquanto a outra esta livre para oscilar entre dois
imas, enquanto que todo o aparato recebe uma forga externa harmdnica, conforme
Figura 1.

Figura 1: Viga metalica oscilando entre dois imas, enquanto todo o aparato sofre uma
forga harménica

rigid frame

sinusoida
— exciting force

— .

N
| magne1s| |
5 &

Fonte: Scholarpedia [3]

Em seguida podemos avaliar o sistema quando nZo ha forga externa aplicada.
Quando § = 0, podemos integrar a equagao e obter a fungdo hamiltoniana

1 1 1
E(t) = §i’2 + 5;3:62 + Zax“i = constante. 3)

Podemos entado estudar o comportamento dessa fungao para diferentes valores
dos parametros, conforme descrito na Figura 2.
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Figura 2: Formato da funcdo hamiltoniana E(t)

5=0 8>0

B0

Fonte: Scholarpedia [3]

Adicionamos, entéo, uma forca fraca externa periédica. Escrevendo 3 — w3, a —
ex, v — ey e d — ed, temos

i 4 wir = e(—0d — ax® + ycoswt). (4)
0

Como w3 é positivo, a Equagdo 4 pode ser interpretada como a resposta de uma
mola fracamente néo linear para uma forga periddica fraca, que podemos estudar
através de uma transformacéo de van der Pol.

Por fim, se quisermos analisar a resposta do sistema a uma forca peridédica qual-
quer, podemos reescrever a Equagao 2 como:

a[® T
. | =|-0i—Bx—axd+ycosy |, (5)
7\ w

em que ¥ (0) = 0. Se plotamos o plano (z, %), quando o sistema cruza pela seg¢io de
Poincaré +)(z) = ¢(constante), entdo para certos valores dos parametros aparece um
atrator, conforme Figura 3.

Figura 3: Atrator caético de Duffing

x
1

05

15 -1 05 0 05 1 15 X
Fonte: Scholarpedia [3]

A diversidade dos comportamentos relatados revela a complexidade dos modelos
nao lineares e motiva o aprofundamento no seu estudo.
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Resumo

O principal propésito deste projeto consiste em uma introducdo as Séries de
Fourier, sob um ponto de vista matematico. Para isso, apés o estudo das
ferramentas necessarias da Anadlise Real, aplicamos esses conceitos na
investigacdo das principais propriedades das Séries de Fourier, com enfoque na
convergéncia e na aplicagdo em algumas Equacgdes Diferenciais Parciais.

Palavras-chave: Séries de Fourier, Anadlise Real, Convergéncia, Equacdes
Diferenciais Parciais.

Introducgao

A Analise Real € um campo de estudo que surgiu inicialmente com a ideia de
formalizar o Célculo, sendo de extrema importancia para a Matematica e para outras
areas da Ciéncia. Com o seu desenvolvimento ao longo dos séculos, tornou-se uma
ferramenta essencial para praticamente todos os ramos da Matematica e uma
linguagem fundamental para o desenvolvimento de teorias em areas como Fisica,
Probabilidade e Estatistica, Quimica, Biologia e Economia.

De forma semelhante, a ideia da expansdo de uma fungéo periédica em uma
série trigonométrica possui grande relevancia histérica e moderna. Nesse sentido, o
surgimento das Séries de Fourier motivaram a formalizagdo de conceitos como
fungdo, integral, convergéncia e convergéncia uniforme. Atualmente, representam
um dos maiores pilares da Teoria de Equagdes Diferenciais Parciais, sendo uma
técnica utilizada nos estudos, por exemplo, da equagao do Calor, das equagdes de
Laplace e da Onda. Além disso, as Séries de Fourier possuem aplicagbes, por
exemplo, no processamento de imagens e sinais, no estudo de circuitos elétricos e
no estudo de ondas em Optica e AcUstica, na Mecanica Quantica, na Teoria de
Controle, na Teoria de Probabilidade e Mecanica Estatistica.

‘Universidade Federal de Santa Catarina. Graduanda em Matematica - Licenciatura. Bolsista do
CNPqg-Brasil.
2Universidade Federal de Santa Catarina. Doutor em Matematica.
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Resultados Principais

Teorema de Fourier. Seja f: R — R uma fungéo seccionalmente diferenciavel e de
periodo 2L. Entdo a série de Fourier da fungcdo f, dada por

nmnx

fx) ~ %ao + Zl(ancos T+ b sen i
=

L

), converge, em cada ponto x, para

SIfx + 0) + f(x — )], isto é,

HfGxe +0) + fx - O] =2a, + T (ancos"LL" +b sen "Q") (DE FIGUEIREDO,

n=1

1997, pag. 21).
Teorema sobre a Integragdo de Séries de Fourier. Seja f: R - R uma fungao

periodica de periodo 2L e seccionalmente continua e @ seja

nmx
L

nmx
L

a [ee]
0
T 2 (ancos

+ bnsen
n=1

) sua série de Fourier. Entdo: (i) a série pode ser

integrada termo a termo e o valor da série integrada é a integral de f; mais
b b b

b o
precisamente, [ f(x)dx = f%dx + 3 (anf cos==dx + bnf sen%dx (DE
n=1 a a

L

a a
FIGUEIREDO, 1997, pag. 33).
Teorema 3.3 (primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da Série de
Fourier) ([3]). Seja f uma fungéo periddica de periodo 2L, continua e com derivada
primeira integravel e absolutamente integravel. Entdo, a série de Fourier de f
converge uniformemente para f. (DE FIGUEIREDO, 1997, pag. 69).
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Resumo

Este trabalho investiga extens6es multidimensionais do classico Teorema de
Rolle, resultado fundamental da Andlise Real. Inicialmente, apresentam-se con-
traexemplos que mostram a impossibilidade de sua generalizagao direta para di-
mensdes superiores. Em seguida, sdo estudadas versdes adaptadas do teorema
em espagcos euclidianos e no plano complexo, com demonstragoes e aplicacoes.
Por fim, analisa-se a conjectura proposta por Furi e Martelli, segundo a qual fend-
menos analogos ao Teorema de Rolle falham em espagos de Banach de dimensao
infinita, resultado posteriormente confirmado por Ferrer.

Palavras-chave: Teorema de Rolle, Espagos Euclidianos, Plano Complexo, Dimensao
Infinita.

Introducao

O Teorema de Rolle, desenvolvido pelo matematico francés Michel Rolle (1652-
1719), € um resultado classico da Analise Matematica e possui um papel fundamental
para o desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral de uma variavel real. Sua
formulacéo estabelece que, sob certas hipéteses de continuidade e diferenciabilidade,
toda fungao real que assume valores iguais em dois pontos possui a0 menos um ponto
intermedidrio no qual a derivada se anula.

Devido a sua importancia, uma questao natural é investigar se o Teorema de Rolle
permanece valido para fungbes definidas em espagos de dimensdes maiores, mo-
tivo pelo qual sua generalizagdo despertou grande interesse. Entretanto, existem
contraexemplos [3] que evidenciam a nédo validade direta do teorema em contextos
multidimensionais. Sendo assim, reformulagdes, obtidas por modificacdes em suas
hipéteses e conclusdes, foram propostas [2, 3]. Além disso, M. Furi e M. Martelli con-
jecturaram a nao extensao do Teorema de Rolle em um espago de dimensao infinita,
sendo sua validade demonstrada por J. Ferrer [1].

*Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Bacharelado em Matematica Aplicada. Bolsista
PIBIC/UEPG.
TUniversidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG).
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Resultados Principais

O Teorema de Rolle garante que uma fungéo continua f : [a,b] — R e diferenciavel
em (a,b), com f(a) = f(b), possui derivada nula em pelo menos um ponto ¢ de (a,b).
Ou seja, f'(c) = 0. Geometricamente, conclui-se que existe uma reta tangente ao gra-
fico de f no ponto (¢, f(c)) paralela a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b))
quando as hipéteses acima séo satisfeitas. Tal resultado é garantido pelo fato de que
a imagem de um compacto por uma fungao continua é compacto e pelo Teorema de
Weierstrass.

Figura 1: Interpretacdo geométrica do Teorema de Rolle.

Fonte: A autora.

Para motivar a modificagdo do teorema acima, considere f : R? — R? uma fungao
dada por f(z,y) = (z* + xy?® — x,y2® + y* — y). Note que f é continua na bola fechada
BI(0,0), 1], diferenciavel na bola aberta B((0,0),1) e, além disso, para todo (z,y) €
S((0,0),1), tem-se f(z,y) = (0,0). A matriz Jacobiana de f num ponto (z,y) é da
forma

SN 32+ y? -1 2xy
f('tﬁy)f QIy $2+3y2_1 3

a qual é diferente da matriz nula de ordem 2 x 2 para qualquer (z,y) € B((0,0),1). Ou
seja, o Teorema de Rolle ndo vale diretamente e a seguinte reformulagéo é apresen-
tada.

Teorema 1 ([2, 3]). Seja f : Blxo,r] C R* — R™ uma fungdo continua em Blx, 7]
e diferenciavel em B(zo,r). Assumindo que existe um vetor ndo-nulo v € R™ tal que
v- f(x) =0, para todo x € S(zo,r), entdo existe c € B(xo,r) tal que v - f'(c)u = 0, para
todo u € R™.

Geometricamente, isso significa que se f(S(zo,7)) estiver contida no hiperplano
H = vt, entdo existe ¢ € B(x,r) tal que Imf’(c) estd contida em um hiperplano
paralelo a H. Por exemplo, se f(z,y) = 1 — z* — %, entdo f(5(0,1)) = {0}. Pelo
Teorema 1, a existéncia de ¢ € B(0,1) tal que f'(c¢) = Vf(c) = 0 é garantida. De fato,
¢ = (0,0) e o plano tangente ao grafico de f nesse ponto é o plano horizontal z = 1,
paralelo ao plano z = 0 que contém f(S(0,1)), conforme ilustra a Figura 2.
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Figura 2: Interpretacdo geométrica do Teorema 1.

E

=

Fonte: A autora.

Agora, considere a fungio de uma varidvel complexa f(z) = e* — 1. Note que f é
analitica e, para todo k € Z, f(2kmi) = e**™ — 1 = 0. No entanto, f/(z) = ¢* # 0, para
todo z € C. Logo, o Teorema de Rolle também néo ¢ valido diretamente e apresenta-
se o seguinte resultado.

Teorema 2 ([2, 3]). Seja f uma fungao analitica definida em um aberto convexo D C C.
Sejam a,b € D, a # b, tais que f(a) = 0 = f(b). Entdo existem complexos z, € z, no
segmento de reta que liga a e b tais que

Re(f'(z1)) =0 e Im(f'(22))=0.

Por fim, M. Furi e M. Martelli conjecturaram a possibilidade de que o Teorema 1 &
falso quando o dominio de f, R™, é substituido por um espago de Banach de dimensao
infinita E. Para demonstrar isso, considere o espago E = /¢,, das sequéncias reais de
quadrado somaveis, e a fungéo f : ¢, — R dada por

Al
1) = TP

emque T : ly — £ é definida por T'(z) = (1/2 — ||z||?)e; + Rz, sendo R o operador shift
a direita. J. Ferrer [1] prova a conjectura de Furi e Martelli através do fato f|5(0,1) =0
e f'(z) # 0, para qualquer zz € B(0,1). Portanto, conclui-se que existem diferencas
profundas entre espagos de dimenséo finita e infinita.
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Resumo

A Analise de Componentes Principais (PCA) é uma técnica de redugdo de
dimensionalidade que busca projetar um conjunto de dados em um subespago
de menor dimens&o, minimizando a perda de informagéo. Neste trabalho, séo
desenvolvidos os conceitos de Algebra Linear necessarios & formulacdo desse
problema. Para isso, assumindo dados centrados, apresentam-se os conceitos de
bases ortonormais e projegdes ortogonais, e introduzem-se a norma espectral e a
norma de Frobenius. Como resultado principal, mostra-se que minimizar o erro de
reconstrugao | X — WW X ||% equivale a maximizar tr(W X X TW), reduzindo a
PCA a um problema de autovalores de XX .

Palavras-chave: Algebra Linear, PCA, projecéo ortogonal, norma de Frobenius.

Introducao

A Analise de Componentes Principais (PCA) é uma técnica utilizada para reduzir a
dimensionalidade de conjuntos de dados, preservando a maior quantidade possivel de
informagao relevante. Considere n observagdes, cada uma descrita por m variaveis
reais, organizadas em

X =[xy - z,] € R™",

em que cada coluna z; € R™ representa uma observagéo. Sem perda de generalidade
assumimos que os dados estao centrados na média.

Quando m é grande, manipular e interpretar X diretamente torna-se custoso. A
PCA procura um subespago de dimenséo r < m no qual as observagées possam
ser projetadas, minimizando a perda de informacéo. Para fundamentar essa constru-
Ao, serdo utilizados conceitos fundamentais de Algebra Linear, como ortogonalidade,
projecdes ortogonais e normas matriciais, necessarios a formulagéo do problema.

*Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) — Campus Blumenau. Graduanda em Licenciatura
em Matematica.

TDepartamento de Matematica. Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) - Campus Blume-
nau. Doutora.
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Resultados Principais

Fixada uma dimenséo r < m, buscamos uma matriz W = [w; - - - w,] € R™*" tal que
cada observagéo z; possa ser aproximada por uma combinagéo linear das colunas
de W: )

T~ Z h,’j w; = Vth, (1)
i=1
onde h; = [hyj,...,h]T € R" & o vetor de coordenadas reduzidas. Nesse ponto
ocorre a reducéo de dimensionalidade: em vez de armazenar z; € R™, passa-se a
representa-lo por h; € R". Denotando H = [hy---h,] € R™*", a aproximagéo (1)
assume a forma matricial
X ~ WH. )

Para determinar W e H de forma 6tima, exige-se que as colunas de W sejam
ortonormais, isto é, WTIW = I.. Sob essa condigio, a proje¢io ortogonal de cada
observagéo z; sobre o subespaco gerado pelas colunas de W fornece explicitamente
as coordenadas h; = W'x;, de modo que H = W'X e a aproximagdo de z; é 2; =
WWwTa;.

Para medir a qualidade da aproximagéo (2), precisamos quantificar o “tamanho” da
matriz de erro X — WIW T X. Uma maneira natural é por meio de normas matriciais.
Definicao 1. A norma espectral (ou norma 2) de A € R™*" é

14| = max [[Az],
Jl2l|=1

em que || - || indica a norma euclidiana, isto é, ||y|| = \/yTy paray € R™.

Geometricamente, || A|| € o comprimento do maior semi-eixo da hiperelipse que é a
imagem da esfera unitaria pela transformagéo A. Pode-se mostrar que || A||> é o maior
autovalor de AT A.

Z2

Z2

I

A
L—>

Esfera Unitaria Hiperelipse
]l =1 141l = max || Az]|

Figura 1: Interpretacdo geométrica da norma espectral || 4]

Como obter a norma espectral nem sempre é simples, também utilizamos a norma
de Frobenius.
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Definicdo 2. A norma de Frobenius de uma matriz A = [a; - - - a,] € R™*" é

[Allr = | 3 lla;? = y/tr(ATA),
i=1

onde tr denota o trago, isto €, a soma dos elementos da diagonal.

A norma de Frobenius mede o erro total de reconstrucdo sobre todas as observa-
gbes simultaneamente: || X — WW X3 = 370, [la; — WIW a2

Assim, o problema da PCA consiste em encontrar W com colunas ortonormais que
minimize o erro de reconstrugao:

ITnm X - WWTX|% = rnm ZHx] WW ;|2 (3)
WTW W

Como &; = WW Tx; é a proje¢do ortogonal de z,; sobre Im(W), o residuo z; —
é ortogonal a ;. Pelo teorema de Pitagoras, ||z,||* = ||%;||> + ||=; — 4,/|* para cada j.

Somando:
n n n
A 112 2 A 112
DR E 21 R SN 1 R W |71 o 4)
j=1 j=1 j=1

Como 3, ||z,||* independe de W, minimizar o erro equivale a maximizar 3, ||Z;]|2.
Usando WTW = I, calcula-se:

SlalP = ZHH Taj))? = Zﬂwu Ta; =tr(WTXXTW). (5)
j=1

Portanto, o problema (3) é equivalente a

max tr(WTXXTW). (6)
WTW=I,

Sob a hipétese de centralizagdo, a matriz S = L X X' é a matriz de covariancia
dos dados, e tr(WT XX TIW) mede a variancia total capturada pela projegdo. O resul-
tado fundamental € que o maximo de (6) é atingido quando as colunas de W sao os
autovetores de X X T associados aos r maiores autovalores, resultado garantido pelo
Teorema Espectral para matrizes simétricas.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma analise do Método de Newton aplicado a resolu-
¢ao de equagdes e sistemas nao lineares. No dominio real (R), destacam-se as
condicdes de convergéncia local e global com taxa quadratica, fundamentadas na
aproximagao linear por reta tangente. Para sistemas de n equagdes nao linea-
res (R™), a generalizagdo se baseia na expansao em série de Taylor de primeira
ordem, utilizando a matriz Jacobiana. Enfatiza-se a relevancia de resolver o sis-
tema linear resultante em cada ponto de iteragdo por métodos diretos, evitando a
inversao explicita da matriz Jacobiana para mitigar custos computacionais e ins-
tabilidades numéricas. Por fim, estende-se o método ao plano complexo (C) no
qual a convergéncia para encontrar as raizes do sistema f(z) = 0 depende estri-
tamente da estimativa inicial zy. O estudo consolida a formulagdo matematica e o
comportamento numérico do algoritmo nesses trés contextos.

Palavras-chave: Método de Newton-Raphson, processos iterativos, convergéncia, sé-
rie de Taylor

Introducao

Os métodos iterativos sdo uma alternativa na busca por raizes de equagdes, ja
que elas nem sempre podem ser obtidas de forma exata, ou o procedimento para
encontra-las é dificil ou trabalhoso demais. Formulado originalmente por Isaac New-
ton no século XVII e posteriormente formalizado por Joseph Raphson, o método de
Newton-Raphson para equagdes no dominio real e as versdes para sistemas englo-
bados na denominagéo de métodos de Newton tornaram-se muito importantes na Ma-
tematica, servindo de base para algoritmos de otimizacéo, engenharias e simulagdes
cientificas.

*UFPR. Discente bolsista do Programa de Educacéo Tutorial(PET).
TUFPR. Dra.
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Figura 1: Representagdo geométrica do método de Newton-Raphson

Xne1 Xn
f(x) 1(x) = f(xn) + '(xn) (x - Xn)

X

Fonte: A autora.

O método de Newton-Raphson se baseia na linearizagdo de fungdes: a partir de
um ponto inicial zo, a curva f(z) é aproximada por sua reta tangente. O ponto onde
essa tangente cruza o eixo das abscissas define o préximo ponto de iteragéo z;, ge-
rando uma sequéncia que avanga em diregao a uma raiz sob certas condi¢des. Uma
intuicdo geométrica do algoritmo é apresentada na Figura 1.

Garantida a convergéncia do método, outra caracteristica que o torna especial é
a forma como ele converge, pois a precisao do valor de aproximagao da raiz dobra a
cada iteragdo. Computacionalmente, a convergéncia quadratica torna o algoritmo ex-
tremamente rapido, pois exige menos iteragdes quando comparado a outros métodos
iterativos. Também na aplicagédo do método para fungdes definidas no R™ busca-se
diminuir o custo computacional, quando s&o utilizados métodos diretos para resolver
um sistema associado ao problema.

O objetivo deste trabalho é analisar a formulagdo e o comportamento numérico
do Método de Newton-Raphson nas dimensdes univariada (R), multivariada (R") e
complexa (C).

Resultados Principais

0.1 Formula lterativa

O Método de Newton-Raphson consiste em aproximar uma fungao f(x) por meio
de sua reta tangente no ponto (z,, f(z,)). Ao determinar a interseccdo dessa reta
tangente com o eixo das abscissas, obtém-se a relacao iterativa que aproxima suces-
sivamente a raiz procurada [2]:

f(xn)

Tpy1 = Tp — f’(IE )
n

0.2 Teoremas de Convergéncia em R

A convergéncia do método é garantida nas seguintes condic¢des:
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Teorema 1 ([1]). Seja f” continua e seja r um zero simples de f. Entdo existe uma
vizinhanga de r e uma constante C' tal que, se o Método de Newton for iniciado nessa
vizinhanga, 0s pontos sucessivos aproximam-se de r e satisfazem

‘171L+1 - T" g C(In - T’)2 (n Z 0)

Teorema 2 ([1]). Se f pertence a C*(R), é crescente, é convexa e possui um zero,
entéo esse zero é unico, e a iteragcao de Newton-Raphson convergera para ele a partir
de qualquer ponto inicial.

0.3 Generalizacao para Sistemas Nao Lineares (R")

Para encontrar a solugédo de um sistema de n equagdes néo lineares com n varia-
veis, representado na forma vetorial F(X) = 0, a ideia do método de Newton perma-
nece a mesma do caso para uma variavel: aproxima-se a fungdo por sua expressao
linear em torno do ponto de iteragéo.

Para isso, utiliza-se a expansao em série de Taylor de primeira ordem F'(X + H) ~
F(X)+ J(X)H, onde J(X) é a matriz Jacobiana (contendo as derivadas parciais de
primeira ordem de cada equagéo). Impondo que essa aproximagao linear seja nula,
obtém-se o sistema que determina o vetor de corre¢éo H.

A cada passo, 0 novo ponto X *+1) ¢ atualizado somando-se a corre¢cdo H® ao
ponto anterior X*). Em vez de calcular a inversa da matriz Jacobiana — o que seria
computacionalmente custoso e instavel —, o vetor de correcdo é obtido resolvendo
diretamente o sistema linear

JXEYH® = —p(x®),

por métodos diretos, como a eliminagcdo gaussiana.

0.4 Extensao para o Dominio Complexo (C)

A aplicagao do Método de Newton para determinar raizes de equagdes complexas
f(z) = 0, com z € C, segue a mesma estrutura algébrica da expressdo para uma
varivel real [2]:

f(zn)

Zn4l = Zp — f’(" )
“n

A convergéncia para as raizes complexas depende fortemente da escolha da estima-
tiva inicial zo, a qual determina a qual zero da fungéo o processo iterativo ira convergir.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo dos sistemas hiperbélicos de leis de conser-
vagao. Em especial, o interesse esta direcionado para a andlise e implementagéao
de métodos de volumes finitos para a modelagem e resolugdo de tais problemas,
com énfase nos métodos do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) e Weighted
Essentially Non-Oscillatory (WENO). Nesse sentido, visa-se revisar a bibliografia
referente a teoria das leis de conservagéo hiperbdlicas, investigando fenémenos
caracteristicos para essa classe de problemas, como a formagao de choques e
leques de rarefacdo, além da aproximacdo numérica de solugdes a partir da imple-
mentagao computacional de um método do tipo ENO de ordem 3 e de um método
do tipo WENO de ordem 5.

Palavras-chave: problemas hiperbélicos, leis de conservagao, volumes finitos, ENO,
WENO.

Introducao

As leis de conservagao hiperbdlicas séo uma classe de sistemas de equagdes
diferenciais parciais capazes de modelar diversos fendmenos relacionados a conser-
vacdo de grandezas fisicas e ao seu transporte advectivo, sendo aplicadas em areas
como a dindmica dos gases, a acustica, a 6tica e a geofisica. Algumas caracteristi-
cas desses sistemas, oriundas de sua natureza e descrigdo matematica, os tornam
particularmente interessantes e geram desafios especificos para o desenvolvimento
de métodos resolutivos. Um exemplo disso é a formagdo de descontinuidades nas
suas solugdes, que pode ocorrer mesmo quando as condig¢des iniciais do problema
sa0 suaves.

*Universidade Federal do Parana (UFPR). Graduando em Licenciatura em Matematica. Voluntario
do Programa de Iniciagdo Cientifica (PIBIC) - Edigao 2025.
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O aparecimento de descontinuidades exige a utilizagdo de métodos numéricos que
sejam capazes de representar transigoes abruptas sem introduzir oscilagbes espurias
ou difusdo excessiva, fator que é especialmente relevante nas investigagcdes associ-
adas ao problema de Riemann. Nesse ambito, os métodos do tipo Essentially Non-
Oscillatory (ENO) e Weighted Essentially Non-Oscillatory (WENQ) representam al-
gumas das principais estratégias numéricas para aproximar as solugdes das leis de
conservagao hiperbdlicas. Isso ocorre por duas razdes principais: primeiramente, sua
construgao adaptativa permite selecionar ou formar, de acordo com o comportamento
local da solugéo, reconstrugdes adequadas para regides ndo suaves; em segundo
lugar, quando incorporados a uma formulagao de volumes finitos, eles permitem cons-
truir aproximagdes que respeitam as propriedades de conservagéo das grandezas de
interesse.

Desse modo, o objetivo deste trabalho é estudar aspectos tedricos e computa-
cionais relacionados as leis de conservagao hiperbdlicas, com énfase na descricdo
matematica das leis de conservagao e na formulagao dos métodos de volumes finitos,
em especial do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) e Weighted Essentially Non-
Oscillatory (WENO). Em particular, foram realizadas as implementagdes de um mé-
todo ENO de ordem 3 e de um método WENO de ordem 5, ambas avaliadas por meio
de experimentos numéricos envolvendo problemas classicos de leis de conservagao
escalares.

Resultados Principais

Vamos iniciar com algumas discussdes presentes em [2], [3] e [5]. Considere a
seguinte defini¢cao:

Definigao 1. Uma lei de conservagdo unidimensional é um sistema de equagées dife-
renciais parciais que pode ser escrito na forma
dq  0f(aq)

5 T =0 1)

emque q: R x R — R™ é um vetor de m componentes que representa as variaveis
conservadas, as quais buscamos determinar, e f(q) é o vetor de fluxos.

Através da regra da cadeia, para condi¢cdes adequadas de suavidade, é possivel
verificar a equivaléncia de (1) com
Jdq

n + A(q)

oq

5 =0 @)

em que A(q) := 0f /0q é a matriz jacobiana do fluxo f(q). Em particular, o sistema (2)
¢é dito hiperbdlico quando A(q) possui um conjunto de autovalores \;(q),1 < i < m,
reais e um conjunto completo de autovetores r;(q) linearmente independentes.

Dessa maneira, nosso objetivo é investigar a caracterizagao dos sistemas hiperb6-
licos que apresentam como formulacéo (2). Em alguns casos, é possivel determinar
a solugdo analitica do problema. Por exemplo, considere A(q) = A uma matriz de
entradas reais constantes. Pode-se definir o seguinte problema de valor inicial:

9q , ,9q

EJrA%:Q com q(z,0) =qo(z) € —oo<z<o0. (3)
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Pela hiperbolicidade, A é diagonalizavel e devem existir matrizes R, A tais que A =
RAR™L. Efetuando a substituigdo de variaveis w = R~'q, chega-se no sistema

w;+ Aw, =0, com w(z,0)=wp(x), (4)

em que A é uma matriz diagonal, w(z,t) = (w®(z,t), w?(z,t),...,w™(z,t)) e a
condigéo inicial é dada por wo(z) := R 'qo(z). A partir dessa nova formulagao, é
possivel obter a solugéo do problema (3) que é dada por

m

q(z,t) = Zwép)(:t — Mpt)rp, (5)

em que ry,...,r, Sa0 0s autovetores a direita e \(,..., \,, SA0 0s correspondentes
autovalores de A.

Assim, para o caso em que A é constante, obtém-se uma férmula explicita para
a solugéo. Entretanto, de modo geral, a matriz A(q) apresenta uma dependéncia em
relagédo ao vetor de variaveis conservadas q, definindo um sistema nao-linear. A ndo
linearidade também pode promover a interagéo entre diferentes ondas e a formagéao
de descontinuidades, tornando a obtengdo de solugdes analiticas um processo signi-
ficativamente mais complexo.

Para contornar essa situagao, nos voltamos ao estudo de estratégias resolutivas
numéricas, com énfase nos métodos de volumes finitos (MVFs). Esses métodos se
fundamentam na discretizacdo espacial do dominio em volumes de controle, chama-
dos células, e na analise do fluxo de entrada e saida das quantidades conservadas
nessas células ao longo do tempo.

Em particular, foi realizada a implementagao de dois esquemas de volumes fini-
tos: um do tipo Essentially Non-Oscillatory (ENO) de ordem 3 e um do tipo Weighted
Essentially Non-Oscillatory (WENO) de ordem 5, apresentados em [1], ambos com
discretizacdo temporal baseada em um método de Runge-Kutta de ordem 3 Strong
Stability Preserving (RK3 SSP), como proposto em [4]. A escolha desses métodos se
deu principalmente devido a sua capacidade de reduzir o aparecimento de oscilagbes
espurias proximo a regides de formagao de descontinuidades nas solugées numéri-
cas. Para o ENO, esse processo ¢ feito a partir da escolha do esténcil associado a
regido mais suave da solugédo, enquanto para o WENO essa adaptagao é realizada
a partir de uma combinagao ponderada das reconstrugdes com pesos nao-lineares
baseados em indicadores de suavidade.

A partir das implementacoes realizadas, foram conduzidos diferentes experimen-
tos numéricos envolvendo problemas classicos de leis de conservagéo escalares, isto
é, aqueles para os quais q : R x R — R. Inicialmente, foi analisado o compor-
tamento das aproximagdes numéricas para a equagao de advecgao linear e para a
equacgao de Burgers inviscida. Para esta Ultima, foram consideradas as condi¢des
iniciais do problema de Riemann (com a formagédo de choques e leques de rarefa-
¢a0), além de condigdes iniciais dadas por uma fungao seno associadas a condi¢des
de contorno periddicas. De modo geral, os resultados obtidos apresentaram compor-
tamento compativel com o esperado para os problemas considerados, reproduzindo
adequadamente as principais caracteristicas das respectivas solugoes.

Por fim, como etapa final deste trabalho, pretende-se estender os algoritmos de-
senvolvidos para a aplicagdo dos métodos ENO e WENO a outros sistemas de leis
de conservagéo lineares e nao-lineares da forma (2). Assim, a variavel conservada
passara a ser representada por um vetor q, permitindo investigar o comportamento
dos métodos em problemas que envolvem vérias grandezas conservadas.
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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento, ainda em processo, do jogo
matematico “Em Fracdo”, elaborado com o objetivo de explorar operagdes com
fragdes em turmas do ensino médio que apresentam dificuldades em conhecimentos
matematicos elementares. A proposta parte do reconhecimento de defasagens de
aprendizagem identificadas entre estudantes dessa etapa de ensino e da
necessidade de repensar estratégias metodolégicas capazes de promover o
envolvimento dos alunos com a Matematica. Fundamentado na utilizagéo de jogos
pedagégicos como recurso para retomada de conhecimentos prévios,
desenvolvimento de estratégias, comunicacéo e resolugdo de problemas, o jogo foi
concebido a partir de trés elementos principais: aleatoriedade, competitividade e
realizagéo de célculos mentais.

Palavras-chave: educacéo matematica, jogos matematicos, ensino médio, formacgéo
docente, metodologia de ensino.

Introducao

Qualquer professor com a oportunidade de pisar em uma sala de ensino médio
rapidamente notara muitas coisas, mas algo que um professor de matematica notara
em poucos minutos é a aversdo que alguns alunos tém a disciplina em questéo.
Antes fosse apenas o desgosto, pois geralmente esse sentimento é acompanhado
de medo e inseguranca que fazem com que muitos alunos percam a esperanga de
um dia compreender o que se passa em uma aula de matematica. Adicione essa
dificuldade de aprendizagem as politicas de ndo reprovacdo e aos “dois anos
perdidos” decorrentes da pandemia de Covid-19 e chegamos a um cenario em que
um aluno de ensino médio ndo compreende um contelido previsto para o0 sexto ano
do fundamental.

Esse cenario pode soar fantasioso ou exagerado para alguns, porém, em 2025
foi constatado a partir de dados do Saeb que 58,6% dos alunos da terceira série do
ensino médio tém nivel de aprendizado considerado abaixo do basico (TODOS
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PELA EDUCACAO, 2026, p. 13). E a partir dessa Gtica que certas abordagens
precisam ser repensadas para o cenario atual, afinal, como ensinar o que seria o
basico a um aluno que ja esta de saida do sistema educacional? A metodologia de
jogos matematicos pode ser uma alternativa.

E essencial para a compreenséo deste trabalho saber o que esta por tras da
metodologia de jogos pedagdgicos. De acordo com Souza (2007), os jogos
pedagégicos, quando bem planejados, permitem que os alunos retomem
conhecimentos prévios, confrontem ideias e desenvolvam estratégias pessoais. No
entanto, a autora aborda em sua tese que diversas vezes a atividade de jogar é vista
como uma pratica infantil por alguns professores que optam por nao utiliza-la com
alunos mais velhos por acharem algo ineficiente.

A autora defende que quatro pontos centrais sdo necessarios para que a
metodologia de jogos matematicos seja valida em contexto educacional:

e A metodologia dos jogos deve englobar a metodologia de resolugdo de

problemas, ou seja, um jogo mecénico e repetitivo foge dessa finalidade;

e O estudante deve conseguir expressar seu conhecimento, argumentar sobre
como conseguiu resolver alguma situagdo-problema; desta forma, jogos
realizados sem comunicagdo com outros (antes, durante ou apds o jogo) nao
cumprem essa finalidade. E importante que tanto a escrita quanto a oralidade
sejam valorizadas no processo de explica¢édo das estratégias do aluno;

e E necessario analisar quais conceitos matematicos o aluno passou a
compreender, ja que jogos com um pensamento matematico mais sutil muitas
vezes podem passar despercebidos pelo estudante que ndo conectou a
pratica do jogo ao contetdo estudado em sala;

e O jogo deve estabelecer pontes com outras disciplinas, em geral essas
pontes serdo feitas com a lingua materna no sentido de interpretagéo de texto
e com filosofia, principalmente no campo da ética e estética.

Com esses quatro pontos em mente podemos chegar naquilo que € o ponto alto
da metodologia, a engrenagem que faz todo sistema rodar, a diversdo. Segundo
Costa (2009), a diversédo € essencial para qualquer jogo pedagdgico, assim como a
necessidade de uma estrutura do jogo similar a estrutura do objeto de conhecimento.

Em sintese, um jogo matematico precisa exigir a aprendizagem de conceitos
matematicos para ser jogado, ser divertido, estabelecer pontes com outras
disciplinas e prezar pelo desenvolvimento de estratégias para quem joga. Com tudo
isso em mente, sera que é possivel criar um jogo instigante e divertido para alunos
de ensino médio que sabem menos do que o basico de matematica? E o que sera
discutido na préxima sec¢éo do texto.

Resultados Principais

Nomes sdo importantes e nesse caso explicar o nome do jogo serd um bom
ponto de partida para discutir seus objetivos pedagégicos e motivagdes. O nome
“Em Fragao” surgiu a partir do pensamento de “como eu explico para meus alunos
que operacdes com fragBes podem formar um inteiro?”. Desta forma, o objetivo do
jogo é justamente construir “um inteiro” em fragéo.

A motivagao para o jogo é justamente atingir um publico que ja esta convencido
de que ndo aprenderd Matematica, seja por falta de vontade ou por suposta falta de
capacidade. JA& nos deparamos inimeras vezes com alunos que ndo sabiam ou
entdo erravam com frequéncia contas com fracdes. Por um lado, esse ndo é
exatamente o conteudo tratado no Ensino Médio; por outro, ele é essencial para se
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fazer grande parte dos célculos de equagdes com nimeros reais. O jogo explora
esse limbo, um contetido facil demais para os jogos de Ensino Médio ja feitos e um
publico maduro demais para os jogos com fragdes convencionais.

Identificado o contelido que queriamos aplicar no jogo, ainda faltava todo o
resto. Como um jogo com fragdes poderia ser interessante? A primeira questéo que
adicionamos a fim de deixar o jogo mais divertido foi aleatoriedade. Optamos por
seguir com um jogo de cartas para facilitar a confeccdo do material. A segunda
guestdo foi a competitividade. Inspirado pela quantidade de jogadores de truco que
encontrei nas salas de aula que ja trabalhamos, imaginamos que competitividade
seria um combustivel interessante para o jogo. Por fim, decidimos trabalhar com as
dezesseis fragbes expostas na figura 1, as cartas foram escolhidas com o objetivo de
facilitar calculos mentais e também em quantidade suficiente para um grupo de até
quatro jogadores serem capazes de formar até duas pilhas cada.

Figura 1

— Cartas Em Fragéo.
L 1AL N

5 " Y BAVY 2 2o OV

Foﬁte: Elaborado peld autor (2026)

Quanto as regras do jogo, as cartas sao distribuidas uma a uma entre jogadores.
Ao formar um inteiro através de algumas operacdes basicas, esse conjunto de cartas
fica reservado em uma pilha. Ao final, o jogador com mais pilhas de um inteiro
vence. A ideia geral do jogo é pensar como operar as cartas que se tém de maneira
eficiente para conseguir formar o inteiro. As regras exatas ainda estdo em fase de
testes, mas o conceito do jogo seguira esses principios.

O objetivo final é criar um ambiente amigavel para retomar esse contetdo que
foge da grade esperada, incentivando a pratica das operagdes com fracdo de
maneira divertida e, portanto, educativa. Como préximo passo imediato, é necessario
realizar inimeros testes do jogo com o publico alvo e garantir que as regras estejam
funcionais e bem escritas para entao realizar sua aplicagdo em um futuro préximo.
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Resumo

O objetivo foi relacionar conteidos matematicos a conscientizagao
ambiental sobre o descarte de garrafas PET. A elevada produgdo e o consumo
de materiais plasticos, associados ao descarte inadequado, tém provocado
diversos impactos ambientais, como a contaminagdo de solos e 4guas, a
presenga de microplasticos nos oceanos, a sobrecarga de aterros e prejuizos a
vida marinha, além do longo periodo necessario para a decomposigao desses
materiais. Nesse contexto, a Educagdo Ambiental contribui para a formagéo de
sujeitos conscientes por meio de atividades que aproximem os conhecimentos
escolares de situagdes cotidianas. A partir dessa perspectiva, foi proposta uma
oficina prética utilizando garrafas PET descartadas como recurso didético para
abordar conceitos de Geometria Espacial, especialmente o calculo aproximado
do volume por meio da férmula do cilindro. Com o auxilio de régua e calculadora,
foram realizadas medigdes e estimativas, permitindo relacionar o volume
ocupado por uma garrafa a quantidade de residuos pldsticos descartados no
ambiente.

Palavras-chave: Educagdo Ambiental; Matematica; garrafas PET, Geometria Espacial;
reciclagem.
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Introducgao

Este trabalho apresenta uma proposta desenvolvida na disciplina optativa de
Educagéo Ambiental, do curso de Licenciatura em Matematica, no primeiro semestre
de 2026. O objetivo foi relacionar conteldos matematicos a conscientizagdo
ambiental sobre o descarte de garrafas PET. A elevada producdo e o consumo de
materiais plasticos, associados aos descarte inadequado, tem provocado diversos
impactos ambientais, como a contaminagé@o dos solos e aguas, a presenga de micro
plastico nos oceanos,a sobrecarga de aterros e prejuizos a vida marinha, Além
disso, o longo periodo necessario para a decomposigéo desses materiais reforca a
importancia de agdes voltadas a reducdo, reutilizagdo e reciclagem(Meio Ambiente
Sustentavel, 2026)

Nesse contexto, a Educagdo Ambiental pode contribuir para a formagéo de
sujeitos mais conscientes sobre suas agdes e responsabilidades em relagdo ao meio
ambiente, especialmente quando desenvolvida por meio das atividades que
aproximem os conhecidos escolares de situagdes cotidianas(Projeto Escola Verde,
2026). A partir dessa perspectiva, foi proposta uma oficina pratica utilizando garrafas
PET, como recurso didatico para abordar conceitos de Geometria Espacial e,
simultaneamente, promover reflexdes sobre o descarte de residuos.

Resultados Principais

A oficina possibilitou explorar conceitos de Geometria Espacial, especialmente o
calculo aproximado do volume de uma garrafa PET por meio da férmula do cilindro.
Com o auxilio de régua e calculadora, foram realizadas medicdes e estimativas,
permitindo relacionar o volume ocupado por uma garrafa a quantidade de residuos
plasticos descartados no ambiente.

A atividade evidenciou a possibilidade de articulagdo entre Matematica e
Educagédo Ambiental, demonstrando que conteudos matematicos podem ser
utilizados para compreender e problematizar questdes sociais e ambientais
presentes no cotidiano. Dessa forma, a proposta contribuiu para uma aprendizagem
mais contextualizada, aproximando os conhecimentos matematicos de uma
problematica ambiental concreta.

A atividade evidenciou a possibilidade de articulagdo entre Matematica e
Educagédo Ambiental, demonstrando que conteudos matematicos podem ser
utilizados para compreender e problematizar questdes sociais e ambientais
presentes no cotidiano. Dessa forma, a proposta contribuiu para uma aprendizagem
mais contextualizada, aproximando os conhecimentos matematicos de uma
problematica ambiental concreta.
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Resumo

Este relato de experiéncia analisa como a relagdo entre professor e aluno afeta a
aprendizagem matematica do ponto de vista dos estudantes, uma vez que a
Matematica é vista como uma disciplina dificil que causa ansiedade nos alunos. O
objetivo foi descrever e analisar como a atitude do professor, a comunicagdo e o
ambiente da sala de aula afetam a motivagdo e o desempenho dos alunos. Para
isso, optou-se por uma abordagem qualitativa observacional, com base nas
interagdes com duas turmas do Ensino Médio do Instituto Federal do Parana (IFPR):
uma turma regular e uma turma de dependéncia. Percebeu-se que as experiéncias
emocionais prévias condicionam o comportamento atual dos discentes e que a
comunicagao afetiva atua como fator determinante para a motivagdo e a confianga.
Revelou-se que, embora alunos regulares apresentem maior autonomia emocional,
os estudantes que estdo em dependéncia dependem significativamente da
segurancga transmitida pelo professor para superar a ansiedade. Conclui-se que ha
uma necessidade de equilibrio entre o dominio do conteddo e um bom
relacionamento interpessoal para a efetivagdo da aprendizagem matematica.Este é
o resumo inicial do trabalho.

Palavras-chave: Aprendizagem Matematica, Relagdo Professor-Aluno, Afetividade,
Educagao Matematica.

Introducgao

As relagbes que ocorrem no ambiente escolar tém um impacto significativo no
processo de aprendizagem, em especial, no ensino da Matematica, uma disciplina
considerada dificil e que causa ansiedade. Nesse contexto, a qualidade do
relacionamento entre o professor e os alunos desempenha um papel fundamental,
pois, frequentemente, as dificuldades em Matematica sdo atribuidas a obstaculos
emocionais criados por experiéncias negativas, que geram medo e inseguranga,
prejudicando o processo de aprendizagem.

*Universidade Federal do Parana. Licencianda em Matematica. Bolsista do PET Matematica.
2Universidade Federal do Parana. Doutora em Educagdo Matematica.
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Esse relato de experiéncia surgiu a partir da vivéncia pratica durante o estagio
supervisionado do curso de Licenciatura em Matematica, pela Universidade Federal
do Parana (UFPR), realizado no Instituto Federal do Parana (IFPR), entre setembro
e dezembro de 2025. Ao observar o professor supervisor, notou-se um esforgo em
manter uma relagdo proxima com as turmas acompanhadas. Essa observagéo
levantou a seguinte questdo: como a relagao entre professor e aluno influencia o
aprendizado de Matematica na perspectiva dos estudantes?

A partir disso, este relato tem como objetivo descrever e analisar como o
didlogo, a postura do docente e o clima da sala de aula influenciam a motivagéo e a
participagdao dos alunos. Para tanto, optou-se por uma abordagem qualitativa
observacional, documentando nas interagdes em duas turmas distintas do IFPR:
uma regular e uma de dependéncia.

Resultados Principais

Assim como varios aspectos da vida cotidiana, a aprendizagem é fortemente
influenciada pelas emogbes. Elas afetam experiéncias futuras, com base em
emogoes sentidas em situagdes similares do passado, ou seja, uma experiéncia com
uma emogao negativa no passado condiciona um comportamento de afastamento
por parte do estudante com relagcdo a aprendizagem, como apontam Rodrigues e
Poletto (2023). Nesse sentido, Piaget aponta que os discentes estabelecem

vinculos afetivos com os colegas, e aos poucos com os professores
e outros profissionais da educacdo que estdo a sua volta. Acabam
assim, expressando os seus saberes e 0s seus questionamentos,
podendo analisar os pensamentos dos seus colegas, desenvolvendo
suas proprias ideias. (Piaget, 1979, p.32)

Tais vinculos séo criados a partir das emogdes que o0 meio proporciona, assim o
discente se aproxima do que |Ihe traz uma sensagéao de felicidade e se afasta do que
Ihe é desagradavel, como afirma Rodrigues e Poletto (2023). Ao criar tais vinculos, o
estudante se sente seguro para se expressar e desenvolver suas proprias ideias.

Guimaraes e Maciel (2021) corroboram a ideia de vinculos ao afirmar que o
afeto influencia fortemente o desenvolvimento humano, destacando o medo e
desconfianga como os fatores que mais dificultam a aprendizagem. Portanto, o
docente deve se sensibilizar para ouvir seus alunos e respeitar o ritmo de
aprendizagem de cada um, pois assim como as autoras afirmam, “ao reconhecer a
atengdo, carinho e respeito do professor, os alunos adquirem confianga, admiragéo,
amizade e respeito na relagdo, favorecendo a aprendizagem” (Guimaraes; Maciel,
2021).

No contexto da Matematica, disciplina frequentemente associada a ansiedade e
ao medo, a relagdo professor-aluno assume um papel ainda mais critico. Nesse
contexto, & essencial que o docente faga o aluno participar da aula e se possivel
realizar trocas de conhecimento, ndo apenas transmissdo de conteudo. Referente a
essa postura, Freire comenta sobre

vinculos afetivos com os colegas, e aos poucos com os professores
e outros profissionais da educagédo que estdo a sua volta. Acabam
assim, expressando os seus saberes e 0s seus questionamentos,
podendo analisar os pensamentos dos seus colegas, desenvolvendo
suas proprias ideias. (Freire, 1996, p.96)
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Durante o estagio, pude acompanhar duas turmas do Ensino Médio Técnico no
IFPR, sendo uma turma regular e outra de dependéncia. As duas turmas estavam na
mesma disciplina, Matematica |, e o professor seguiu quase o mesmo conteudo
(funcdo exponencial, fungdo logaritmica, progressao aritmética e progresséo
geométrica) nas duas salas de aula, com excegao do conteudo de fungbes inversas
que foi ministrado apenas na turma regular.

Embora muitas pessoas ndo gostem de Matematica, principalmente por ser
considerada a disciplina mais dificil ou porque muitos professores sao ruins e cruéis,
durante o estagio pude observar, em suas falas durante as aulas, que as
experiéncias anteriores com professores foram um fator determinante para os
estudantes, das duas turmas, ndo gostarem de Matematica. Na turma regular, notei
um caso, que para mim, considerei especial, o fato de que muitos alunos gostavam
de Matematica. Com isso, percebe-se que a premissa de Rodrigues e Poletto
(2023), de que as emogdes passadas condicionam comportamentos futuros, esta
presente nas duas turmas analisadas, além disso, nota-se que os estudantes da
turma de Dependéncia possuem uma carga emocional negativa maior.

Um outro fator que afeta diretamente na sala de aula, é a comunicagdo e a
motivagdo do estudante, sendo até um ponto critico de acordo com Freire (1996).
Observei que apds o professor proferir algum elogio ou incentivo, alguns alunos da
turma de dependéncia, se sentiram mais confiantes. Assim, pude observar que uma
relacdo mais afetuosa entre o professor e o aluno pode ajudar estudantes em
dependéncia a se sentirem mais confiantes em estudar e perguntar sobre a
disciplina, ajudando entao na aprendizagem matematica.

Em contrapartida, ndo observei o mesmo na turma regular, onde notei uma
separagdo maior entre os que se sentiram mais motivados com tal afeto e os que
ndo gostam muito dessa aproximagao. Isso vai ao encontro das ideias de Guimaraes
e Maciel (2021). Nota-se, assim, que o docente deve ter um olhar diferente para
cada turma, pois o que funciona para uma, nao necessariamente vai dar certo com
outra.

Além disso, nas duas turmas observadas, os alunos se sentiam muito tranquilos
e relaxados durante as aulas do professor, pois 0 docente sempre deixou um espago
para os estudantes dialogarem entre si e com ele, ajudando assim a diminuir sua
ansiedade com relagao a disciplina.

Esses dados corroboram Guimardes e Maciel (2021) sobre como o medo e a
desconfianga dificultam a aprendizagem. O aluno de dependéncia, mais vulneravel,
depende da seguranga transmitida pelo professor para conseguir aprender,
enquanto o aluno regular parece ter mecanismos mais auténomos de regulagao
emocional.

A observagdo em sala de aula revelou que a postura do professor e o clima de
sala de aula sao determinantes, especialmente para alunos com histérico de
dificuldades escolares ou em dependéncia. Isso evidencia que o conhecimento a ser
aprendido tem grande influéncia do meio e do modo como o individuo lida com este
meio social, portanto, o docente deve se preocupar com o proprio comportamento e
postura em sala de aula para nao impactar negativamente no processo de
aprendizagem dos alunos, conforme apontam Rodrigues e Poletto (2023). Dessa
forma, conclui-se que a qualidade da relagdo professor-aluno € determinante para a
aprendizagem matematica, ndo apenas o dominio do contetdo.
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Resumo

Este trabalho, parte integrante de uma monografia, investiga a formacéo
matematica de pedagogos no Brasil, tendo como foco a precariedade curricular das
ementas e eixos de formagéo de professores multidisciplinares para os anos iniciais
do Ensino Fundamental. Trata-se de uma pesquisa qualitativa de cunho documental
e analitico, operacionalizada por meio de uma Revisdo Sistematica da Literatura
(RSL) estruturada nos anais das trés ultimas edicdes do ENEM (2019, 2022 e 2025).
O processo de selegéo e filtragem resultou em um corpus definitivo de 49 artigos lidos
na integra. Embora a pesquisa geral identifique trés eixos analiticos (a bagagem
trauméatica da Educacéo Bésica; a precariedade curricular; e o impacto pratico no chao
de escola), este trabalho foca especificamente no segundo (o aspecto curricular). Os
resultados revelam que as ementas de disciplinas que tratam da matematica no curso
de Pedagogia no Brasil relegam o conhecimento de contetido especifico a um
segundo plano, priorizando de forma isolada discussdes metodolégicas. A falta de
tempo (média de 2% a 3% da carga horaria obrigatéria) impede o desenvolvimento
do Conhecimento Matemaético para o Ensino, gerando insegurancga profissional e
inviabilizando a alfabetizagao e o letramento matematico critico.

Palavras-chave: Educacdo Matematica, Formacéo Inicial de Professores, Curso de
Pedagogia, Curriculo.

Introducéo

A formagdo mateméatica dos professores responsaveis pelos anos iniciais do
Ensino Fundamental é um gargalo da Educacédo Bésica brasileira (Zimer, 2002).
Embora as diretrizes nacionais e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) exijam
gue o docente multidisciplinar seja capaz de promover a alfabetizacéo e o letramento
matematico sob uma perspectiva critica, social e emancipatoria, a realidade escolar
revela um cendrio marcado por inseguranga, aversdo a disciplina e praticas
mecanicas focadas na reproducéo de algoritmos tradicionais (Zimer, 2008).

Essa problemética ultrapassa as limitagdes de ordem individual dos docentes e
as condigbes estruturais das escolas, evidenciando-se fortemente como reflexo de
uma precarizagao curricular histérica nos cursos de Pedagogia (Maldaner, 2020). O
curriculo das licenciaturas em Pedagogia opera sob a premissa de que os futuros

lUniversidade Federal do Parana (UFPR). Licenciando em Matematica.
2Universidade Federal do Parana (UFPR). Doutora em Educagdo Matematica.
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professores j& trazem os conceitos matematicos consolidados de sua escolarizacéo
béasica, relegando o papel da Mateméatica na graduagdo a discussfes meramente
instrumentais sobre "como ensinar" sem garantir o dominio seguro do "o que ensinar"
(Shulman, 1986).

Para compreender esse cenario, a pesquisa geral na qual este trabalho se insere
busca responder a seguinte questao: “De que maneira a auséncia de uma disciplina
focada nos fundamentos tedricos e no conhecimento curricular da matematica, no
curso de Pedagogia, impacta a seguranca e a pratica dos futuros professores na
promogéo da alfabetizagao e do letramento matematico nos anos iniciais? ”. O objetivo
principal deste estudo é analisar as ementas, as lacunas conceituais e o espago
curricular reservado a Educacéao Matematica nos cursos de Pedagogia, com base em
uma revisdo sistematica da literatura cientifica nacional recente.

Metodologia

Este estudo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa, de cunho documental
e analitico (Vosgerau; Romanowski, 2014). Para sua consecugao, realizou-se uma
Revisdo Sistematica da Literatura (RSL) nos anais digitais do XllI, XIV e XV ENEM. A
busca foi realizada a partir da aplicacdo de descritores: “Curso de Pedagogia”,
“Letramento Matematico”, “Formacéo Inicial de Professores dos anos inicias”,
“Professor Polivalente”, “Conhecimento matemético para o ensino” “Alfabetizagdo
Matematica” e “Futuros pedagogos”.

O levantamento inicial retornou 162 trabalhos. Ap6s a etapa de triagem de titulos
e resumos — que excluiu relatos de experiéncia sem foco curricular e trabalhos fora do
escopo da formagdo inicial —, procedeu-se a leitura na integra, consolidando um
corpus definitivo de 49 artigos cientificos.

Os dados foram processados por meio da técnica de Analise de Contetdo (Bardin,
2011), estruturada nas etapas de pré-andlise, exploracdo do material e tratamento
interpretativo. O processo analitico resultou no estabelecimento de trés categorias
tematicas interdependentes: (1) As marcas afetivas da Educacéo Bésica e a escolha
pela Pedagogia; (2) A precariedade curricular na Pedagogia: métodos sem contetdo
(Pedagogical Content Knowledge - PCK sem Subject Matter Knowledge - SMK); e (3)
O impacto pratico no chao de escola. Neste trabalho o foco recaira exclusivamente na
discusséo da segunda categoria (Eixo Curricular).

RESULTADOS E DISCUSSOES

A exploracdo do material e a inferéncia realizada sobre os 49 artigos do corpus
do ENEM evidenciam que a formagao matematica na Pedagogia enfrenta uma grave
crise curricular, caracterizada por um esvaziamento conceitual. Mapeamentos
curriculares presentes na amostra selecionada revelam a gravidade da asfixia de
tempo dedicada a area. Ao investigarem dezenas de cursos em universidades
publicas brasileiras, trabalhos basilares do nosso corpus, como os de Rbos e Palma
(2022) e Zeferino (2019), atestam que as disciplinas voltadas a Educagdo Matematica
representam, em média, apenas cerca de 3% da carga horaria obrigatéria total dos
cursos. Esse cenario de escassez temporal € corroborado na literatura externa por
Maldaner (2020), que identificou indices préximos a 2% nas matrizes das
universidades federais.

Diante desse cenario de restricdo de tempo — exemplificado por cursos que
destinam apenas 30 horas para toda a formagao mateméatica —, as ementas priorizam
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as discussdes didatico-metodolégicas e as estratégias instrumentais de ensino. O
mapeamento realizado em Minas Gerais (Oliveira; Julio, 2025), assim como outras
evidéncias da RSL, demonstram que as disciplinas se ancoram em jogos e recursos
manipulativos de forma descontextualizada, omitindo os fundamentos tedéricos dos
conteudos especificos da matematica.

A luz das categorias de Lee Shulman (1986, 1987), essa dinamica curricular
impede a formacéo plena do docente. Shulman estabelece que o exercicio seguro da
profissdo requer o Conhecimento Pedagdgico do Contetdo (PCK), o qual é definido
como a intersecgdo indissociavel entre o conhecimento da pedagogia e o dominio do
contetdo da disciplina. No entanto, ao focar quase que exclusivamente no "como
ensinar", o curriculo da Pedagogia estaciona no Conhecimento Pedagdgico Geral
(PK). A omissao do Conhecimento Especifico da Matéria (Subject Matter Knowledge
- SMK) inviabiliza, por definicao teérica, o desenvolvimento do PCK, visto que é
impossivel transformar didaticamente um conteddo que ndo se domina
conceitualmente.

Sem o PCK e o0 améalgama entre o que e como ensinar, 0 curso pressupoe, de
maneira equivocada, que o discente ja traz a matematica substantiva consolidada da
Educacgdo Basica. Consequentemente, o futuro professor egresso da Pedagogia &
enviado ao chdo de escola com profundas lacunas de conhecimento. Sentindo-se
fragil e inseguro frente a disciplina, esse profissional tende a reproduzir o mesmo
modelo mecénico de ensino tradicional pelo qual foi escolarizado e alfabetizado,
perpetuando o ciclo de precarizagdo na Educacéo Basica (Zimer, 2008).

CONSIDERACOES FINAIS

A andlise sistematica dos 49 artigos do ENEM demonstra que a graduagdao em
Pedagogia tem falhado em garantir o Conhecimento Matematico para o Ensino. A
superacdo dessa inseguranca exige uma reformulagdo das matrizes curriculares.
Contudo, expandir a carga horéaria obrigatéria da mateméatica esbarra no limite
temporal de um curso multidisciplinar. Portanto, a curto prazo, é imperativo
redesenhar as ementas vigentes para que o tempo restrito ndo seja consumido
apenas por um Conhecimento Pedagdgico genérico, mas que atue na construcéo real
do Conhecimento Pedagogico do Contetdo (PCK), articulando o ‘como ensinar' a
epistemologia légica do conhecimento especifico (SMK).
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Resumo

Esse trabalho tem como objetivo discutir as diferentes formas de fazer matematica e
dar visibilidade as culturas dos povos indigenas e africanos por meio de jogos
matematicos, comfoco na populagdo idosa. Pensando nisso, foirealizado uma oficina
de jogos no projeto de extensado Universidade Aberta da Maturidade, da Universidade
Federal do Parana. Os resultados da oficina foram satisfatérios e alcangados
conforme o planejamento. A partir das oficinas, discutiremos os impactos dos jogos
para as pessoas idosas e suas relagdes com a matematica.

Palavras-chave: UAM, oficinas matematicas, jogo Adugo, jogo Mancala Awele,
pessoas idosas.

Introdugéao

Quando se fala em jogos, bem-estar e cultura nas praticas matematicas voltada
para pessoas idosas, pouco trabalhados sdo encontrados relacionando esses temas.
Conforme pesquisa realizada no portal da Biblioteca Digital de Teses e Dicertagbes
(BDTD), foram encontrados dois trabalhos relacionados as tematicas: uma tese sobre
0 jogo Adugo, consultada em 20 de margo de 2026 e uma dissertacado sobre o jogo
da familia Mancala, consultada em 20 de junho de 2026. A primeira aborda o jogo
Adugo em oficinas com pessoas idosas, enquanto a segunda trata do jogo da familia
Mancalaem uma turma de EJA. De acordo com Ciro Teixeira Figueiredo (2024, p. 39)
“atualmente, na comunidade académica ndo ha muitos estudos que relaciona o
beneficio dos jogos indigenas aplicados no auxilio da meméria e do raciocinio l6gico
a terceira idade”. Os jogos servem como ferramenta para o ensino de matematica. De
acordo com Glaucia Bomfim Barbosa Barreto (2016, p.17), & preciso “incorporar os
jogos educativos como ferramenta pedagogica e ludica vinculada a Etnomatematica.
Valorizando assim, a cultura africana através da utilizagéo dos jogos [...]".

! Discente de Matematica da Universidade Federal do Parana. Voluntario do Programa de
voluntariado académico.
2Docente do Departamento de Matematica da Universidade Federal do Parana.
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Pensando em conteddos de matematica, cultura e visibilidade, como podemos
promover o ensino de matematica unindo esses temas? Como podemos olhar para a
matematica para além de conteudos e ao mesmo tempo trabalhar a culturaindigena
e africana em sala de aula, em especial na educagao de jovens, adultos e idosos? De
acordo com a Lei n°® 11.645, de 10 margo de 2008:

Art. 26-A. Nos estabelecimentos de ensino fundamental e de ensino
médio, publicos e privados, torna-se obrigatorio o estudo da histéria e
cultura afro-brasileira e indigena.

§ 1° O contetdo programatico a que se refere este artigo incluira
diversos aspectos da histéria e da cultura que caracterizam a
formagé&o da populag&o brasileira, a partir desses dois grupos étnicos,
tais como o estudo da histéria da Africa e dos africanos, a luta dos
negros e dos povos indigenas no Brasil, a cultura negra e indigena
brasileira e o negro e o indio na formagao da sociedade nacional,
resgatando as suas contribuicdes nas areas social, econdmica e
politica, pertinentes a histéria do Brasil.

§ 2° Os conteudos referentes a histéria e cultura afro-brasileira e dos
povos indigenas brasileiros serdo ministrados no ambito de todo o
curriculo escolar, em especial nas areas de educagao artistica e de
literatura e histéria brasileiras. (Brasil, 2008, p.23)

O foco deste trabalho é olharpara essas questdes, em especial para a populagdo
idosa, natentativa de investigar como podemos unir contetidos matematicos dentro e
fora da sala de aula e quais as contribuigdes desta investigagédo para uma professora
em formagédo. Segundo Ciro Teixeira Figueiredo (2024, p. 19):

[...]Jessa tendéncia matematica pode ser vista também como uma
abordagem educacional, buscando reconhecer, valorizar e integrar os
saberes matematicos presente nas culturas, refletindo as
necessidades e experiéncias em que as comunidades estao
inseridas.[...].

No que se refere a oficinas para pessoas idosas, a Lei n°10.741, de 1° de outubro
de 2003, vai ao encontro com o tema dessa pesquisa:

Art. 3° E obrigagdo da familia, da comunidade, da sociedade e do
poder publico assegurar a pessoa idosa, com absoluta prioridade, a
efetivagdo do direito a vida, a saude, a alimentagdo, a educagao, a
cultura, ao esporte, ao lazer, ao trabalho, a cidadania, a liberdade, a
dignidade, ao respeito e a convivéncia familiar e comunitaria. (Brasil,
2003, p.12)

A Universidade Aberta da Maturidade (UAM), da Universidade Federal do Parana
(UFPR), € um projeto de extensao voltado a pessoas com 60 anos ou mais, tendo
como principais objetivos aproximar as pessoas idosas no ambiente universitario e
promovendo a cultura, a socializagdo e o bem-estar (UFPR, 2025). Neste sentido, a
oficina “Jogos matematicos, raciocinio l6gico e socializagdo” foi organizada na
tentativa de promover a aproximagdo com as culturas indigena e africana, por meio
de jogos de estratégia matematica com pessoas idosas. Realizadaem agosto de
2026, contou com a participagdo de 58 idosos da UAM. Foi realizada no Campus
Jardim Botanico, com duragao aproximada de trés horas.
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Foram os jogos Adugo e Mancala Awele, para que, além das estratégias
matematicas presente nos jogos, fosse possivel discutir a importancia das culturas
dos povos indigenas e africanos.

Inicialmente, todos os participantes foram reunidos no auditério para a
apresentagao da proposta da oficina. Com auxilio de slides, a oficina comegou com
uma pergunta: Vocés ja ouviram ou jogaram os jogos Adugo e/ou Mancala?. Todos
responderam que ndo. A partir dessa pergunta, foi apresentado uma breve
contextualizagédo histérica e cultural dos jogos, destacando a importancia e a origem
de cada jogo. Em seguida, foram apresentadas as regras de ambos os jogos,
utilizando figuras e videos para facilitar a compreensdo. Os participantes foram
organizadosem duplas e distribuidos em salas proximas ao auditério para a realizagéo
das partidas. Posteriormente, foi realizada uma discussé&o da oficina como um todo.

Resultados Obtidos

Esse momento de dialogo possibilitou que os participantes compartilhassem suas
percepgdes e experiéncias, refletindo ndo apenas sobre os aspectos matematicos
presentes nos jogos, como o raciocinio légico, a elaboragdo de estratégias e as
dificuldades, mas também sobre a importdncia da interagdo, da troca de
conhecimentos e da socializagao proporcionadas durante a oficina.

A partir das respostas e discussodes realizadas, foi possivel observar diferentes
opinides sobre os jogos. De modo geral, os participantes consideraram que o jogo
Adugo era mais facil e que jogar com a onga, era mais facil de vencer. Entretanto,
também reconheceram que o jogo Adugo exigia o planejamento de cada jogada e a
elaboragao de estratégias, especialmente em razéo de sua dinédmica de perseguicéo
e captura. Alguns participantes, apds realizarem uma partida, passaram a refletir
sobre quais estratégias poderiam ser utilizadas para que os cachorros conseguissem
vencer, demonstrando interesse em compreender melhor as possibilidades e
estratégias presentes no jogo.

Em relagdo ao Mancala, os participantes gostaram de jogar, embora tenham
considerado suadinamicainicialmente mais complexa. Entre as possiveis dificuldades
observadas, destacaram-se a necessidade de compreender as regras e estratégias
do jogo e algumas limitagbes relacionadas ao material utilizado na confecgao do
tabuleiro, uma vez que o tamanho das caixinhas de ovos levaram a dificuldade de
jogar e realizar movimentos.

Quando questionados sobre a presenca da matematica nos jogos, os proprios
participantes identificaram diferentes elementos, entre eles a elaboragdo de
estratégias, a contagem, o raciocinio légico e a geometria. Dessa forma, a realizagéo
da oficina pode ser considerada positiva, uma vez que os objetivos propostos foram
alcangados. A oficina possibilitou apresentar a matematica de uma maneira diferente
da convencional, utilizando os jogos como instrumentos para estimular o raciocinio
l6gico, a elaboragdo de estratégias e a interagédo entre os participantes. Ao mesmo
tempo, contribuiu para a valorizar a importancia histérica e cultural dos povos
indigenas e africanos, proporcionando uma experiéncia que reuniu matematica,
cultura, aprendizagem e socializagéo. A partir disso, sera realizada uma analise mais
detalhadapara pensarcomo esses jogos contribuem para o ensinodamatematica em
sala de aula.
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Resumo

Historicamente, a avaliagdo escolar assume um papel predominantemente classificatério,
operando muitas vezes como um mecanismo de selegdo que pouco contribui para a reflexao
ativa. Diante desse cenario, evidencia-se a necessidade de transformar essas praticas,
deslocando a atengdo da simples dicotomia entre o acerto e o erro para a valorizagdo da
trajetdria de resolugcéo e do desenvolvimento légico do estudante. Ao assumir a avaliagdo como
uma pratica de investigagao, cria-se um espago continuo de aprendizagem. Com esse proposito,
a pesquisa busca analisar a producdo escrita de estudantes do Ensino Médio a partir da
aplicagédo do instrumento de avaliagdo conhecido como “Vaivém”. A pesquisa foi realizada no
Colégio Estadual do Parana, no contexto do estagio do PIBID com estudantes do 3° ano do
Ensino Médio no turno da manha. O método consiste em substituir a corregéo tradicional por um
processo iterativo, em que a produgdo inicial do aluno ndo encerra a atividade, mas serve de
base para que o professor elabore novas questdes e devolva o material para nova reflexdo. A
intengé@o é estabelecer um didlogo continuo que instigue o estudante a justificar e refinar seu
pensamento matematico de forma autdénoma. Nesse periodo de aplicagdo do instrumento, foi
realizada a anadlise das produgdes escritas sob a perspectiva da leitura positiva com
agrupamento de distratores e elaboracéo de intervengdes.

Palavras-chave:Educacdo Matematica, Instrumento Vaivém, Avaliagao educacional,
Andlise da Producgéao Escrita em matematica, Ensino Médio.

Introducgao

Tradicionalmente, a avaliagdo escolar em matematica tem assumido uma fungao
excludente e classificatéria, servindo como um mecanismo que rotula e diferencia os
estudantes, sustentado pela crenga liberal no esforgo e na meritocracia, que legitima
a distribuigdo social diferenciada do conhecimento, penalizando as multiplicidades
de pensamento (Buriasco, 2000). Nesse contexto, a avaliagdo reduz-se quase
exclusivamente a verificagdo do produto final, restringindo-se a mensurar a
quantidade de acertos obtidos pelo estudante e negligenciando o processo de
aprendizagem. Como complementa Garnica (2006), na perspectiva tradicional, o
aluno é analisado a partir de uma "leitura pela falta", na qual o desempenho é
limitado a rigorosa dicotomia entre o acerto e o erro.

" UFPR. Estudante do curso de Licenciatura em Matematica
2 UFPR. Doutor em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica
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Em contrapartida a esse paradigma seletivo, este trabalho alinha-se a
concepgao da avaliagdo educacional como uma pratica de investigacdo e uma
oportunidade de aprendizagem (Silva; Buriasco, 2023). Essa abordagem
metodolégica desloca o foco estrito da resposta exata para a valorizagdo da
trajetéria de resolugdo e do desenvolvimento légico percorrido pelo aluno. Sob esse
olhar, o erro deixa de ser interpretado como uma anomalia ou disfungao a ser punida
(Buriasco, 2000), passando a ser compreendido como um indicio valioso das
concepgodes e do raciocinio em construgao pelo estudante.

Para viabilizar essa mudanga de conduta em sala de aula, o presente projeto
adota o "Vaivém", instrumento de avaliagéo descrito por Silva e Buriasco (2023), que
instaura um ciclo iterativo de dialogo. A aplicagdo do instrumento foi realizada no
Colégio Estadual do Parand no espago do estagio do PIBID/UFPR, com a
participagao de estudantes do 3° ano do Ensino Médio, turno da manha. Em vez de
encerrar o processo com a atribuicdo de uma nota, o professor utiliza a produgéo
escrita inicial como ponto de partida para formular intervengbes e novas perguntas.
Esse movimento continuo vai ao encontro de onde o estudante esta, respeitando
sua trajetoria logica e instigando-o a justificar, revisar e refinar seu pensamento
matematico, o que promove um engajamento ativo na sua propria aprendizagem.

Para a aplicagao deste instrumento, optou-se por utilizar o problema "Aparelhos
Defeituosos", selecionado a partir do banco de questdes do PISA. A escolha dessa
tarefa justifica-se por sua natureza investigativa: ela exige dos estudantes
habilidades de interpretagéo de dados em tabelas, compreenséo de porcentagens e,
principalmente, a formulagdo de argumentacdo légica, distanciando-se da mera
memorizagao e aplicagdo mecanica de férmulas.

A dinamica da tarefa foi estruturada em trés etapas complementares,
apresentadas na Figura 1. A primeira questao solicitava a analise direta dos dados
de produgdo diaria para validar afirmagdes envolvendo proporgao e probabilidade.
Na etapa seguinte, aprofundando a exigéncia argumentativa, a segunda questao
demandou que os alunos avaliassem a afirmagdo de um técnico. Nesse ponto, o
foco principal era garantir que os estudantes utilizassem um argumento matematico
estruturado para justificar a comparagdo de valores absolutos enviados para
conserto. Por fim, a terceira questdo expandiu o objetivo do problema ao introduzir
os dados de uma segunda fabrica. A questdo final demandava o calculo e a
comparagdo da porcentagem total de aparelhos defeituosos entre as duas
empresas, consolidando a analise de dados do exercicio.

Dessa forma, a aplicagdo da tarefa de maneira fragmentada e ciclica permitiu
um acompanhamento detalhado do desenvolvimento ldgico dos estudantes,
garantindo que o foco da avaliagdo permanecesse na construgdo continua da
argumentagao ao longo de todo o processo.

Resultados Principais
Embora os ciclos do instrumento Vaivém ainda estejam em fase de produgao e
analise, as coletas iniciais ja revelam apontamentos centrais para a pesquisa.

Durante a resolugdo da primeira etapa do problema, observou-se que parte dos
estudantes caiu nos distratores inerentes a questao, apresentando, por exemplo,
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confusdes conceituais ao interpretar os dados absolutos em relagdo
as porcentagens.

Figura 1 - Atividade “Aparelhos defeituosos”.
Questdo 2: APARELHOS DEFEITUOSOS

APARELHOS DEFEITUOSOS

Intrdnicos: ocadores da dudo &

A amgraea Floris iabaca dols tpos de apar Um dos tecnicos de tesies afimma que:

tocadones da video. A fnal i prodagso tocadones S50 testados @

agueles Qe apresentam delels 530 relad0E & eNVIStos DB Conserio

0 quaaD AbAIXG INCE 0 NOMAND Medn 08 IDCAIONES 65 IS PO, Jus 550
fabnCagos ROT 0, BE5M COMO & PCFCATAAZEM MACa te 10CATNN delenuosos par
dia

"Em média. ha mais tocadores de video enviados para conseno por dia, se
comparado a0 namero de tocadores de dudio enviados para conserto por dia

Decida se a afirmag3o do thcreco & cometa, Use um argumento matemitico para
JUSShCH SUa resposta

Tipo de tocad i de miédia d
W forasor o - T Quaestdo 3: APARELHOS DEFEITUOSOS
dia
A ampresa Tron também fabrica tocadores do dudio @ de video, Ao firal da
RSP RE ] 2 000 oy producan dikra, 08 teadares fabricacos pela Tron sl testados e aqueles com
| o ol | — = defeito sfo retirades & enviados para conserio
Tecador de dudio | i faiad 1 quakos ABAKD COMERNIT 0 NLMBN Médin te locadones 3 cida o Iatvicadon
din_ @ 8 porcentagem mibdin e locadores doleituones por din, nas tus
empresas
Questsc 1: APARELHOS DEFEITUDSOS Empresa | Numers médio de tocadores de Porcentagem média do
¥igeo tabricados por dis tocadores defeituoscs por dia
Encont-am-se abaixo ks afirmiges sobre o produgSs Sama na Fleri Sstas 1
alitmaghes esiio cometas? Elatrix 2000 | 5%
Circule “Sim’ ou “NSo” piva coda afimaclo Tron 7000 | 4%
Afirmacho Esta afirmacho & correa? .
o s o o doneh ool ok por s B P Emprosa | Mimera médio de m;..m:: a0 Porcontagem média do -
tocaaores o8 viceo. L skt st i ittt
Ac e de 100 racadon e video Tntricadas Sim | Mo Eletrix 5000 %
- te 5 Dpresentaro delafc — 1 000 2%,

| Se um tocador de dudio & escalhide Mesinramans ra Sim !/ NBo 2
producho didria. a probabilidade o0a que ele precise de

consena & de 0,03

Qual das duas empresas (Eletrix ou Trom tem a menar porcentagem total de
tocadones defiluoses? Fags 5eus calcsion, usand o5 dad0s dos (uadscs acim,

Fonte: PISA (2012).

A andlise dessas produgdes foi conduzida sob a otica da "leitura positiva",
conceito discutido por Garnica (2006). Em vez de adotar a tradicional "leitura pela
falta", a avaliagdo partiu do principio de que toda enunciagdo elaborada pelo
estudante, mesmo aquela que esbarra em um distrator, expressa uma compreensao
legitima e um modo particular de lidar com a situagdo. Assim, os erros ndo foram
tratados como anomalias a serem punidas, mas sim como indicios valiosos do modo
de pensar dos estudantes, assumindo a dimensdo de uma oportunidade de
aprendizagem, conforme preconizam Silva e Buriasco (2023).

Para viabilizar a pratica na realidade escolar, as resolugdes que apresentaram
percursos légicos semelhantes diante dos distratores foram metodologicamente
agrupadas. A partir desse mapeamento, as intervengbes pedagogicas foram
elaboradas de maneira direcionada e adequada ao raciocinio de cada grupo. Para
isso, foram elaborados questionamentos e comentarios que instigaram os alunos a
perceberem as fragilidades ou contradigdes em suas préprias respostas.
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Resumo

A Educagdo Financeira vem sendo incorporada as orientagdes educacionais
brasileiras como tema relacionado a formagéo dos estudantes para a tomada de
decisbes conscientes em situagbes envolvendo recursos financeiros. Na Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), a Educagdo Financeira integra os Temas
Contemporaneos Transversais, propondo articulagdo com diferentes componentes
curriculares. Nesse contexto, a matematica pode contribuir para a compreensao de
conceitos como porcentagem, juros e planejamento financeiro, embora a abordagem
desses conteudos ndo se restrinja aos procedimentos matematicos. Diante disso,
este estudo tem como objetivo analisar a aprendizagem de conceitos de matematica
financeira no contexto da educagdo financeira, considerando fatores cognitivos e
emocionais a luz da neuroeducagao, tanto na educagéo basica quanto na formagao
inicial de professores de matematica. A pesquisa sera desenvolvida por meio de
revisdo bibliografica e investigagdo de campo com estudantes da educagao basica
e/ou académicos de licenciatura em matematica, utilizando questionarios
estruturados e atividades diagndsticas. Posteriormente, serdo elaboradas e
aplicadas atividades envolvendo resolugéo de problemas e modelagem matematica
em situagdes relacionadas a educacao financeira. Busca-se discutir criticamente as
possibilidades e os desafios da abordagem transversal proposta pelos documentos
educacionais nacionais, especialmente quanto a articulagdo entre conhecimentos
matematicos, formacdo docente e situagdes financeiras do cotidiano. Espera-se
identificar dificuldades recorrentes e possiveis relagdes entre aspectos cognitivos e
emocionais, contribuindo para estratégias didaticas que favoregam uma
aprendizagem mais significativa da matematica financeira.

Palavras-chave: Matematica Financeira, Educacao Financeira, Neuroeducacéo.
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Introducgao

A Educacao Financeira vem sendo incorporada as orientacdes educacionais
brasileiras, especialmente a partir de sua insercdo como Tema Contemporaneo
Transversal na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), sendo proposta de forma
articulada a diferentes componentes curriculares (BRASIL, 2018). Nesse contexto, a
Matematica pode contribuir para a compreensdo de situagdes envolvendo
porcentagem, juros e planejamento financeiro. Entretanto, a abordagem desses
conteudos nao se limita a realizagdo de calculos, envolvendo também interpretagao,
tomada de decisdes e mobilizagdo de conhecimentos em situagdes do cotidiano.

Embora os documentos nacionais proponham uma abordagem transversal da
Educagédo Financeira, sua efetivagdo no ensino demanda articulagdo entre
conhecimentos matematicos, praticas pedagdgicas e formagao docente. Além disso,
fatores cognitivos e emocionais, como atengao, inseguranga e ansiedade, podem
interferir na aprendizagem e na resolugdo de problemas matematicos (FIGUEIRA et
al., 2020). Nesse sentido, a Neuroeducacgao pode contribuir para a compreensao dos
processos envolvidos na aprendizagem (COSENZA; GUERRA, 2011).

Diante disso, esta pesquisa tem como objetivo analisar a aprendizagem de
conceitos de Matematica Financeira no contexto da Educagao Financeira,
investigando possiveis relagdes entre fatores cognitivos e emocionais e a
compreensao e resolugéo de situagdes-problema, considerando a Educagao Basica
e a formacgao inicial de professores de Matematica.

Resultados Principais

Por se tratar de uma pesquisa de iniciagédo cientifica em desenvolvimento, os
resultados apresentados correspondem as expectativas e aos encaminhamentos da
investigacdo. Busca-se identificar dificuldades na compreensdo e aplicagcdo de
conceitos de Matematica Financeira, especialmente em situagdes envolvendo
porcentagem, juros e planejamento financeiro.

A pesquisa também pretende analisar possiveis relagdes entre o desempenho
matematico e fatores cognitivos e emocionais envolvidos na resolugédo de
problemas. Para isso, serdo utilizadas atividades diagndsticas e situagdes-problema
relacionadas a Educagdo Financeira, buscando observar nao apenas os
procedimentos matematicos empregados, mas também a interpretagdo e a tomada
de decisbes dos participantes.

Espera-se, ainda, discutir os desafios da abordagem transversal da Educagéo
Financeira proposta nos documentos nacionais e contribuir para a elaboragéo de
estratégias didaticas que articulem conhecimentos matematicos, aspectos cognitivos
e dimensbes emocionais. Os resultados poderdo contribuir tanto para a
aprendizagem da Matematica Financeira quanto para a formagdo inicial de
professores.
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Resumo

O objetivo do trabalho é apresentar uma analise de praticas docentes a partir do
modelo do Conhecimento Matematico para o Ensino (MKT), proposto por Ball, Thames e
Phelps (2008), buscando identificar conhecimentos mobilizados pelos professores em
diferentes momentos do ensino. As observagdes foram realizadas no primeiro semestre
de 2026 durante uma disciplina de Estagio Supervisionado de um curso de Licenciatura
em Matematica, em aulas de Matematica de uma escola de Ensino Médio. A andlise
evidenciou que os diferentes subdominios do MKT se manifestam de maneira articulada,
especialmente em situagdes envolvendo a antecipagéo de dificuldades dos estudantes, a
escolha de representacdes, a organizagdo das atividades e as rela¢des entre conteddos. A
experiéncia possibilitou perceber que ag¢Bes aparentemente simples do professor
envolvem conhecimentos especificos para o ensino de Matematica, contribuindo para uma
compreensdo mais ampla e reflexiva da pratica docente e enriquecendo o processo de
formagao inicial.

Palavras-chave: Conhecimento Matematico para o Ensino, Formagdo Inicial,
Estagio Supervisionado, Educagdo Matematica.

Introducao, Fundamentacao Tedrica e Metodologia

O conhecimento necessario para ensinar Matematica ndo se limita ao dominio
dos contelidos matematicos. O professor mobiliza diferentes conhecimentos ao
interpretar dificuldades dos estudantes, selecionar representacdes, organizar
atividades, analisar erros e estabelecer relages entre contelidos. Nesse sentido,
Ball, Thames e Phelps (2008) propdem o modelo do Conhecimento Matematico para
o Ensino (Mathematical Knowledge for Teaching — MKT), que organiza esses
conhecimentos em seis subdominios. Braz et al. (2025), ao analisarem uma situacéo
de ensino de Matematica a partir desse referencial, evidenciam a possibilidade de
utilizar os subdominios do MKT para interpretar conhecimentos mobilizados em

Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) — Campus Blumenau. Graduando do curso de
Licenciatura em Matematica. Bolsista do Programa de Iniciacéo Cientifica Junior.
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situagbes concretas de ensino. Os autores também apresentam, na Figura 1, os seis
subdominios e suas respectivas descricdes, que orientaram a analise realizada
neste trabalho.

Figura 1 — Dominios do MKT.

Conhecimento Especifico do Conteudo || conhecimento Pedagégico do Contetido
Subject Matter Knowledge (CK) Pedagogical Content Knowledge (PCK)
B Saber sobre os estudantes

~ Erimininie ) e sobre o conhecimento.
Conhecimento Conteddoe dos Antecipar a forma de
Comum do Conteido 2 Estudantes
Conhecimento G do \ Pensar e as dificuldades
Zommon Content Knowledge i fge of Content TS
(€K

) do and students (KCS)

\ — | Conteido
Conhecimento

i Como a matemética
\so Conteiido no Horizonte

Conhecimento do Knowledge of Content | ~ ©StA organizada ao
Consciéncia de como Specialized Content Contetido e do Ensino and Curriculum (KCC) / longo do curriculo
X (5cK) ¢

temas a

- : Knowledge (HCK)
estéio relacionados ao Knowsedge of Content
longo da matematica and Teaching (KCT)

Formas de abordagem
e sequéncia de ensino
eficientes para evitar
ou superar dificuldades

Fonte: traduzido de Ball, Thames e Phelps (2008) de aprendizagens

Fonte: Braz et al. (2025).

A atividade foi desenvolvida na disciplina de Estagio Supervisionado | na UFSC
— Campus Blumenau, no primeiro semestre de 2026, a partir da observacgao de aulas
de Matematica em uma escola de Ensino Médio. As observagBes foram registradas
em um diario de campo que serviu de base e tais registros foram analisados a partir
do referencial tedrico. Buscou-se analisar situagdes concretas vivenciadas por uma
professora a partir dos subdominios do MKT, ndo apenas com o intuito de
classifica-las, mas de refletir sobre as praticas observadas e sobre os
conhecimentos mobilizados nas diferentes acdes e decisbes docentes. Essa
proposta se relaciona a articulagdo entre teoria, pratica e reflexdo na formacéo inicial
de professores de Matematica, destacada por Vitalino, Teixeira e Santos (2023).

Analise e Resultados

A partir da distincao entre os diferentes conhecimentos necessarios ao professor
de Matematica, buscou-se observar como eles se manifestavam nas aulas
acompanhadas durante o estadgio. Como diferentes conhecimentos podem aparecer
articulados em uma mesma situacdo, cada ocorréncia foi relacionada aos
subdominios aos quais apresentava maior aproximagdo. Na andlise, foram mais
evidentes o Conhecimento do Contelido e dos Estudantes (KCS), o Conhecimento
do Contelido e do Ensino (KCT), o Conhecimento Comum do Contetdo (CCK) e o
Conhecimento Especializado do Contetddo (SCK). O Conhecimento do Conteldo e
do Curriculo (KCC) e o Conhecimento do Contetido no Horizonte (HCK) apareceram
em momentos mais pontuais. Essa menor presencga, contudo, esta relacionada ao
fato de envolverem aspectos do planejamento e da organizagdo do ensino que nédo
foram diretamente acompanhados durante as observacoes.

O KCS foi o mais facilmente identificado. A professora demonstrava conhecer
dificuldades recorrentes dos estudantes e antecipar possiveis erros. No estudo de
juros compostos, por exemplo, quando taxa e tempo deveriam estar na mesma
unidade de medida e a ordem das operagbes da féormula. Esse conhecimento
também orientava adaptacGes conforme as caracteristicas e dificuldades de cada
turma. Sua articulacdo com o KCT apareceu nas decis6es sobre como organizar e
conduzir o ensino, como na dedugdo da férmula de juros compostos e na construcéo
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de uma situagao que evidenciava o erro de utiliza-la em problemas de parcelamento.
Essas escolhas pedagdgicas indicam a preocupagdo com a compreensdo do
contetdo, estando ancorada no subdominio KCT. O vinculo entre esses
conhecimentos evidencia a relagdo entre o conhecimento sobre os estudantes e as
decisGes tomadas no ensino, aspecto presente na caracterizagdo do MKT por Ball,
Thames e Phelps (2008).

O SCK, além de se relacionar fortemente com os subdominios ja mencionados,
também apareceu na selecdo de diferentes representagbes para um mesmo
conceito matematico. Por exemplo, a professora utilizou “tracinhos” em problemas
de andlise combinatéria, barras divididas para representar comparagdes entre
fracdes e recursos visuais para explicar quartis. Constatou-se que a professora
busca traduzir os conceitos para uma representacdo mais acessivel, mas isso
requer justamente um conhecimento matematico proprio do professor de
matematica. O apelo visual das representagdes ndo é arbitrario, € uma escolha
pensada que comunica o sentido matematico através de diferentes maneiras,
manifestagdo do SCK.

O CCK foi percebido no dominio dos conceitos e procedimentos matematicos
necessarios para resolver exercicios e responder as duvidas dos estudantes. Ja o
KCC apareceu nas falas da professora sobre a organizagdo dos conteudos do
Ensino Médio e sobre aquilo que os estudantes haviam estudado ou ainda
estudariam. Em diferentes momentos, ela demonstrou conhecer a sequéncia dos
contetdos e como eles se distribuem ao longo da formagéo dos estudantes.

O HCK foi o mais dificil de identificar, por envolver nogées que nem sempre sao
explicitadas durante a aula. Um exemplo expressado pela professora foi a escolha
de trabalhar logaritmos ap6s juros compostos, com objetivo de mostrar aos alunos a
aplicacdo de um contetido em outro, esperando que desta forma faga mais sentido.
Essa dificuldade de identificagdo estd4 relacionada a propria natureza desse
conhecimento, que envolve a percepgdo da progressdo dos conteldos e das
conexdes internas da Matemética (BRAZ et al., 2025).

De maneira geral, a andlise permitiu perceber que situa¢des, como antecipar um
erro, escolher uma representacéo, organizar uma atividade ou relacionar contetdos
mobilizam diferentes conhecimentos para o ensino de Matematica. O trabalho
contribuiu, assim, para aproximar os conhecimentos teéricos da licenciatura das
situagbes concretas vivenciadas no estagio. Esse exercicio de analise e reflexdo
baseado nos subdominios favoreceu a problematizagdo das situagGes observadas e
uma compreensao mais ampla dos conhecimentos envolvidos na pratica docente,
contribuindo para o processo de formac&o inicial, em consonancia com as agfes
formativas discutidas por Vitalino, Teixeira e Santos (2023).
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Resumo

Este trabalho objetiva apresentar a elaboragdo da situagdo desencadeadora de
aprendizagem "A caixa de sabdo em p6", com detalhamento sobre os principios da
Atividade Orientadora de Ensino como seu fundamento teérico. A situagédo foi
desenvolvida por participantes do projeto de extensdo Oficina Pedagdgica de
Matematica com trés turmas da 12 série do Ensino Médio.

Palavras-chave: Oficina Pedagodgica de Matematica, Atividade Orientadora de
Ensino, situagcdo desencadeadora de aprendizagem, geometria, prisma.

Introducao

A Oficina Pedagogica de Matematica (OPM), projeto de extensao vinculado ao
Departamento Académico de Matematica (DAMAT) da Universidade Tecnolégica
Federal do Parana (UTFPR), tem por objetivo promover a articulagao da teoria e
pratica (praxis) envolvendo alunos da graduacdo, mestrado e doutorado do
Programa de P6s-Graduagcao em Formagdo Cientifica, Educacional e Tecnoldgica
(PPGFCET), professores do Departamento Académico de Mateméatica da UTFPR, e
professores da rede municipal de Piraguara (PR) e Sao José dos Pinhais (PR). A

1 UTFPR. Estudante de Licenciatura em Matematica. Bolsista do projeto de extensdo Oficina
Pedagdgica de Matematica.
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Pedagdgica de Matematica.

4 UTFPR. Doutora em Educac&o. Professora do Departamento Académico de Matematica.
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OPM tem como linha tedrica a Atividade Orientadora de Ensino, tendo como base a
Teoria Historico-cultural e a Teoria da Atividade, e como referéncia os trabalhos de
Manoel Oriosvaldo de Moura e do Grupo de Estudos e Pesquisas sobre Atividade
Pedagdgica (GEPAPe).

A Atividade Orientadora de Ensino (AOE) é proposta por Moura et al. (2010)
como mediagdo entre atividade de ensino e atividade de aprendizagem, entre os
sujeitos professor e aluno, a partir de necessidades, motivos, acdes e operacgdes
especificas e intencionais. A necessidade de se apropriar dos conhecimentos
historicamente acumulados pela humanidade, para os alunos, € apresentada a partir
de situacBes desencadeadoras de aprendizagem.

E, dentre as diversas situacdes desencadeadoras de aprendizagem elaboradas
na OPM, uma delas é “A caixa de sabdo em pd”, a qual é o foco deste trabalho. O
objetivo é apresentar os elementos desta situacdo, desde a sua elaboragdo, as
justificativas de suas escolhas, até a experiéncia do seu desenvolvimento em sala
de aula.

Apresentacdo da situacao “A caixa de sabao em p6”

De acordo com Carlos, Panossian e Kalinke (2023), a situacdo “A caixa de
sabdo em pod” foi elaborada tendo como ponto de partida uma reportagem que
apresenta a situagao de uma empresa que reduziu o consumo de papel na producéo
das embalagens de seu produto.

Com o entendimento de que é uma situagdo que pode ser vivenciada no
cotidiano e com a intencionalidade voltada para o estabelecimento de relages entre
formas geométricas, foram determinados os conceitos matematicos principais: area
e volume dos prismas. Para que houvesse o desenvolvimento de uma situacao
desencadeadora de aprendizagem, foi necessaria “a compreenséo das relagbes que
contém a necessidade, a logica, a histéria, os nexos e a esséncia do processo de
constituigdo humana do conceito” (Carlos; Panossian; Kalinke, 2023, p. 104). As
divisdes de terras férteis foram necessidades para o célculo de superficies, a troca
de produtos através do comércio foi a necessidade para a definicdo de padres
comuns de medigdo do volume de diferentes vasilhames. Esses conceitos de area e
volume surgem intuitivamente como solugdes de questdes do cotidiano, mas sua
sistematizacdo e formalizagdo atual, com diversas relagdes légicas a outros
conceitos, podem ser compreendidas por meio da situagdo desencadeadora de
aprendizagem.

A versdo apresentada neste trabalho foi organizada com base em Oficina
Pedagodgica de Matematica (2022), com alteragfes apenas na forma, como nas
imagens da representacdo da caixa, palavras das perguntas orientadoras, e no
formato geral da apresentagdo, que esta descrita a seguir.

A situacdo é apresentada a partir de um cenario que envolve a personagem
Joana e sua forma de avaliar a possibilidade de compra de um produto de acordo
com seu prego e sua respectiva quantidade. Por conta da atualizagdo das
dimensbes da caixa de sabdo em pd que costumava comprar, ela questiona a
preservacdo da quantidade do produto na embalagem em relacdo a antiga,
constituindo uma situacdo desencadeadora de aprendizagem do tipo situacdo
emergente do cotidiano (Panossian e Tocha, 2020).

Na organizagdo do ensino com esta situagdo, em um primeiro momento, 0s
alunos podem ser questionados sobre as formas de ajudar a personagem a chegar a
uma possivel conclusédo. Essa seria a primeira interagdo relacionada a conceitos
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espaciais, e possibilita que os estudantes estejam em atividade. O intuito é que eles
formem hipéteses livremente, argumentando seus posicionamentos, sendo o
professor quem fomenta o dialogo.

Em um segundo momento, dadas as medidas de cada embalagem, os alunos
podem ser questionados sobre a capacidade de cada uma e as quantidades de
material para fabrica-las. Nessa nova interacdo ha a necessidade de compreenséo
dos conceitos de volume e area e como diferencia-los, sem que os termos “area” e
“volume” sejam citados no problema, propositalmente. Por isso é importante que o
dialogo seja encaminhado, pelo professor, para a relagdo entre area e volume e a
economia de material com a nova embalagem, sendo esses os motivadores para a
resolugdo do problema.

Em um terceiro momento, os questionamentos sdo sobre as dimensdes para
uma embalagem que suporte o dobro do produto original. Primeiro a partir da nova
embalagem e depois a partir de uma embalagem cubica, tendo como objetivo formar
uma nova embalagem cubica — apresentando, enfim, o problema historico da
duplicagdo do cubo. O objetivo com esses problemas é que ocorram agfes para que
haja a ampliagéo das relagdes conceituais por parte dos alunos para que solucionem
o0 problema, superando o pensamento empirico. Enquanto na primeira parte é
necessario que apenas uma de suas dimensdes seja duplicada, na duplicacdo do
cubo é necessario que todas as arestas sejam multiplicadas por um fator de escala

de /2, generalizando aspectos aritméticos, geométricos, e algébricos.
Desenvolvimento da situacao com alunos do Ensino Médio

Os integrantes da OPM foram separados em trés subgrupos, um para cada uma
das trés turmas da 12 Série do Ensino Médio do Centro Estadual de Educacao
Profissional Erotides Angelo Nichele.

O desenvolvimento aconteceu em todas as turmas de forma simultanea no dia
17 de novembro de 2025, e, de inicio, os alunos foram organizados em grupos de
até cinco alunos. Para cada momento da situacdo foram entregues folhas com os
problemas, com espago para a resolugdo. Um dos temas abordados foi o da
sustentabilidade e necessidade da redugdo e eficiéncia do uso dos recursos
naturais.

Os subgrupos tiveram experiéncias diferentes em relagcdo ao envolvimento dos
alunos a partir do inicio da aula, mas, depois do segundo momento, com a Equipe
Executora passando e ajudando os grupos dos estudantes, houve maior
participagcdo. E, por falta de tempo, o momento da duplicagdo do cubo néao foi
concluido em todos os subgrupos da Equipe Executora.

Resultados Principais

Percebeu-se a importancia do didlogo e compartiihamento de ideias entre
alunos, assim como a atencdo dos professores sobre a resolugado dos alunos. Ao
identificar que a situagdo apresenta um problema desencadeador e possibilita a
acao coletiva, contempla a relagdo essencial do conceito e encaminha para formas
de pensamento tedrico, entdo constitui uma situacdo desencadeadora de
aprendizagem, a qual foi apresentada desde sua elaboracdo inicial até seu
desenvolvimento em sala de aula.
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Resumo

A matematica é frequentemente considerada pelos estudantes do Ensino Médio
como uma disciplina abstrata e distante da realidade, sendo vista como uma matéria
dificil. Buscando contornar essa situacéo e tornar as aulas mais dinamicas, aqui sédo
apresentados resultados de um Trabalho de Concluséo de Curso de Graduagao que
propds uma abordagem da Geometria Fractal voltada ao Ensino Médio. Amparado
pelas competéncias da Base Nacional Comum Curricular, o estudo buscou
relacionar modelos geométricos ndo euclidianos com elementos da natureza e com
o cotidiano dos alunos. A metodologia adotada possui carater qualitativo e
exploratério, estruturada a partir de uma sequéncia didatica aplicada em sala de
aula, cujos dados foram coletados por meio de produgées escritas dos estudantes e
registros em diario de bordo. A fundamentagdo tedrica ancorou-se na andlise de
erros sob a perspectiva de Guy Brousseau, além das contribuicdes de Romulo
Campos Lins acerca do pensamento algébrico. Evidenciou-se que, apesar da
afinidade dos alunos com o aspecto visual e recursivo dos fractais, a transigdo do
raciocinio aritmético para o algébrico ainda enfrenta barreiras. Assim, a Geometria
Fractal surge como ferramenta potente para conectar a matematica a realidade
discente. Conclui-se, portanto, que tarefas exploratérias dessa natureza sdo
indispensaveis em todas as etapas formativas, sendo cruciais para consolidar o
pensamento algébrico e evitar a defasagem dessa habilidade.

Palavras-chave: geometria fractal, ensino médio, analise de erros, sequéncia
didatica, pensamento algébrico.

Introdugao
A abordagem da geometria fractal no Ensino Médio abre possibilidades

metodoldgicas de revisao de conteudos pelos alunos, por meio de uma nova ética,
bem como, a exploragdo das competéncias propostas na Base Nacional Comum
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Curricular - BNCC (Brasil, 2017) relacionadas a investigagao e estabelecimento de
conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matematicas, levando
os estudantes a pensar criticamente e analisar padrdes do mundo real.

Deste modo, aqui sdo apresentados resultados de um Trabalho de Concluséo de
Curso de Graduagdo que se caracteriza por uma abordagem qualitativa e
exploratoria, buscando compreender e analisar os impactos do desenvolvimento de
uma sequéncia didatica envolvendo a Geometria Fractal para alunos do 3° ano do
Ensino Médio. O publico-alvo encontra-se em uma instituicdo de ensino localizada
no interior do Parand, na qual a autora leciona a disciplina de Recomposigao de
Aprendizagem Matematica.

A sequéncia didatica foi dividida em etapas, com o objetivo de revisar area e
perimetro de figuras planas e expressodes algébricas, explorando os fractais Floco de
Neve de Koch e Triangulo de Sierpinski. Os dados foram coletados ao longo das
aulas por meio da produgédo de um diario de bordo; da analise das produgdes da
turma e registro de fotografias das resolugdes dos alunos.

Resultados Principais

Ao longo da apresentagdo do tema, os discentes demonstraram grande
interesse e curiosidade ao observar as formas da natureza e se depararem com
uma geometria (fractal) que poderia descrevé-las de maneira mais adequada do que
a que estavam acostumados a estudar (euclidiana), levantando muitos
questionamentos e demonstrando engajamento no assunto.

Entretanto, ao realizarem a primeira atividade que consistia em analisar e
escrever de maneira algébrica as relagdes entre o perimetro, a area e a medida dos
lados do Floco de Neve de Koch, nas 3 primeiras iteragbes, os estudantes
demonstraram grande dificuldade em transitar do pensamento aritmético para o
pensamento algébrico, sendo necessario um breve auxilio da professora para
preencherem a primeira linha do quadro proposto.

Entretanto, apesar da falta de dominio para expressar e formalizar
generalizagdes, € perceptivel que os alunos possuem um desenvolvimento inicial do
pensamento algébrico, pois segundo Ferreira, Vieira e Silva (2022, p. 7):

A primeira vertente do pensamento algébrico, na concepcao de
Lins (1992), é o pensar aritmeticamente (ou aritmeticidade), que
significa “modelar, em numeros, o que naturalmente implica a
utilizagdo das operagdes aritméticas a fim de produzir as relagdes
que constituem o modelo” (p. 12), sendo, portanto, os principais
objetos de trabalho os niumeros, as operagdes aritméticas e uma
relagdo de igualdade, e estes sdo vistos como ferramentas
dentro de determinadas situagées.

Visando oportunizar o debate acerca da auto similaridade e da existéncia de
dimensdes ndo inteiras para os fractais, foram apresentadas figuras geométricas
previamente conhecidas e comparadas a fractais de dimensdes proximas, seguida
pela realizagdo do Jogo do Caos em uma plataforma digital para apresentar o
Triangulo de Sierpinski.

A partir deste fractal, os alunos foram desafiados a calcular a area e o perimetro
de suas primeiras iteragdes, avangando para a dedugéo de uma expressao algébrica
que generalizasse os padroes observados. Destaca-se que um dos grupos se
equivocou ao descrever o padrao do perimetro do Tridngulo de Sierpinski, trazendo
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em seu lugar o comportamento do lado dos novos tridngulos a cada iteragao (uma
proporcao que nao se aplica ao perimetro total).

Contudo, ao analisar a expressdo matematica construida para o perimetro na
iteracdo n, percebe-se que o erro decorreu de uma redagao confusa, € ndo de uma
incompreensao matematica do problema. Esse equivoco pode ser classificado como
um erro de tecnologia, uma das quatro vertentes principais do erro propostas por
Brousseau (2001). Ao caracterizar essa categoria, Almeida (2025) esclarece que:

O erro de tecnologia apresenta uma natureza distinta e ocorre
quando o aluno consegue solucionar a questdo, mas nao consegue
justificar a técnica utilizada ou, mesmo estando com a resposta
correta, em seu discurso o aluno demonstra ter realizado um
procedimento operacional inadequado (ALMEIDA, 2025, p. 21).

Ou seja, o grupo entendeu o conceito, mas falhou ao expressa-lo, ficando
evidente que eles dominavam a logica matematica do problema, mas
equivocaram-se ao tentar traduzir formalmente esse raciocinio. Esse cenario reforga
a importdncia de o professor ndo avaliar o erro como auséncia total de
conhecimento, mas sim como um obstaculo de linguagem e comunicagédo, que
precisa ser mediado.

Com base nas resolugdes envolvendo os fractais, ao final da sequéncia foi
promovida uma analise comparativa para identificar e diferenciar os comportamentos
das sequéncias escritas, elencando os casos em que as solugdes convergiam para
zero ou tendiam ao infinito, conforme o numero de iteracdes tendesse ao infinito.
Nesta etapa, os estudantes confundiram o comportamento dos valores no Floco de
Neve de Koch, mas compreenderam a dindmica do Triangulo de Sierpinski.

Em suma, a aplicagédo das atividades mostrou que, embora a formalizagéo
matematica dos fractais tenha lhes trazido desafios significativos, os estudantes
demonstraram grande interesse no tema abordado e facilidade na identificacdo
visual de padrdes. Os resultados evidenciaram lacunas importantes, como a
dificuldade na transicdo do pensamento aritmético para o algébrico e na
identificagdo de dimensdes euclidianas. Além disso, a analise das respostas permitiu
observar erros recorrentes que também estao presentes em produgdes cientificas
atreladas a educagdo matematica, que variaram desde a escrita confusa até a
interpretacéo errénea dos conceitos de perimetro e area quando relacionados ao
infinito. Sendo assim, destaca - se o quéo importante é propor tarefas matematicas
exploratérias em todas as etapas de ensino, buscando desenvolver o raciocinio
l6gico e argumentativo dos alunos, contribuindo diretamente para sanar as lacunas
de aprendizagem encontradas.
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Resumo

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) esta consolidado como a principal
porta de entrada para as universidades brasileiras. No entanto, s&o nitidas as
diferencas no preparo para a realizagéo da prova entre as diferentes classes sociais
brasileiras, gerando uma  persistente  barreira  socioeconémica  na
contemporaneidade. Dados recentes do MEC, apontam que dentre as cinquenta
escolas com as maiores médias no Enem, apenas duas pertencem a rede publica.
Diante desse cenario, essa pesquisa possui como objetivo atenuar as disparidades
vigentes por meio de conceitos elementares matematicos que propiciem uma
melhor compreenséo aos estudantes. A metodologia desse estudo se materializa
por meio de aplicagdes desses conteldos em escolas da rede publica de ensino do
litoral paranaense. A partir desse momento, seréo coletadas evidéncias das maiores
dificuldades de cada sala, possibilitando um melhor diagndstico do cenario e a
melhoria de propostas didaticas para as atividades futuras.
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Palavras-chave: Educacdo Matematica, Geometria Plana, ENEM.
Introducao

Desempenho no Enem entre ensino publico e privado

As avaliagcdes pelo ENEM tém demonstrado algo interessante no que tange aos
desempenhos apresentados pelos estudantes da rede publica e da rede particular
(MORAES, 2014). Moraes (2014) ainda acrescenta que a diferenca de desempenho
entre os dois modelos educacionais atinge o patamar de 115 pontos, em média, a
favor da educacéo privada. Além disso, muitos estudantes ainda ndo conseguiram
considerar a relevancia dessa modalidade de avaliagdo externa, pois esse processo
ndo O permite apenas 0 acesso ao Curso superior, mas oferece a esse estudante
alguns pontos que precisam chegar até a eles, tais como: a) autoavaliagéo real, pois
0 exame permite oferecer ao estudante as suas condigdes, suas potencialidades e
oportunidades de melhorias nas areas de conhecimentos; b) acessos aos
programas e incentivos do governo, como por exemplo o pé-de-meia,
principalmente aos estudantes de baixa renda na participagdo nos dois dias do
exame; c) mercado de trabalho, onde empresas normalmente valorizam estudantes
que participaram de processos avaliativos complexos; d) a resiliéncia, pois ao se
submeter a realizar prova de longa duracdo, o estudante aprende a gerenciar
melhor o seu tempo, administrar a sua ansiedade e aprende a lidar com situacdes
de grande pressao; e) historico, ja que o seu resultado serve como trampolim as
bolsas de estudos, monitorias, estagios e até, mobilidade internacional para seus
estudos; entre demais pontos. Observando a avaliagdo estudantii no ENEM,
percebe a dificuldade apresentada na area de conhecimento da Matematica, onde
levantamentos sobre o ENEM apontam as dificuldades dos estudantes nessa
avaliacdo e a Matematica permanece como a disciplina que oferece maiores
desafios para mais de cinquenta por cento dos estudantes (TERRA, 2024). Esse
cenério corrobora para a disparidade de pontuac@es registradas pelas avaliagdes
dos estudantes da rede publica de ensino em relagdo aos da rede privada, e na
Matemética a realidade ndo é diferente. Nesse sentido, o interesse por esse
problema surgiu exatamente em uma disciplina do curso de licenciatura da
Matematica que busca resgatar conceitos elementares da Geometria e o tratamento
didatico-pedagogico aos seus conteldos especificos que constante desafia em
buscar metodologias de diversas naturezas para identificar dificuldades na
aprendizagem de seus académicos e com isso, oferecer abordagens metodolégicas
gue venham a mitigar o cendrio que se apresenta e que se alterna a cada avango
nos estudos dos contetidos da disciplina.

Aplicacdo

Considerando o campo da Educagdo Matematica, as formas de se resolver
problemas produzem o efeito de que o préprio problema integra a solugéo, ou seja,
ele representa o ponto de partida para a busca do conhecimento do estudante e,
nesse Viés, a resolugdo de problemas surge como oportunidade metodolégica para
trabalhar o ensino e, principalmente, a aprendizagem. Assim, para cada tipo de
problema existem diversas formas resolutivas, e é justamente nessa questdo que
reside o objetivo do projeto: orientar os estudantes a perceberem que encontrar o
melhor caminho de resolugdo representa também o revelar dos seus saberes,
independentemente da avaliagdo a que estardo sujeitos.
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Para ilustrar essa proposta, 0s préprios pesquisadores responsaveis pelo presente
trabalho realizaram uma aplicacdo em uma turma do terceiro ano do Ensino Médio
de uma escola publica do litoral do Parand, buscando observar como os estudantes
mobilizam seus conhecimentos diante de problemas semelhantes aos encontrados
no ENEM. Inicialmente, foi utilizada a questdo 143 do ENEM 2014, caderno azul,
apresentada sem contextualizagdo prévia dos conteldos necessarios para sua
resolugdo. Essa etapa possibilitou identificar as principais dificuldades e os
conhecimentos que necessitavam de retomada. A partir das dificuldades
observadas, o0s pesquisadores retomaram o0s conteddos necessarios ao
desenvolvimento da questdo, estabelecendo relagdes entre o0s conceitos
matematicos e as informag¢Bes apresentadas no problema. Foram trabalhados
conteddos relacionados a retas e angulos, areas de figuras planas e equacdes,
entre outros. A intervengdo, portanto, ndo se concentrou apenas na obtencéo da
resposta, mas no desenvolvimento do raciocinio utlizado para alcanca-la.
Posteriormente, foi apresentada a questdo 166 do ENEM 2019, que exigia a
mobilizacdo de conhecimentos trabalhados durante a intervengdo, especialmente
equacdo do segundo grau e area do retangulo. A utilizagdo de uma nova questao
permitiu observar se os conhecimentos retomados poderiam ser mobilizados em
uma situacao diferente, relacionando as dificuldades identificadas inicialmente ao
desempenho apresentado ap6s a intervencao.

Resultados Principais

No primeiro momento, foi solicitada a resolugdo da atividade sem que fossem
realizadas as contextualizacdes dos conteldos envolvidos no problema. Como
resultado, apenas dois estudantes conseguiram resolver a questdo com éxito,
correspondendo a aproximadamente 7% da turma. ApoOs a intervengdo realizada,
com a retomada e articulagdo dos conteldos necessarios a resolugdo, foi
apresentada uma nova questdo com caracteristicas semelhantes, na qual nove
estudantes  conseguiram  atingir a resolugdo correta, representando
aproximadamente 35% da turma. A comparacao entre os dois momentos demonstra
um aumento de sete estudantes no nimero de resolugdes corretas, passando de 2
para 9 alunos, o que corresponde a uma evolugdo de aproximadamente 128% em
relacdo a quantidade inicial de acertos. Embora os resultados estejam restritos a
turma em que a aplicagdo foi realizada, os dados obtidos indicam uma mudanca no
desempenho dos estudantes apds a intervengdo, especialmente quanto a
mobilizacdo dos conhecimentos matematicos necessarios para interpretar e
desenvolver os problemas propostos. Além dos dados quantitativos, a aplicagao
permitiu aos pesquisadores observar que parte das dificuldades apresentadas pelos
estudantes ndo estava necessariamente relacionada a auséncia completa dos
conteddos matematicos, mas também a dificuldade em reconhecer quais
conhecimentos poderiam ser utilizados diante de uma situagdo-problema. Nesse
sentido, a experiéncia realizada refor¢a a importancia de trabalhar a resolugdo de
problemas de forma articulada aos conteldos matematicos, possibilitando ao
estudante compreender ndo apenas o resultado final, mas também os caminhos
utilizados para sua obtencdo. Assim, os resultados observados contribuem para a
continuidade do projeto e para o desenvolvimento de futuras aplicagdes em outras
turmas da rede publica de ensino.
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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um material didatico voltado a
integracdo entre a Geometria Cartesiana e a Geometria Vetorial, elaborado no
ambito do Programa de Voluntariado Académico da UFPR. A proposta nasce da
reflexdo sobre a pratica docente no Ensino Superior, em que a extensdo das emen-
tas de Geometria Analitica pode limitar a conexao entre as ferramentas vetoriais
e os conteldos geométricos trabalhados na Educagdo Basica. Nesse contexto,
o material busca contribuir para a formagdo matematica de graduandos e futuros
professores por meio da organizagéo de demonstragbes paralelas, cartesianas
e vetoriais, de resultados classicos da Geometria Plana, como propriedades de
triangulos, paralelogramos, trapézios e quadrilateros. A elaboragdo do material
segue uma estrutura progressiva, desde conceitos de razdo de se¢ao e combina-
cao afim até pontos notdveis, cevianas e teoremas classicos, como os de Ceva,
Menelaus e Varignon. A comparacédo entre as abordagens utiliza coordenadas
no plano (xOy) e operagdes vetoriais, permitindo explorar diferentes formas de
representagdo e demonstragédo dos resultados. As representagdes graficas acom-
panham as demonstragdes, auxiliando na visualizagdo dos objetos geométricos
e na interpretagdo dos raciocinios desenvolvidos. Dessa forma, o material busca
aproximar conteddos do Ensino Superior da pratica docente no Ensino Médio.

Palavras-chave: Geometria Cartesiana; Geometria Vetorial; Formacao de Professo-
res; Ensino Médio.

*Graduando em Bacharelado em Matematica na Universidade Federal do Parana (UFPR). Voluntario
do Programa de Voluntariado Académico (PVA).

TProfessora do Departamento de Matematica (DMAT) da UFPR. Doutora em Ciéncias em Modela-
gem Computacional.

133



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

Introducao

A Geometria Analitica escolar aborda o estudo do plano a partir da fixacdo de
um sistema de coordenadas cartesianas (xOy), permitindo a resolugao de problemas
geométricos por meio de equagdes de retas, distancias e coordenadas de pontos.
Paralelamente, a Geometria Vetorial introduz ferramentas algébricas que possibilitam
representar e demonstrar propriedades geométricas mediante as nogdes de norma,
diregdo e sentido, além das operagdes algébricas basicas com vetores, como a adi-
¢ao e a multiplicagao por escalar, e dos produtos escalar, vetorial e misto. Embora
compartilhem os mesmos objetos de estudo, essas abordagens apresentam diferen-
tes formas de representar e desenvolver resultados geométricos.

No Ensino Superior, a extensao das ementas das disciplinas de Geometria Anali-
tica pode restringir a retomada de contetdos e problemas caracteristicos da Geome-
tria Plana trabalhada na Educagéo Basica. Essa situagéo pode distanciar os estudan-
tes, especialmente aqueles em formagao para a docéncia, dos problemas e das for-
mas de abordagem presentes no Ensino Médio. Além disso, a literatura especializada
tende a apresentar essas perspectivas de maneira separada, priorizando abordagens
predominantemente cartesianas por coordenadas, como em lezzi (2013), ou estrita-
mente vetoriais, como em Boulos e Carvalho (2005). Nesse contexto, a articulagdo
entre essas duas formas de tratamento pode contribuir para estabelecer relagées en-
tre diferentes ferramentas e formas de raciocinio utilizadas no estudo da Geometria
Plana.

Diante desse cenario, este trabalho tem como objetivo elaborar um material de
apoio didatico que relina, de forma comparativa e sistematica, demonstragdes carte-
sianas e vetoriais de resultados classicos da Geometria Plana. Fruto de um projeto
de voluntariado académico, o material foi organizado em uma sequéncia progressiva,
iniciando-se com conceitos de razéo de se¢do e combinagédo afim e avangando pelo
estudo de bases médias, quadrilateros e do Teorema de Varignon, pelas caracteriza-
¢Oes de tridngulos isdsceles e equilateros e por topicos como cevianas, pontos nota-
veis, Teoremas de Ceva, Menelaus e Stewart e reta de Euler.

A construgao do material considera, para cada resultado selecionado, a apresenta-
¢ao de demonstragdes independentes segundo as abordagens cartesiana e vetorial.
Na primeira, sdo utilizados recursos como coordenadas, equacdes de retas, coefici-
entes angulares e férmulas de distancia; na segunda, sdo exploradas operagdes com
vetores e, principalmente, o produto interno. A escolha dos resultados busca possibili-
tar a comparacéo entre diferentes procedimentos empregados para tratar um mesmo
objeto ou propriedade geométrica, evidenciando as particularidades de cada aborda-
gem. As representagdes graficas acompanham as demonstragdes, auxiliando na vi-
sualizagdo dos objetos geométricos, das relagdes estabelecidas e dos procedimentos
utilizados em cada abordagem.

O material foi desenvolvido no ambito do Programa de Voluntariado Académico da
Universidade Federal do Paran& e busca contribuir para a formagdo matemética de
graduandos e futuros professores, aproximando ferramentas e resultados trabalhados
no Ensino Superior dos conteldos e problemas da Geometria Plana presentes na
Educagao Basica.
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Resultados Principais

Como resultado do projeto, estruturou-se um material didatico que estabelece, de
forma sistematica, o contraponto entre as abordagens cartesiana por coordenadas
e vetorial para o estudo de resultados classicos da Geometria Plana. A elaboragao
do material foi organizada de maneira progressiva, partindo de conceitos fundamen-
tais, como razao de sec¢ao e combinagdes afins, e avangando para bases médias de
triangulos e trapézios, quadrilateros, caracterizagdes de tridngulos, pontos notaveis,
cevianas e teoremas classicos. Até o momento, foram concluidas a redagao e a dia-
gramacéao das secdes referentes a combinagdes afins, razio de secéo, bases médias
de triangulos e trapézios, Teorema de Varignon e caracterizagdes de tridngulos. Para
os resultados selecionados, séo desenvolvidas duas dedugdes completas e indepen-
dentes, uma pela abordagem cartesiana e outra pela abordagem vetorial, utilizando,
respectivamente, recursos como coordenadas, equagodes de retas, coeficientes angu-
lares, férmulas de distancia e operacdes com vetores, com destaque para o produto
interno.

Teorema 1. Um tridngulo € isdsceles se, e somente se, possui dois angulos congru-
entes.

Teorema 2. Os pontos médios dos lados de um quadrildtero qualquer formam um
paralelogramo, chamado de Paralelogramo de Varignon.

Figura 1: A esquerda, triangulo utilizado na caracterizacdo do triangulo isésceles; a
direita, representagéo do Paralelogramo de Varignon.

Fonte: Elaborada pelos autores (2026).

As representagdes graficas acompanham as demonstragdes, auxiliando na visu-
alizacdo dos objetos geométricos, das relagdes estabelecidas e dos procedimentos
utilizados em cada abordagem. A estrutura adotada permite utilizar o material como
apoio ao estudo da Geometria Plana na graduagdo e na retomada de contetdos da
Educagao Basica por futuros professores. A apresentagdo paralela evidencia diferen-
tes ferramentas e formas de representagdo para um mesmo resultado geométrico.
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Resumo

O presente projeto surgiu na disciplina de Matematica Ambiental, desenvolvida com
estudantes de uma escola localizada em uma comunidade insular do municipio de
Paranagua-PR. A proposta fundamenta-se na necessidade de contextualizar o
ensino da Matematica, relacionando os conteldos escolares as vivéncias e aos
desafios ambientais presentes na comunidade. Inspirado nos principios da
Educacdo Matematica, da Educacédo Ambiental e da aprendizagem contextualizada,
o projeto tem como objetivo promover a construgdo do conhecimento matematico
por meio da investigagdo de problemas reais, estimulando o pensamento critico e o
protagonismo dos estudantes. As atividades envolveram pesquisas sobre impactos
ambientais, organizacdo e apresentagdo de seminarios e a elaboragdo de uma
maquete representativa da comunidade, articulando conceitos de geometria, escala,
proporcionalidade, medidas e interpretagdo de dados. A proposta evidencia a
Matematica como ferramenta para compreender o espago em que os estudantes
vivem, fortalecendo a aprendizagem significativa e a reflexdo sobre praticas
sustentaveis no contexto das comunidades insulares.

Palavras-chave: matematica ambiental, sustentabilidade, conscientizagao,
cidadania.

Introdugao

As comunidades insulares apresentam caracteristicas geograficas, sociais e
ambientais que influenciam diretamente o cotidiano de seus moradores e,
consequentemente, o processo educativo. Essas especificidades tornam necessaria
a construgdo de praticas pedagdgicas que dialoguem com a realidade dos
estudantes, favorecendo um ensino contextualizado e capaz de estabelecer
relagbes entre os conteldos escolares e as vivéncias da comunidade. Conforme
discutem Silva e Santos (2018), os territorios insulares sao constituidos por praticas
sociais e ambientais proprias, que influenciam a forma como seus habitantes
constroem conhecimentos e se relacionam com o espago.
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Nessa perspectiva, Santos (1996) compreende o espago geografico como
resultado das relagbes sociais, evidenciando que o processo educativo também é
influenciado pelas condi¢des do territério em que esta inserido. Assim, o ensino da
Matematica, quando relacionado as experiéncias vivenciadas pelos estudantes,
possibilita uma aprendizagem mais significativa e contribui para a compreensao
critica da realidade.

Essa concepgédo dialoga com Freire (1996), ao defender que a educagéo deve
partir da realidade dos educandos, valorizando seus conhecimentos e promovendo
uma formacéao critica e transformadora. Dessa forma, o professor assume o papel
de mediador da aprendizagem, criando oportunidades para que os estudantes
investiguem problemas presentes em seu cotidiano e construam conhecimentos a
partir dessas experiéncias.

Nesse contexto, o projeto "llha Limpa, Futuro Sustentavel: a Matematica como
Ferramenta de Transformagdo” surgiu na disciplina de Matematica Ambiental,
desenvolvida com estudantes de uma escola localizada em uma comunidade insular
do municipio de Paranagua-PR. A proposta integra Matematica e Educagao
Ambiental por meio de atividades contextualizadas, utilizando problemas ambientais
da comunidade como elemento articulador do processo de ensino e aprendizagem,
favorecendo o desenvolvimento do raciocinio matematico, da consciéncia ambiental
e do protagonismo estudantil.

Resultados Principais

O projeto teve origem durante a disciplina de Matematica Ambiental, quando
surgiu a proposta de desenvolver um Trabalho de Conclusdo de Curso voltado ao
ensino de Matematica em comunidades insulares. A partir dessa pesquisa,
buscou-se levar a proposta para a pratica pedagdgica, desenvolvendo atividades
que aproximam os conteldos matematicos da realidade vivenciada pelos
estudantes.

A primeira etapa do projeto consistiu na realizacdo de pesquisas sobre
diferentes problemas ambientais presentes na comunidade insular, como poluigéo
das aguas, descarte inadequado de residuos solidos, queimadas, desmatamento e
consumo de energia. Os temas foram distribuidos entre os estudantes, que
realizaram pesquisas, organizaram as informacdes e apresentaram os resultados a
turma por meio de seminarios.

As apresentagbes evidenciaram o envolvimento dos estudantes com os
temas propostos. Observou-se dedicagdo na realizagdo das pesquisas, qualidade
na organizagao das informagdes e participagéo ativa durante as apresentacdes e
discussdes, permitindo que os alunos compartilhassem conhecimentos sobre a
realidade ambiental da comunidade e refletissem sobre possiveis formas de
preservagao do espago em que vivem.

Como continuidade, o projeto encontra-se em desenvolvimento com a
construgdo de maquetes representando a comunidade insular, utilizando conceitos
matematicos como escala, proporcionalidade, medidas e geometria. Posteriormente,
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sera realizada uma caminhada investigativa pela comunidade, na qual os
estudantes identificardo os locais com descarte inadequado de residuos sélidos,
realizardo o registro dessas situagbes e promoverdo o recolhimento dos materiais
encontrados. Espera-se que essas atividades fortalegam a relagdo entre a
Matematica, a Educagdo Ambiental e a realidade das comunidades insulares,
contribuindo para a formagao de estudantes mais criticos e participativos.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma sequéncia didatica destinada a estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental,
estruturada em dez aulas, com foco em atividades praticas, ludicas e investigativas sobre Unidades de
Medida. Toma como pergunta orientadora: Como podemos medir e comunicar o tamanho, a duragéo, a
massa e a capacidade de objetos quando pessoas diferentes usam referéncias distintas? O objetivo é
desenvolver conceitos relacionados as grandezas comprimento, tempo, massa e capacidade, explorando
formas de medigéo utilizadas ao longo da histdria, as dificuldades de referéncias ndo padronizadas e a
necessidade de criagdo de unidades comuns (Rocha,2019). As atividades envolvem observagao,
comparagdo, estimativas, uso de instrumentos e resolugéo de situagdes-problema. A avaliagédo ocorrera
por meio de registros individuais e em grupo, andlise de produgdes e observagéo sistematica da
participagdo. Esperase que os estudantes compreendam a evolugéo das formas de medir e aimportancia
da padronizagao das unidades de medida.

Palavras-chave: Grandezas e Medidas; Unidades de Medida; Investigagao Matematica;

Histéria da Matematica; Ensino Fundamental.

Introdugao

Medir € uma agao presente no dia a dia: saber o tamanho de um espago, a duragédo de
um intervalo, a quantidade de matéria ou o volume de um recipiente. No Ensino
Fundamental, especialmente no 5° ano, o estudo de Grandezas e Medidas deve permitir
que os estudantes compreendam n&o apenas 0s homes e as regras de conversao das
unidades, mas também a razdo pela qual elas foram criadas e padronizadas (Bérti,
2024). Entretanto, quando esses conteudos séo trabalhados apenas como regras e
definigdbes descontextualizadas, corre-se o risco de que os estudantes memorizem
vocabulario sem compreender as relagdes entre grandeza, unidade e instrumento —
conceitos distintos e complementares que fundamentam todo o pensamento métrico.
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Antes da criagdo dos padrdes universais, cada povo recorria a referéncias proprias:
palmo, pé, passos, sombras, potes (Mundo Educagéo, 2026). Essas formas de medir
atendiam a necessidades locais, mas geravam conflitos e imprecisdes quando era
preciso comparar ou comunicar resultados em escala maior. Reconhecer esse percurso
histérico & essencial para que os estudantes compreendam que a padronizagao néo é
uma invengao arbitraria, mas uma solugao social construida ao longo do tempo para
garantir justiga, clareza e comunicagao entre pessoas diferentes (Grafitti Artes, 2026).
Nesse sentido, este trabalho apresenta uma sequéncia didatica organizada em dez
aulas, voltada ao 5° ano do Ensino Fundamental, que toma como eixo condutor a
pergunta investigativa: “Como podemos medir e comunicar o tamanho, a duragéo, a
massa e a capacidade de objetos quando pessoas diferentes usam referéncias
diferentes?”. A proposta parte da exploragéo de formas antigas de medigéo e avanga
progressivamente para as unidades e instrumentos padronizados, abordando
comprimento, tempo, massa e capacidade por meio de narrativas contextualizadas,
experimentacao pratica e registro sistematico de hipoteses e resultados.

Espera-se que, ao percorrer esse trajeto, os estudantes desenvolvam estimativas
confiaveis, distingam claramente o que se mede (grandeza), com que referéncia
(unidade) e com que recurso (instrumento), e reconhegam a importancia histérica e social
da padronizagao das medidas que hoje utilizamos (Calegari & Rodrigues, 2018).

Desenvolvimento da proposta

A sequéncia didatica ¢ composta por dez aulas e segue um percurso que parte de formas de
medi¢do ndo padronizadas e avanga para unidades e instrumentos padronizados, finalizando com
atividades de integragdo e aplicacdo.

Aulas 1-2: Comprimento — de Cordasmil a Régua. Na primeira aula, a historia de Cordasmil
introduz a medi¢do de terrenos por meio de cordas, retomando praticas antigas (Calegari &
Rodrigues, 2018). Os estudantes realizam medigdes com referéncias ndo padronizadas, como o
palmo, comparam resultados e registram suas descobertas no “Diario do Agrimensor”. Na segunda,
a utilizagdo de referéncias corporais diferentes provoca a discussdo sobre a necessidade de uma
unidade comum. Os estudantes exploram régua e fita métrica e participam do “Caga ao Tesouro
dos Padrdes”, aplicando medigdes e conversdes.

Aulas 3—4: Tempo — de Horacio ao Relégio Os estudantes investigam, na terceira aula, a relagdo
entre Sol, sombra e passagem do tempo, construindo e observando um relogio de sol (InfoEscola,
2026). Na quarta, exploram relogios analdgicos e digitais, identificando horas, minutos e segundos,
além de participarem de desafios cronometrados e atividades de organizagdo temporal.

Aulas 5-6: Massa — do Equilibrio a Balan¢a Digital. A quinta aula aborda comparagao,
equilibrio, igualdade e desigualdade por meio da construgdo e utilizagdo de uma balanga de dois
pratos. Na sexta, os estudantes realizam estimativas e verificam as massas com uma balanga digital,
explorando grama e quilograma e analisando informagdes de rotulos Toda Matéria, 2026).

Aula 7: Capacidade — dos Recipientes as Medidas Padronizadas. Os estudantes investigam
recipientes de diferentes formatos, formulam hipéteses, realizam estimativas e experimentam
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diferentes formas de comparagao. A atividade aborda litro e mililitro e possibilita discutir a relagdo
entre capacidade e volume (Rocha, 2019).

Aulas 8-9: Integracio e Fixac¢fio. Na oitava aula, os conteudos sdo retomados por meio de um
bingo com charadas matematicas envolvendo grandezas, unidades e equivaléncias. Na nona, o
“Circuito de Missdes do Palacio” propde situagdes-problema e desafios em equipes, integrando
comprimento, tempo, massa e capacidade.

Aula 10: Da Teoria a Pratica — A Receita dos Sabios. A sequéncia é encerrada com a leitura e
execugdo de uma receita, possibilitando aplicar conhecimentos de massa, capacidade e tempo em
uma situagdo pratica do cotidiano.

Durante as atividades, os estudantes serdo incentivados a formular hipoteses, testar estratégias,
comparar resultados e registrar procedimentos e conclusdes. Os registros poderdo conter a hipotese
inicial, o procedimento utilizado, o resultado e a conclusdo. O professor atuara como mediador,
utilizando perguntas orientadoras, promovendo a discussdo entre os grupos e realizando a
sistematizagdo dos conceitos apds os momentos de investigagdo (SME Goidnia, 2026).

Procedimentos de avaliagdo e resultados esperados

Como a sequéncia ainda sera aplicada, ndo sdo apresentados resultados empiricos. A avaliagdo
ocorrera por meio da observagdo sistematica, dos registros produzidos, das atividades praticas, das
discussodes coletivas e das estratégias utilizadas na resolucao das situagdes-problema.

Espera-se que os estudantes distingam grandeza, unidade e instrumento; compreendam as
possibilidades ¢ limitagdes das medidas ndo padronizadas; reconhegam a necessidade da
padronizagdo em situagdes que exigem comparagdo e comunicagdo; realizem estimativas e
medig¢des utilizando instrumentos adequados; e desenvolvam a capacidade de registrar, comparar
e argumentar com base nos resultados obtidos (Toda Matéria, 2026).

Apos a aplicagdo, os registros e observagdes poderao ser analisados para identificar aprendizagens,
dificuldades e estratégias utilizadas pelos estudantes, permitindo avaliar as potencialidades e
limitagdes da proposta.

Consideracoes finais

A sequéncia didatica busca aproximar o ensino de Grandezas e Medidas de situagdes historicas e
praticas, possibilitando que os estudantes compreendam a constru¢do das formas de medigdo e a
necessidade de referéncias comuns (Calegari & Rodrigues, 2018). Ao investigar, comparar,
experimentar e registrar, os estudantes sdo envolvidos na construgdo dos conhecimentos
matematicos relacionados ao comprimento, tempo, massa e capacidade. A aplicagdo posterior da
proposta permitird analisar suas contribuigdes para a aprendizagem e identificar possiveis ajustes
necessarios ao seu desenvolvimento.
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Resumo

Diante dos desafios ambientais enfrentados pela sociedade contemporanea,
torna-se cada vez mais necessaria a formagdo de cidaddos conscientes e
comprometidos com a sustentabilidade. Nesse contexto, a matematica ambiental
apresenta-se como uma importante ferramenta para relacionar os contetidos
matematicos as questdes ambientais presentes no cotidiano dos estudantes. Sendo
assim, justifica-se a escolha do tema como forma de promover o letramento
matematico e a cidadania na educagdo basica, possibilitando aos alunos
compreenderem a aplicagdo da matematica em situagdes reais relacionadas ao
meio ambiente, como reciclagem, consumo de agua, produgdo de residuos e
preservagao dos recursos naturais. Espera-se com este projeto atingir os seguintes
objetivos propostos: analisar a contribuicdo da matematica ambiental para o
desenvolvimento do letramento matematico dos estudantes; demonstrar a relagéo
entre conteldos matematicos e questdes ambientais; incentivar praticas
sustentaveis por meio de atividades pedagodgicas utilizando materiais reciclaveis; e
colaborar para a formagéo de cidaddos mais conscientes, criticos e responsaveis
em relagdo ao meio ambiente. Além disso, pretende-se mostrar que a matematica
pode ser aprendida de forma significativa quando associada a problemas reais,
contribuindo para a construgdo do conhecimento e para o exercicio da cidadania.

Palavras-chave: Matematica Ambiental, Educagdo Basica, Sustentabilidade,
Letramento Matematico.
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Introducgao

A Matematica esta presente em diferentes situagdes do cotidiano e desempenha
papel fundamental na interpretagdo de informagdes, na resolugao de problemas e na
tomada de decisGes. Nesse sentido, o letramento matematico possibilita que os
estudantes mobilizem conhecimentos matematicos para compreender e atuar em
situagdes reais, desenvolvendo raciocinio, comunicagao e argumentagao (BRASIL,
2018).

Entre as situagbes presentes na realidade contemporanea, destacam-se as
questdes ambientais, que envolvem diferentes informagdes quantitativas
relacionadas ao consumo, a producao de residuos, a utilizagdo de recursos naturais
e aos processos de reciclagem. Nesse contexto, a Matematica Ambiental constitui
uma possibilidade de articulagdo entre os conhecimentos matematicos e as
problematicas socioambientais, aproximando o ensino de Matematica de situagdes
concretas e socialmente relevantes.

A partir dessa perspectiva, a disciplina optativa Matematica Ambiental, ofertada
no curso de Matematica-Licenciatura, possibilitou o desenvolvimento de uma
experiéncia envolvendo a construgdo de uma maquete sobre o ciclo dos residuos
plasticos (figura 1). A representagdo contemplou situagdes relacionadas a poluigéo
provocada por atividades industriais, ao descarte inadequado de residuos e ao
processo de recebimento, separagdo e encaminhamento de materiais em uma
cooperativa de reciclagem. A experiéncia possibilitou refletir sobre como uma
situagdo socioambiental concreta pode constituir contexto para a exploragdo de
conhecimentos matematicos na Educacgao Basica.

Diante disso, este trabalho tem como objetivo discutir a importancia da
Matematica Ambiental na Educagado Basica, destacando suas possibilidades de
articulagdo com o letramento matematico e a formagéo cidada, tendo a experiéncia
de construgcdo da maquete sobre reciclagem de plastico como elemento para essa
discusséo.

Resultados Principais

A construgdo da maquete possibilitou representar, de forma integrada, diferentes
etapas relacionadas a geragdo, ao descarte e a destinagéo de residuos plasticos,
permitindo visualizar a problematica ambiental e suas relagdes com situagdes
presentes no cotidiano. A experiéncia desenvolvida no contexto da disciplina
Matematica Ambiental também possibilitou identificar diferentes possibilidades de
articulagéo entre questdes ambientais e conhecimentos matematicos.

A partir da representacado elaborada, situagbes envolvendo quantidade de
residuos, porcentagens, medidas, organizagdo de dados, tabelas e graficos podem
ser utilizadas como contextos para o desenvolvimento de atividades matematicas na
Educacgéo Basica. Dessa forma, a problematica da reciclagem pode ultrapassar a
abordagem exclusivamente ambiental e constituir uma situagédo de investigagcao
matematica, na qual os estudantes utilizem conhecimentos para interpretar
informagdes e analisar uma realidade concreta.

144



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edigao | 2026 D

Essa perspectiva relaciona-se ao desenvolvimento do letramento matematico,
uma vez que a Matematica pode ser mobilizada ndo apenas para a realizagéo de
calculos, mas também para a interpretacdo de informagdes, a resolugdo de
problemas e a construgdo de argumentos diante de situagbes socialmente
relevantes. Ao mesmo tempo, a discussao sobre produgao e descarte de residuos
possibilita abordar questdes relacionadas a responsabilidade individual e coletiva,
aproximando o conhecimento matematico da formagéo cidada.

Assim, a experiéncia evidencia possibilidades de utilizagdo da Matematica
Ambiental como elemento articulador entre conhecimentos matematicos, questées
socioambientais e cidadania. Embora a maquete tenha sido desenvolvida no
contexto da formagéo inicial de professores, sua estrutura permite pensar em
diferentes possibilidades de adaptagédo para a Educagéo Basica, especialmente por
meio de atividades que envolvam a coleta, organizagao, interpretacéo e analise de
dados relacionados a produgéo e a reciclagem de residuos.

Figura 1 — maquete sobre o ciclo dos residuos plasticos.

Fonte: Acervo UNESPAR (2026).

Referéncias

BRASIL. Ministério da Educagao. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia, DF:
Ministério da Educacgao, 2018.

SILVA, T. S.; KLUBER, T. E. Aspectos da educagio ambiental critica no ensino
fundamental por meio de atividades de modelagem matematica. Revista Brasileira
de Estudos Pedagoégicos, Brasilia, v. 100, n. 254, 2019.

TEIXEIRA, Cristina; TORALES, Marilia Andrade. A questao ambiental e a formagéo
de professores para a educagao basica: um olhar sobre as licenciaturas. Educar em
Revista, Curitiba, edigéo especial, n. 3, 2014.

145



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

O Ensino de Fragoes pelo Summamutikka: Um
Olhar pela Hermenéutica de Profundidade

Katrine Goulart Habkoste'
katrine.habkoste@ufpr.br

Emerson Rolkouski (Orientador)?
rolkouski@ufpr.br

Resumo

Este trabalho apresenta uma andlise de um dos materiais do Summamutikka, um
centro de recursos para o ensino de Matematica da Universidade de Helsinque, na
Finlandia, que tem como objetivo promover e apoiar o ensino e aprendizado da
matematica, oferecendo materiais e atividades para criancas e jovens. A
metodologia utilizada foi a Hermenéutica de Profundidade (HP), abordagem
interpretativa que compreende trés fases: andlise sécio-histérica, andlise formal e
reinterpretacdo. Nesse sentido, tragou-se um panorama socio-histérico das
dimensdes espaciais e temporais finlandesas, com énfase nos contextos geografico
e educacional, além de detalhar os recursos didaticos desenvolvidos pelo centro.
Por fim, apresenta-se uma sintese das compreensdes alcangadas, no processo de
Reinterpretagdo da forma simbdlica, levando em consideragédo que a Finlandia € um
contexto diferente do brasileiro, assim os resultados dessa pesquisa podem trazer
indicios para adequagdes em praticas escolares de Matematica em nosso pais.

Palavras-chave: educacdo matematica, hermenéutica de profundidade,
Summamutikka, Finlandia, materiais didaticos.

Introducao

A presente pesquisa dedica-se ao estudo de um dos materiais do
Summamutikka, um centro especializado vinculado a Universidade de Helsinque e
integrante da rede nacional LUMA Centre Finland. A relevancia do Summamutikka
esta em sua proposta de apresentar a Matematica ndo somente restrita ao ensino de
procedimentos para a resolugdo de exercicios, mas como um campo que exige
criatividade e habilidades versateis de resolugéo de problemas, servindo de modelo
para discussdes sobre educagao cientifica e matematica. A motivagéo para esta
investigacdo baseia-se na posigdo de destaque da Finlandia em avaliagbes
internacionais, como o PISA, e na necessidade de investigar as estruturas de apoio
que sustentam esse desempenho. Para tal, utiliza-se a Hermenéutica de
Profundidade (HP), proposta por John B. Thompson (2011), como referencial
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tedrico-metodolégico. A HP permite uma analise multidimensional do Summamutikka
como um todo, tratando-o como uma "forma simbdlica"inserida em um contexto
socio-historico especifico. A teoria da Hermenéutica de Profundidade, de acordo
com Thompson (2011), é estruturada em 3 fases progressivas, sendo elas:

e Analise Sdécio-Historica: Reconstrugdo das condigdes sociais e historicas de
producgéo e recepgao das formas simbdlicas no contexto finlandés;

e Andlise Formal: Exame da estrutura articulada e da organizagdo interna dos
materiais do Summamutikka;

e Reinterpretagao: Sintese por construgdo criativa que busca explicar o que é
dito e representado pelo objeto de estudo, relacionando os contextos
analisados anteriormente.

Este método vem sendo utilizado em pesquisas na area de Educagéo
Matematica na analise de materiais didaticos, como é o caso de Rocha e Gongalez
(2023) e busca nao apenas descrever as atividades do centro, mas interpretar os
sentidos e as intengdes por trds dos recursos pedagogicos produzidos em solo
finlandés, estabelecendo conexdes com a formagao docente e as praticas de ensino
de Matematica.

Resultados Principais

Para o desenvolvimento desta pesquisa optou-se pela andlise do material
Peltipitsamalli (Modelo de Pizza em Assadeira), que diz respeito ao ensino de
operagdes com fragbes. A Anadlise Sdécio-histérica revelou que a produgédo das
formas simbdlicas do centro Summamutikka esta intrinsecamente ligada ao
panorama educacional finlandés, caracterizado pela adogao de um curriculo flexivel,
pela alta autonomia docente baseada em pesquisa e pelo foco no desenvolvimento
de competéncias transversais. Nesse cenario, constata-se que a elaboragdo do
material didatico reflete o distanciamento de praticas educacionais puramente
algoritmicas ou voltadas a testes padronizados.

A Andlise Formal do material evidenciou uma abordagem de ensino que supera
a memorizagdo de métodos, o material ndo apresenta as operagbes com fragdes
como um mero procedimento, em vez disso, inicia-se com uma narrativa sobre quem
levou mais pizza para a confraternizagéo, para entdo realizar uma atividade tatil,

. . ~ 3 1
com moldes de pizza, para realizar a comparagéo e soma entre — e —-.

Por fim, a Reinterpretagéo indica um certo cuidado ao introduzir as fragdes, pois
apesar de apresenta-la como sendo a parte de um todo, o material se preocupa em
encontrar uma “unidade comum” (fragcdes equivalentes com o mesmo denominador)
e adicionar um significado a essa unidade, contribuindo na aprendizagem
matematica. Esse cuidado é comentado por Vianna (2008), quando ele afirma que
ao tratar fragbes como parte de um todo, ndo sdo numeros, mas apenas uma
representagdo, e por isso € comum os estudantes somarem numerador com
numerador e denominador com denominador, sem encontrar a “unidade comum”.

A andlise do material Peltipitsamalli & luz da hermenéutica de profundidade,
permite observar que o Summamutikka se distancia da transmissdo, memorizagao e
reprodugdo de um conteudo, permitindo que o estudante seja mais ativo na sua
propria aprendizagem. Isso se deve principalmente pela formagéo docente voltada
para a pesquisa com o desenvolvimento de competéncias transversais, o que pode
vir a ser um indicio de uma possivel forma de atuagdo da educagdo matematica no
Brasil.
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Resumo

A geometria fractal apresenta caracteristicas que possibilitam estabelecer
relacdes entre diferentes conceitos matematicos e situagdes de aprendizagem visual
e exploratéria. Apesar de seu potencial pedagdgico, os fractais ainda sdo pouco
abordados nos materiais didaticos e nas praticas de ensino de matematica. Nesse
contexto, esta pesquisa, que se encontra em desenvolvimento, tem como objetivo
analisar as possibilidades pedagdgicas do uso de fractais no ensino da Matematica,
considerando sua aplicagdo na Educagdo Basica e Superior. A pesquisa possui
carater qualitativo, aplicado e exploratério, sendo desenvolvida por meio de
pesquisa bibliografica e da elaboragdo de uma proposta de minicurso destinada a
professores e académicos de Licenciatura em Matematica. As atividades articulam
momentos tedricos e praticos, abordando conceitos como autossimilaridade,
processos iterativos, dimenséo fractal, areas, perimetros, progressdes geométricas
e limites. Também sdo exploradas construcdes de fractais por meio de materiais
manipulaveis, especialmente o origami, e de recursos tecnolégicos, como o
Geogebra. A proposta busca evidenciar como os fractais podem contribuir para
tornar conceitos matematicos mais acessiveis, favorecendo a visualizagdo, o
raciocinio logico, a criatividade e a compreenséo de processos matematicos.

Palavras-chave: geometria fractal; ensino de matematica; recursos didaticos;
origami; geogebra.

Introdugao

A matematica escolar frequentemente apresenta conteldos que sao trabalhados
de maneira predominantemente abstrata, o que pode dificultar a compreensao dos
estudantes. Nesse contexto, a utilizagcdo de recursos visuais, manipulaveis e
tecnoldgicos pode contribuir para aproximar conceitos matematicos de experiéncias
mais concretas e exploratérias. Entre as possibilidades estad a Geometria Fractal,
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area da Matematica caracterizada pelo estudo de estruturas que apresentam
propriedades como autossimilaridade e construgdo por processos iterativos(
MALDELBROT,1983).

Os fractais possibilitam estabelecer relagbes com diferentes conteudos
matematicos, como areas, perimetros, progressdes geométricas e limites (GOMES,
2007; RAMOS, 2024). A analise de suas construgdes permite observar padrdes,
variagbes e processos de repeticdo, favorecendo a exploragdo de conceitos
matematicos de maneira articulada. O Conjunto de Mandelbrot, o Triangulo de
Sierpinski, a Carpete de Sierpinski, a Esponja de Menger e o Floco de Neve de Koch
constituem exemplos de objetos que permitem explorar essas caracteristicas
(MANDELBROT, 1983).

Além disso, a utilizacdo de origami apresenta-se como uma possibilidade de
aproximar a Geometria Fractal de atividades praticas (LARANGEIRA; MATHIAS;
KOZAKEVICIUS, 2025). As dobraduras permitem a manipulagéo e a visualizagéo de
conceitos geométricos, favorecendo uma aprendizagem ativa e o desenvolvimento
da percepgao espacial, da criatividade e do raciocinio l6gico. Recursos digitais,
como o GeoGebra, também possibilitam explorar transformacdes geométricas,
iteragdes e autossimilaridade (PADILHA; DULLIUS; QUARTIERI, 2007).

Apesar dessas possibilidades, os fractais ainda sdo pouco abordados nos
materiais didaticos e nas praticas de ensino de Matematica (RAMOS, 2024), o que
evidencia a necessidade de investigar estratégias que favoregcam sua insergédo no
contexto educacional. Diante disso, a pesquisa que se encontra em
desenvolvimento, busca responder a seguinte questdo: quais sdo as possibilidades
pedagodgicas do uso de fractais no ensino da Matematica na Educagéo Basica e
Superior? O objetivo geral é analisar as potencialidades dos fractais como recurso
pedagodgico, explorando suas relagbes com conteudos matematicos e diferentes
estratégias de ensino. Para isso, a pesquisa possui carater qualitativo, aplicado e
exploratério, sendo desenvolvida por meio de pesquisa bibliografica e da elaboragéo
de uma proposta de minicurso destinada a professores e académicos de
Licenciatura em Matematica, articulando fundamentagao tedrica, atividades praticas
e recursos tecnologicos.

Resultados Principais

No atual momento, a realizagdo do minicurso ainda ndo ocorreu. No entanto,
espera-se evidenciar que a Geometria Fractal apresenta potencial para estabelecer
relagbes entre diferentes conteddos matematicos e praticas pedagogicas. Pretende-
se explorar conceitos como area, perimetro, progressdes geométricas e limites por
meio de processos iterativos de construgao de fractais, possibilitando a observagao
de padroes, regularidades e transformagées ao longo das etapas de construcgéo.

Espera-se, especificamente, que a construgdo e analise do Tridngulo de
Sierpinski possibilite a exploragao de conceitos como area, quantidade de elementos
e progressdes geométricas, estabelecendo relacdes entre processos iterativos e
conteudos matematicos (GOMES, 2007; RAMOS, 2024). Podendo assim observar a
quantidade de elementos e as variagbes da area e estabelecendo relagbes com
progressdes geométricas e comportamento limite.

Também se espera que a utilizagao de materiais manipulaveis, especialmente o
origami, favorega a visualizagdo e a compreensdo das caracteristicas dos fractais. A
construgéo da Esponja de Menger por meio da montagem de médulos de origami
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devera possibilitar a exploragdo de estruturas fractais tridimensionais, aproximando
conceitos geométricos de uma experiéncia pratica e investigativa.

Quanto aos recursos tecnolégicos, prevé-se que a utilizacdo do GeoGebra
contribua para a exploragao de transformagdes geométricas, processos iterativos e
autossimilaridade (PADILHA; DULLIUS; QUARTIERI, 2007). A utilizagdo desse
recurso devera ampliar as possibilidades de visualizagdo e experimentagdo dos
fractais, favorecendo a compreensao de suas construgoes.

Ao final do minicurso, sera realizada uma avaliagdo por meio de questionario,
buscando identificar as percepgdes dos participantes acerca das atividades
desenvolvidas e das possibilidades de utilizagdo dos fractais como recurso
pedagdgico. Espera-se que as percepg¢des dos participantes apontem possiveis
contribuicbes para a ampliagao do repertério metodoldgico de professores e futuros
professores de Matematica, especialmente quanto a integracédo entre visualizagao,
experimentagao, materiais manipulaveis e tecnologias digitais.
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Resumo

A pesquisa investiga o uso de ferramentas de Inteligéncia Atrtificial (IA) por
graduandos a partir do terceiro ano do curso de Licenciatura em Matematica da
UNESPAR, no campus de Paranagua. O problema central aborda se a utilizagdo
diaria dessas tecnologias pode gerar dependéncia e comprometer o desenvolvimento
do pensamento critico e autdbnomo, buscando identificar quais ferramentas séo
utilizadas e de que maneira. A justificativa fundamenta-se na escassez de estudos
praticos voltados ao ensino superior, visto que grande parte da literatura é tedrica ou
focada na educagdo basica e ensino médio. O estudo visa preencher essa lacuna,
mapeando o perfil de uso da IA na rotina académica de futuros professores e
oferecendo subsidios para discussées institucionais sobre a mediagao tecnologica e
a promogédo de um uso ético, consciente e critico. O objetivo geral consiste em
compreender como as Inteligéncias Artificiais sdo empregadas na graduacéo,
analisando se funcionam como apoio genuino ao estudo e a aprendizagem ou se
servem apenas para a resolugdo mecanica de questdes sem aprofundamento. Os
objetivos especificos complementam essa meta ao identificar as ferramentas
tecnoldgicas especificas adotadas pelos graduandos e ao examinar a forma como
eles as utilizam no apoio ao aprendizado, o nivel de confianga depositado nas
respostas geradas e os habitos de verificagdo dessas informagdes.

Palavras-chave: educagdo matematica, inteligéncia artificial, graduagéo.

Introducgao

A expansdo das ferramentas de Inteligéncia Artificial (IA) tem reconfigurado
profundamente o panorama educacional contemporaneo, impondo novos desafios e
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oportunidades para o ensino superior. No ambito da formagao docente, especialmente
nos cursos de Licenciatura em Matematica, o uso cotidiano de tecnologias generativas
como ChatGPT, destaca a urgéncia de compreender como essas inovagdes vém
moldando a rotina académica dos futuros professores.

Nesse contexto, este estudo analisa o perfil de uso da IA por graduandos do
terceiro e quarto ano do curso de Licenciatura em Matematica da UNESPAR, Campus
Paranagua. Por meio de uma pesquisa exploratdria com abordagem qualitativa e
quantitativa, o trabalho examina a resolugdo de uma questédo de alta complexidade
com o suporte de Inteligéncias Atrtificiais, o registro das perguntas realizadas as IAs e
a aplicagdo de questionarios estruturados.

Espera-se, com isso, subsidiar discussdes pedagdgicas institucionais voltadas a
mediagao tecnoldgica e a consolidagdo do uso consciente e critico na graduagéo.
Para atingir esses objetivos, a coleta de dados ocorrera em um Unico momento para
cada turma, dividindo-se em duas etapas: a primeira etapa (Resolugdo e Uso de IA),
na qual os graduandos serao organizados em grupos para tentar resolver a questéo
proposta por meio de discussao coletiva, embora cada estudante deva entregar sua
resolugdo de maneira individual, sendo autorizada a utilizagdo de uma IA especifica
caso 0 grupo nao consiga chegar a solugao por conta prépria. A segunda etapa
(Questionario), que consistira na aplicagdo de um questionario estruturado, composto
por perguntas de mdltipla escolha e questdes argumentativas, para analisar as
percepgdes dos graduandos.

Resultados Principais

Como esta pesquisa ainda ndo foi aplicada, espera-se que, até a data de
apresentagéo deste trabalho, os dados ja tenham sido coletados para a divulgagéo
dos resultados e do panorama de como ocorreram as aplicagdes. Além disso, almeja-
se que este estudo contribua para a compreensao dos usos das Inteligéncias Artificiais
(IAs) pelos graduandos, considerando a escassez de pesquisas praticas sobre a
utilizagado dessas tecnologias por estudantes de Licenciatura em Matematica e futuros
professores.
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Resumo

Este trabalho apresenta um relato de experiéncia desenvolvido no subprojeto de
Matematica do Programa Institucional de Bolsa de Iniciagdo a Docéncia (PIBID), em
uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental do Instituto Estadual de Educacéo
Doutor Caetano Munhoz da Rocha, em Paranagua-PR. A experiéncia teve como
objetivo trabalhar o conceito de simetria de maneira contextualizada, articulando
conhecimentos matematicos, arte e aspectos culturais relacionados as mascaras
africanas, em uma atividade realizada durante o periodo da Consciéncia Negra. A
proposta envolveu a apresentagédo de aspectos culturais das mascaras, a discussédo
do conceito de eixo de simetria e a confecgdo de mascaras pelos estudantes.
Durante a atividade, foram realizadas observagbes do processo de produgao,
registros fotograficos e acompanhamento das dificuldades apresentadas pelos
alunos. Os resultados observados indicaram participagdo e envolvimento dos
estudantes, além da identificagdo de dificuldades relacionadas a manutengédo da
simetria nas produgbes e da possibilidade de intervencdo durante o processo. A
atividade também possibilitou relacionar elementos matematicos as escolhas
realizadas na produgdo das mascaras, aproximando Matematica e cultura. Para os
bolsistas, a experiéncia contribuiu para a formagao docente ao proporcionar contato
direto com a sala de aula e reflexdo sobre estratégias de ensino contextualizadas.

Palavras-chave: educagdo matematica, simetria, cultura, etnomatematica, PIBID.
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Introducgao

O ensino de Matematica pode assumir diferentes formas de abordagem,
especialmente quando os conteudos séo relacionados a situagdes do dia a dia, que
possibilitam aos estudantes atribuir significado aos conceitos trabalhados,
valorizando a relagdo entre os conhecimentos matematicos e diferentes contextos
(BRASIL, 1998). Nesse sentido, atividades praticas e contextualizadas podem
aproximar os conhecimentos matematicos da realidade escolar e favorecer a
participagao dos estudantes (DANTE, 2016). Entre os conteudos da Geometria, o
estudo da simetria permite explorar relagdes entre formas e posigdes por meio de
diferentes representacdes, estando relacionado as aprendizagens previstas para o
ensino de Matematica na Educacgéo Basica (BRASIL, 2018).

A experiéncia apresentada foi desenvolvida no subprojeto de Matematica do
PIBID, com uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental, a partir da proposta de
trabalhar a simetria por meio da confecgao de mascaras africanas. A escolha da
tematica ocorreu durante o periodo da Consciéncia Negra, buscando estabelecer
uma relagdo entre o conteudo matematico e aspectos culturais presentes na
atividade. Essa articulagdo aproxima-se da perspectiva da Etnomatematica, que
considera a Matematica uma construgdo humana e cultural presente em diferentes
sociedades (D’AMBROSIO, 2005).

Além da dimensdo matematica, a proposta buscou favorecer o contato dos
estudantes com elementos culturais relacionados as mascaras africanas,
considerando significados atribuidos as cores, formas e outros elementos presentes
nas produgdes. Assim, a atividade integrou matematica, arte e cultura em uma
mesma proposta pedagogica. O objetivo deste trabalho € analisar as contribuicées
dessa experiéncia para o ensino do conceito de simetria e para a formagao dos
bolsistas do PIBID.

Resultados Principais

A atividade foi iniciada com uma apresentagdo de slides, na qual foram
abordados aspectos culturais das mascaras africanas e, posteriormente, o conceito
matematico de simetria. Foram apresentados exemplos visuais de figuras simétricas
e discutidas a ideia de eixo de simetria e a correspondéncia entre as partes de uma
figura. Esse momento permitiu relacionar os elementos culturais apresentados ao
conhecimento matematico mobilizado na produgdo das mascaras.

Na etapa seguinte, os estudantes receberam materiais para a confecgao das
mascaras, 0 uso desses recursos possibilitou que os estudantes observassem e
manipulassem elementos relacionados ao conceito trabalhado, favorecendo uma
abordagem mais concreta do conteudo (LORENZATO, 2006). A orientagao consistia
em reproduzir, de maneira equivalente nos dois lados, os elementos desenhados
considerando o eixo de simetria trabalhado anteriormente. Durante essa etapa, os
bolsistas acompanharam as produgdes, esclareceram duvidas e observaram as
estratégias utilizadas pelos estudantes.

Entre os aspectos observados, destacaram-se diferentes formas de participagéo
e producgdo. Alguns estudantes desenvolveram mascaras com elementos mais
simples e definidos, enquanto outros exploraram maior quantidade de cores, formas
e detalhes. Também foram identificadas dificuldades relacionadas a manutengao da
simetria. Alguns alunos tiveram dificuldade para reproduzir determinados elementos
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de forma equivalente nos dois lados da mascara, sendo necessaria a intervengéo
dos bolsistas para orientar e auxiliar nos ajustes.

Esse processo possibilitou que o conceito de simetria fosse mobilizado durante a
prépria construgdo das produgdes. Ao precisar comparar as duas partes da mascara
e realizar ajustes, o estudante tinha a oportunidade de observar concretamente a
relagédo entre os elementos e o eixo de simetria. Assim a atividade permitiu
acompanhar dificuldades que poderiam nao ser tdo evidentes em uma abordagem
exclusivamente expositiva.

Outro aspecto observado foi o envolvimento dos estudantes com a dimenséao
cultural da proposta. Ao final, as mascaras foram organizadas para uma exposi¢ao
na escola, e os estudantes registraram os significados atribuidos as cores, as listras
e aos formatos escolhidos. Dessa forma, os elementos culturais apresentados
inicialmente foram retomados nas produgdes, estabelecendo relagdes entre o
conteudo matematico, a atividade artistica e os conhecimentos culturais discutidos.

Para os bolsistas do PIBID, a experiéncia possibilitou vivenciar situacdes
concretas do cotidiano escolar, como o acompanhamento das produgdes, a
identificacdo de dificuldades e a necessidade de realizar intervengbes durante o
desenvolvimento da atividade. Essa vivéncia contribuiu para a reflexdo sobre o
planejamento e sobre a utlizagdo de diferentes estratégias no ensino de
Matematica.

De modo geral, os resultados observados indicam que a proposta possibilitou
trabalhar o conceito de simetria de maneira pratica e contextualizada, promovendo a
aproximacao entre Matematica, arte e cultura. Embora ndo tenham sido utilizados
instrumentos formais de avaliagdo, as observagdes realizadas durante a atividade
indicaram participagéo, envolvimento e avangos na compreensao do eixo de simetria
entre estudantes que inicialmente apresentaram dificuldades.
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Resumo

O ensino de sistemas de numerag&o posicionais na Educagéo Béasica concentra-se, em
geral, no sistema decimal, restringindo a exploragdo de diferentes formas de representagao
dos nimeros e de propriedades relacionadas ao valor posicional. Este trabalho aborda
possibilidades para o ensino de sistemas de numeragdo posicionais a partir do estudo da
representagdo ternaria balanceada, articulando sua fundamentagdo matematica a
elaboracéo de atividades didaticas. O trabalho parte de aspectos histéricos dos sistemas de
numeragao posicionais e da utilizagéo do Algoritmo da Divisao de Euclides para estabelecer
propriedades da representagdo dos numeros naturais. Como resultado matematico,
demonstra-se a existéncia e a unicidade da representacéo de todo nimero natural como
soma e/ou diferenca de poténcias distintas de 3. A partir dessa representacdo, sdo
desenvolvidas atividades voltadas a Educagéo Bésica, entre as quais se destaca a Trilha
Numeérica, elaborada no proprio trabalho. A atividade envolve a representagdo de niUmeros
em diferentes sistemas de numeragdo posicionais e a elaboragdo de estratégias para
alcangar determinadas posi¢Ges de uma trilha. A proposta permite relacionar poténcias,
valor posicional, decomposicdo numérica e operagdes aritméticas em uma situacéo de
resolucéo de problemas. A discusséo das atividades também estabelece relagdes com o
letramento matematico e com aspectos do pensamento computacional, especialmente a
identificacdo de padrées, a decomposicéo de problemas e a elaboragdo de procedimentos.

Palavras-chave: Base, Representagdo Ternéaria Balanceada, Educacéo
Matematica, Letramento Matematico, Pensamento Computacional.

Introducgéao

Os sistemas de numeragao posicionais constituem uma das formas pelas
guais diferentes sociedades organizaram e registraram quantidades ao longo da
histéria. Na Educacgao Basica, entretanto, o sistema decimal ocupa posi¢ao
predominante, fazendo com que outros sistemas de representagéo sejam pouco
explorados. A abordagem de diferentes bases pode ampliar a compreenséao dos
principios que estruturam um sistema de numeracéo posicional, especialmente
no que se refere ao valor posicional, as poténcias da base e as diferentes formas
de representar um mesmo ndmero.

Nesse contexto, este trabalho tem como objeto de estudo a representagéo
dos ndmeros em sistemas de numeragdo posicionais, com atencédo especial a
representacao ternaria balanceada. Diferentemente da representacdo ternaria

1 UTFPR - Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Licenciado em Matematica.
2 UTFPR - Universidade Tecnologica Federal do Parana. Doutora em Matematica.
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usual, que utiliza os algarismos 0, 1 e 2, a representacéo ternéria balanceada
utiliza os valores -1, 0 e 1. Essa caracteristica permite representar um namero
natural por meio de soma e/ou diferenca de poténcias de 3.

A base ternaria balanceada aparece na resolugdo do problema conhecido
como “Pesos de Bachet”, apresentado por Claude Gaspar Bachet de Méziriac,
problema 5, em 1624 (BACHET, p. 215). No problema, os pesos 1, 3, 9 e 27
podem ser distribuidos nos dois pratos de uma balang¢a, permitindo determinar
diferentes medidas de massas (inteiras de 1 a 40) (SINGH, p. 75). A
possibilidade de colocar pesos em ambos os pratos conduz naturalmente a
utilizacdo dos coeficientes -1, 0 e 1 e, consequentemente, a representagdo
ternéria balanceada.

O trabalho busca, portanto, relacionar a fundamentacdo matematica dos
sistemas de numerac&o posicionais a situagbes que possam ser exploradas na
Educagdo Baésica. Para isso, além do estudo dos aspectos histéricos e
matematicos, sdo elaboradas atividades que envolvem representacdo numeérica,
conversdo entre bases, resolugdo de problemas e investigacédo de estratégias.

Resultados Principais

A fundamentacao mateméatica do trabalho é construida a partir do Algoritmo
da Divisdo de Euclides. A aplicacdo sucessiva do algoritmo permite obter os
coeficientes necessarios para a representacdo de um ndmero em uma
determinada base (DOMINGUES, 2017). Em Explorando o sistema de
numeracao posicional: possibilidades para a educagdo basica (SILVA, 2026),
demonstra-se que todo ndmero natural possui uma representacao na forma n =
a,°3%+ a,; 3%+ a,-32+ ... +a,°3", em que a € {-1, 0, 1}. A demonstracéo
desenvolvida no trabalho estabelece ndo apenas a existéncia dessa
representacdo, mas também sua unicidade.

A partir dessa fundamentacdo, foram elaboradas atividades didaticas
envolvendo sistemas de numeragao posicionais e suas representagdes. Entre
elas estdo situacdes inspiradas no problema dos pesos de Bachet, problemas
envolvendo representagdo numérica e conversdo entre bases e a Trilha
Numérica, atividade desenvolvida como parte de Trabalho de Conclusdo de
Curso (SILVA, 2026).

A Trilha Numérica foi estruturada para colocar os estudantes diante de
diferentes possibilidades de representacdo de um mesmo namero. A atividade
utiliza uma trilha com posi¢des numeradas, cartas associadas as poténcias das
bases estudadas e marcadores. Os participantes devem selecionar as cartas e
0s marcadores necessarios para alcancar determinada posi¢do da trilha,
registrando e justificando os célculos realizados.

O carater lGdico esta associado & organizagao da proposta como um desafio,
enquanto os conceitos matematicos permanecem no centro da atividade. A
comparagao entre a representacao binaria usual e a ternaria balanceada permite
ainda discutir diferentes formas de organizacdo dos nimeros e as estratégias
utilizadas para obter uma mesma quantidade. Um exemplo apresentado na
atividade ladica A Trilha Numérica (SILVA, p. 83), envolve a obtengdo do nimero
6. Na representac&o binaria usual, o nimero pode ser obtido pela soma de 2! e
22,6 = 2 + 4. Na ternaria balanceada, 0 mesmo nimero pode ser representado
pela diferenga entre duas poténcias de trés, 6 = 9 — 3 = 32 — 3, No ensino de
potenciagdo para o Ensino Fundamental, o professor orienta que formem
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equipes e que uma equipe (que decide se usara cartas com poténcias de base
2 ou 3) desloca o seu pedo sobre a trilha utilizando marcadores (0, 1, ou -1) em
suas cartas, fazendo a leitura da esquerda para a direita (em ordem decrescente
das poténcias), utilizando todas as cartas, deixando o pe&o na casa atingida, e
pontuando de acordo com a base (2 ou 3) escolhida.

Figura 1 — Trilha Numérica
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As propostas elaboradas também permitem estabelecer relagdes com o
letramento matematico, com interpretacdo, elaboracdo de estratégias,
representacdo, argumentacdo e comunicagdo de procedimentos e a
identificacdo de regularidades, a decomposicéo das situagbes em etapas e a
elaboracdo de procedimentos para obter determinada representacéo, também
estabelecem relagdes com aspectos do pensamento computacional.

Desse modo, os resultados do trabalho podem ser considerados em duas
dimens®es articuladas: a primeira corresponde a demonstracdo matematica da
existéncia e unicidade da representagdo terndria balanceada; a segunda
corresponde a elaboragdo de atividades didaticas que tomam essa
representagdo como objeto de exploragdo na Educacédo Béasica ao explorar
habilidades e competéncias descritas na Base Nacional Comum Curricular que
podem ser desenvolvidas por meio das atividades propostas. Como as
habilidades EFO1IMAO7 e EFO3MAOQ2, que se descrevem como COMpOSi¢ao e
decomposicdo de nimeros de até quatro ordens, com suporte de material
manipulavel, na compreensdo de caracteristicas de sistema de numeracao
decimal (BNCC, 2018).

O estudo da representacdo ternaria balanceada possibilitou explorar
propriedades dos sistemas de numeracdo posicionais a partir de uma
abordagem que articula aspectos matematicos, histéricos e didaticos. A
demonstracdo da existéncia e da unicidade da representacdo de numeros
naturais como soma e/ou diferenca de poténcias distintas de 3 constitui o
principal resultado matematico do trabalho e fornece a fundamentacéo para as
atividades elaboradas.

As atividades desenvolvidas indicam possibilidades de ampliar a abordagem
dos sistemas de numeragédo na Educagédo Basica, articulando a compreenséo de
suas propriedades a situagBes de investigagcdo, resolucdo de problemas e
desenvolvimento de estratégias, permitindo retomar, em um contexto ludico,
conceitos relacionados as poténcias, ao valor posicional e a decomposicao
numérica, mantendo a representagdo matematica como elemento central da
proposta, com aderéncia a BNCC (BRASIL, 2018).
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Resumo

Este resumo expandido apresenta um mapeamento sistematico da literatura
focado em investigar a caracterizagdo do fracasso escolar na Educacdo Matematica
e as alternativas para sua superacdo. A pesquisa, de natureza qualitativa e cunho
bibliogréfico, teve como centelha inicial as reflexdes de Esteban (2002) sobre o erro
como poténcia epistemolégica. O levantamento foi realizado no Portal de Periédicos
da CAPES, resultando em um corpus de sete trabalhos analisados integralmente. A
discusséo tedrica, fundamentada em Patto (2022) e Esteban (2002), evidencia que o
fracasso é uma producéo institucional sistematica, agravada por politicas neoliberais
contemporaneas. Essas politicas deslocam a culpa estrutural da exclusdo escolar
para o plano individual, gerando um ciclo de culpabilizagcdo mutua entre docentes e
discentes. Frente a isso, a perspectiva da avaliagdo como pratica de investigacéo
proposta por Buriasco (2000) e Silva e Buriasco (2023) surge como um horizonte
viavel de resisténcia politica e pedagdgica, capaz de ressignificar o erro e estabelecer
uma parceria solidaria de aprendizagem.

Palavras-chave: Educacdo Matemética; Fracasso Escolar; Avaliagao Investigativa.
Introducéo

O fracasso escolar na Educacdo Matematica brasileira constitui um dos maiores
desafios politicos e pedagdgicos contemporaneos. Historicamente, a “ndo
aprendizagem” de matematica tem sido legitimada por visGes deterministas e inatistas
gue naturalizam a exclusao social sob o pretexto de "falta de dom" ou incapacidade
cognitiva individual (Patto, 2022). Esta investigacéo teve sua centelha motivadora na
leitura de Esteban (2002), cuja obra denuncia a violéncia simbolica da escola
tradicional que silencia a diversidade de saberes, tratando o erro apenas como
auséncia de conhecimento.

A partir desse marco, esta pesquisa buscou desvelar as engrenagens de
producdo do fracasso, identificando como a logica educacional neoliberal atualizou

1 Discente do curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Parana (UFPR).
Voluntério do PIBIC.
2 Docente do Departamento de Matematica da Universidade Federal do Parana (UFPR)
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esses discursos excludentes. Sob a égide do produtivismo e de cobrancgas por indices
burocraticos de fluxo escolar, a culpa pelo insucesso foi individualizada em dupla
dimens&o: ora recai sobre o aluno e suas supostas caréncias cognitivo-familiares, ora
arrasta o professor, culpabilizado por ministrar aulas supostamente pouco
engajadoras. O objetivo deste trabalho é analisar como pesquisas contemporaneas
em Educacdo Matemética caracterizam esse fracasso e apontar caminhos para lidar
democraticamente com ele.

Materiais e Métodos

Este estudo caracteriza-se como uma pesquisa qualitativa de caréater tedrico-
bibliografico, estruturada sob a metodologia do mapeamento sistematico de literatura
(Fiorentini; Lorenzato, 2006). O levantamento de dados foi realizado no Portal de
Peridédicos da CAPES utilizando a combinagdo avangada dos descritores exatos:
“fracasso escolar’ AND ‘educagdo matematica’, sem corte temporal.

A busca inicial retornou um total de 12 produgdes académicas. Submetendo os
resultados a um fluxo de filtragem, foram eliminados os trabalhos duplicados e aqueles
gue ndo tratavam do fracasso em matematica como tema central de investigacéo
(rejeitando artigos com abordagens instrumentais ou generalistas). Ao final do
processo de selegdo, constituiu-se um corpus de andlise composto por 7 artigos
cientificos de periédicos nacionais de alto impacto, os quais foram fichados,
categorizados e discutidos de forma interpretativa a luz do referencial critico e
avaliativo adotado.

Resultados e Discussédo: Agrupamentos e Convergéncias

A analise compreensiva do corpus mapeado revelou de que forma o fracasso em
matematica é conceituado e combatido na literatura. Para expor os pontos de contato
entre as pesquisas, os sete trabalhos selecionados foram reunidos em trés grupos de
ideias semelhantes, apresentados a seguir.

Grupo |: O Estudante-Sujeito e as Singularidades Cognitivas

Os trabalhos incluidos neste grupo, formado pelas investigacdes de Oliveira e
Moreira (2010) e Pina Neves e Borges (2019), estdo relacionados a experiéncia
subjetiva da “nédo aprendizagem”. Oliveira e Moreira (2010), amparados na sociologia
de Bernard Charlot, analisam a relagdo com o saber de alunos em risco e
desmistificam o preconceito de que o fracasso decorre da apatia familiar, revelando
gue o insucesso matematico decorre do efeito acumulativo de dificuldades conceituais
béasicas néo resolvidas nos anos iniciais.

Por sua vez, Pina Neves e Borges (2019) discutem a conceituacdo de uma aluna
com diagnéstico de discalculia e expdem a "leitura pela falta" operada pela instituicéo,
que utiliza laudos clinicos como bode expiatério para camuflar sua prépria
incapacidade de acolher o aluno atipico. Ambos os trabalhos convergem ao denunciar
gue a escola impde o algoritmo formal escrito como Unica via legitima de resolugéo,
estigmatizando caminhos de raciocinio singulares.

Grupo llI: Praticas Formativas, Culturas Avaliativas e Politicas Curriculares
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Reunindo os artigos de Cruz e Monteiro (2013), Emmel e Costa (2019) e Barbosa
(2017), neste grupo, faz-se uma problematizagao da dimensao institucional-formativa
da educacdo. Cruz e Monteiro (2013) exp6em um abismo na formacgdo docente:
enquanto as disciplinas pedagodgicas elogiam a avaliagao formativa, as cadeiras de
matematica especifica utilizam exames punitivos baseados no mérito, perpetuando o
medo da avaliagdo como "braco autoritario" (Buriasco, 2000) de controle de corpos.

Emmel e Costa (2019) mapeiam a reprovacdo em massa de estudantes no Ensino
Médio Integrado e destacam que as queixas discentes sobre "aulas pouco atrativas"
mascaram a sobrecarga curricular do sistema. Barbosa (2017) corrobora este
diagnéstico ao analisar os cadernos de alfabetizagdo matemética do PNAIC,
denunciando que as praticas tradicionais homogéneas operam como eixos de
exclusdo de minorias e defendendo que a avaliagdo deve atuar de modo continuo
como baliza de planejamento curricular.

Grupo lll: Préaticas Didatico-Politicas de Resisténcia e Ressignificacao

Os trabalhos de Sachs (2018) e Cristovdo e Fiorentini (2023) integram esta
categoria, propondo fraturas pedagogicas na légica burocratica escolar. Sachs (2018)
discute o enunciado de "trazer a realidade do aluno para a aula" e adverte que
contextualizages simpldrias e artificiais apenas hierarquizam saberes e desvalorizam
as légicas matematicas orais que o aluno de classe popular domina no seu cotidiano.

Cristovdo e Fiorentini (2023) utilizam a investigacdo-acdo em turmas de
recuperacdo de matemética, revelando que estudantes estigmatizados como
"incapazes" demonstram autoria e "negatricidade" (capacidade tatica de subverter as
amarras pedagdgicas tradicionais) quando inseridos em tarefas exploratorias abertas.
Ambos os estudos coincidem ao apontar que o fracasso escolar € uma exclusao
subjetiva produzida pela "pseudoformagédo” de politicas neoliberais de fluxo escolar
gue precarizam a educagédo para economizar recursos do Estado, gerando alienacao.

Consideracdes Finais

O mapeamento sistematico de literatura consolidado neste trabalho permitiu
evidenciar que o fracasso escolar em matematica contemporanea é um constructo
social e politico, e ndo um déficit de competéncia dos educandos ou uma mera
incompeténcia metodolégica dos educadores. As politicas neoliberais sustentam um
jogo ideoldgico perverso: forcam o fluxo de aprovacdo sem oferecer investimentos
estruturais e, diante da ineficiéncia resultante, individualizam a culpa, tensionando as
relagBes entre alunos e professores em um ciclo infindavel de mutuas acusagoes.

A superagdo desse cendrio exige a superagdo da avaliagdo tradicional
classificatoria e punitiva. O horizonte de resisténcia repousa na perspectiva da
avaliagdo como pratica de investigacdo e como oportunidade de aprendizagem
(Buriasco, 2000; Silva; Buriasco, 2023). Ao substituir a "leitura pela falta" pela "leitura
positiva" e utilizar instrumentos reflexivos como a Prova-Escrita-em-Fases e o Vaivém,
o erro é acolhido como indicio produtivo do percurso do aluno (Esteban, 2002).
Rompe-se, desse modo, o ciclo de culpa individual, reestabelecendo a dignidade do
trabalho docente, a autoria discente e convertendo a Educacdo Matematica em um
espaco democratico de emancipagao social.
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Resumo

Avaliacdo é um processo, tomado como pratica de investigagéo e oportunidade
de aprendizagem. Um dos possiveis instrumentos de avaliagdo é a “Carta para a
Tia”, no qual o estudante escreve uma carta para sua tia (ou outra pessoa de sua
escolha) contando sobre o que aprendeu nas aulas de matematica. O objetivo deste
resumo € apresentar uma investigacédo sobre o instrumento de avaliagdo Carta para
a Tia. Esse instrumento foi aplicado para 24 alunos do Ensino Fundamental - Anos
Iniciais, divididos entre 4° e 5° anos. Neste resumo, serdo debatidas cartas nas
quais os estudantes relataram ter dificuldades, ndo gostar de matematica, ou ainda
apresentaram comportamento de autocobranga.

Palavras-chave: Educagdo Matematica, Avaliagdo, Instrumentos de Avaliacao,
Carta para a Tia.

Consideragoes iniciais

Entende-se que a avaliagdo de rendimento, que € comumente utilizada em aulas
de matematica, seja diferente da avaliagdo da aprendizagem, a qual foca no
desenvolvimento do estudante, de acordo com Buriasco (2000), e a qual sera
utilizada neste estudo. De acordo com a mesma autora, avaliagdo € um processo,
tomado como pratica de investigacdo e oportunidade de aprendizagem, ndo se
limitando a um momento pontual.

Ao pensarmos que o foco deve estar em oportunizar a aprendizagem do
estudante, reflete-se sobre o que procuramos ao investigar as produgbes dos
alunos. Garnica (2006) defende que a leitura positiva, que leva o professor a buscar
trabalhar com aquilo que o estudante sabe, € muito mais proveitosa que a leitura
pela falta, a qual é to frequentemente adotada e se resume em buscar o que falta
ao estudante.

Nesse sentido, busca-se ampliar o leque de opgdes de instrumentos avaliativos,
pensando em opg¢des que de fato assumam o papel de pratica de investigagéo e

t Universidade Federal do Paran& (UFPR). Graduanda em Licenciatura em Matematica.
2 Universidade Federal do Parand (UFPR). Doutor em Ensino de Ciéncias e Educag&o
Matematica.
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oportunidade de aprendizagem, e com isso muitos novos instrumentos vém
surgindo.

E nesse contexto que surge, com Santos (2008), o instrumento “Carta para a
Tia”, no qual o estudante escreve uma carta para sua tia (ou outra pessoa de sua
escolha) contando sobre o que aprendeu nas aulas de matematica. Os beneficios
desse instrumento incluem, mas ndo se limitam, a geragédo de um ambiente em que
o aluno se sente confortavel em desabafar sobre diversos assuntos (emocionais ou
do conteudo em si) que em um instrumento tradicional ele provavelmente ndo o
faria, a oportunidade de colocar o aluno no papel de quem ensina e aprende
ensinando, e a revisao e reflexdo de conteudos estudados anteriormente.

O objetivo deste resumo € apresentar uma investigacdo sobre o instrumento de
avaliagao Carta para a Tia. Esse instrumento foi aplicado para 24 alunos do Ensino
Fundamental - Anos Iniciais, divididos entre 4° e 5° anos, em uma escola municipal,
localizada em Ibipora (PR)®. Todas as criangas trouxeram o Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido (TCLE) assinado, e entdo produziram a carta de acordo com o
enunciado previamente elaborado pelos autores: “Escreva uma carta para a sua tia,
explicando e ensinando para ela o que vocé aprendeu nas aulas de matematica, no
terceiro bimestre. Aproveite para contar para ela como vocé se sente nas aulas de
matematica, quais sdo suas maiores dificuldades e facilidades com essa disciplina”.

Apos a elaboragdo das cartas, os nomes reais das criangas foram substituidos
por pseuddnimos, e entdo comegou a analise das cartas, seguindo a ideia da analise
da produgéo escrita. Apds uma primeira leitura das cartas, foi feito um agrupamento
com base em coisas em comum entre diferentes cartas. Ao todo foram 5 grupos: O
grupo A dizia respeito a “Dificuldades com o conteudo estudado”, o grupo B com
“Facilidades com o conteudo estudado”, o grupo C redne quem “Afirma gostar de
matematica”, o grupo D quem “Afirma ndo gostar de matematica”, e por fim o grupo
E esta relacionado a “Autocobranca”.

Uma analise das cartas
A carta de Rafael entrou para o grupo A pois ele afirma ter certas dificuldades.

Figura 1 - Excerto da carta de Rafael.
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3 A aplicagdo foi feita por Jessica Aparecida Borssoi Zanquim Custddio, doutoranda pela
Universidade Estadual de Londrina. Jessica também auxiliou nas andlises e no desenvolvimento
desta pesquisa.
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Fonte: Os autores.

Na carta de Rafael, pode-se ver um relato das dificuldades do estudante a partir
de sua propria viséo. Isso traz uma riqueza de informagdes ao professor, que pode
usa-las para auxiliar o estudante em seu processo de aprendizagem. Possivelmente,
com outros instrumentos, essas dificuldades fossem expressas apenas em formato
de erros, e ndo seria possivel tentar investigar sua real causa.

A carta de Alana entrou para o grupo C, pois em sua carta relatou ndo gostar de
matematica.

Figura 2 - Excerto da carta de Alana.
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Fonte: Os autores.

A carta de Alana é um exemplo de como é importante investigar o motivo de um
aluno ndo gostar de matematica. Muitas vezes um certo desgosto nao
necessariamente tenha a ver diretamente com um conteido em si. No caso de
Alana, ela aparenta nao gostar de matematica simplesmente pois estd quase
reprovando na matéria, e essa situagcdo pode criar bloqueios que atrapalham o
processo de aprendizagem.

Por fim, os relatos de Clara em sua carta a levaram ao grupo E, pois ela
demonstrou autocobranca.

_Figura 3 - Excerto da carta de Clara.
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Fonte: Os autores.

Observa-se, primeiramente, a forma que este instrumento proporciona um
ambiente seguro para a estudante desabafar sobre assuntos emocionais que quem
sabe ela nao relate em seu dia a dia na escola, e que também n&o sdo observaveis
em outros instrumentos. Importante ressaltar que, pelas palavras usadas pela
crianga, possivelmente essa € uma fala que ela ouviu de outra pessoa e esta
repetindo. Eis um ponto muito positivo desse instrumento, pois a partir dele seria
possivel o professor trabalhar com Clara no que de fato é sua maior dificuldade: ndo
a matematica em si, mas sua autoconfianga, que também & um aspecto muito
importante no processo de aprendizagem.

Esse instrumento se mostra rico em oportunidades de aprendizagem, se
comparado aos instrumentos tradicionais, pois ndo se prende apenas aos calculos,
mas também envolve e investiga outros aspectos importantes no processo de
aprendizagem.
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Resumo

O aumento da abstragdo dos conceitos matematicos torna o ensino e a
aprendizagem da Matematica cada vez mais dificil, principalmente no ensino da
Algebra. Uma estratégia pedagogica que propde superar essa dificuldade ¢ utilizar
materiais didaticos manipulaveis para desenvolver nos alunos ideias que constituem
o Pensamento Algébrico, favorecendo assim a aprendizagem da Algebra. Contudo,
observa-se nas escolas uma escassez de materiais manipulaveis que tém essa
fungdo como sendo a principal. Por isso, esse trabalho, vinculado a dois projetos de
Iniciagéo Cientifica e que estdo em sua fase inicial de desenvolvimento, visa investigar
a utilizagdo de materiais didaticos manipulaveis como recurso pedagdgico para o
ensino da Algebra, tanto no Ensino Fundamental quanto no Médio, em colégios
localizados no litoral paranaense, especificamente nos municipios de Antonina,
Morretes, Matinhos e Pontal do Parana.

Palavras-chave: algebra, materiais didaticos manipulaveis, pensamento algébrico.
Introdugao

Para o estudo da Algebra utiliza-se muito a linguagem simbdlica para discutir
propriedades, relacdes e generalidades em todos os outros campos da matematica.
Contudo, ao avangar no ensino da algebra, especialmente dos conceitos algébricos
estudados no Ensino Fundamental, encontram-se alguns obstaculos, como: a) a falta
de recursos materiais e de tempo para a efetivagdo do processo de ensino-
aprendizagem; e b) a dificuldade dos alunos em conceber os conceitos abstratos e

lUniversidade Estadual do Parana — Campus de Paranagud. Voluntario do Programa de Iniciac&o
Cientifica

2Universidade Estadual do Parana — Campus de Paranagua. Voluntéria do Programa de Iniciagéo
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apropriar-se da linguagem algébrica utilizada no tratamento e discussdes acerca dos
objetos de estudo. Uma alternativa que propde superar o segundo obstaculo ¢ utilizar
materiais didaticos manipulaveis, visto que o uso desses materiais tem o potencial de
atual como facilitador do processo de ensino-aprendizagem e na construgao de
significado para conceitos algébricos via exploragdo e manipulagdo dos materiais
pelos alunos (Bresan et al., 2024).

Assim, essa pesquisa tem como objetivo geral investigar o uso de materiais
didaticos manipulaveis no ensino da algebra em colégios localizados no litoral
paranaense, especificamente nos municipios de Antonina, Matinhos, Morretes e
Pontal do Parana, ou seja, investigar se nesses colégios estdo presentes materiais
didaticos manipulaveis que tenham como utilidade principal facilitar o ensino da
algebra (ou que possam ser direcionados de alguma forma para esse fim) e se/como
os professores estao utilizando esses materiais.

Para cumprir com tal objetivo, pretende-se aprofundar a pesquisa bibliografica
para que se possa dar inicio as investigagdes nos colégios conhecendo: a) a relagédo
entre o concreto e o abstrato no ensino da matematica; b) a(s) caracterizagao(des)
dos materiais didaticos manipuldveis; e c) a concepgdo de Algebra e Pensamento
Algébrico sob a ¢tica de diversos autores.

Apds, tem-se a etapa da pesquisa de campo onde sera realizada a investigacao
nos colégios: quais MDM seréo observados e considerados como possiveis de serem
utilizados no ensino da algebra, a aplicagdo de um questionario aos professores sobre
0 Uso e a percepgao desses materiais no ensino da algebra e da matematica em geral.

Por fim, os dados obtidos serdo organizados e analisados para posterior
divulgagao dos resultados em eventos cientificos académicos de pesquisa e na forma
de artigo.
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Resumo

Este trabalho socializa uma experiéncia desenvolvida por um estudante de Licenciatura em
Matematica, no contexto do Estagio Supervisionado, com duas turmas do terceiro ano do Ensino
Médio. A proposta teve como objetivo revisar contetidos relacionados a Equacgdo do Primeiro Grau,
no ambito da disciplina de Recomposicéo de Aprendizagem de Matemaética, por meio da utilizagdo de
jogos matematicos. Inicialmente, realizou-se a retomada de conceitos matematicos, como expressoes
algébricas, variaveis, valor numérico e equacdes e, em seguida, foi desenvolvido o jogo Dominé de
Equacdes, como estratégia pedagogica para promover o raciocinio légico, a tomada de deciséo e a
interagdo entre os estudantes. A dinamica foi estruturada em etapas que envolveram a revisdo dos
contetidos, apresentacdo do material, explicacdo das regras, desenvolvimento do jogo, socializagao
das estratégias e sistematizagdo dos conhecimentos. A avaliagdo realizou-se de maneira formativa,
com base na observacdo da participagdo, do engajamento e das estratégias mobilizadas pelos
estudantes durante a dinamica. Os resultados evidenciaram avangos na compreensdo dos conceitos
algébricos, principalmente na manipulagéo de termos e no uso de operacdes inversas para resolugio
de equagdes, contemplando a redugdo de erros recorrentes, como equivocos de sinais e operacdes
inadequadas para o contetdo. O uso de jogos, aliado a mediacéo pedagdgica, configura-se como
uma estratégia eficiente para a reviséo de conceitos algébricos, contribuindo para o desenvolvimento
do raciocinio légico, da comunicagdo, da colaboracdo e da autoconfianga dos estudantes da
Educacgéo Basica, favorecendo uma aprendizagem matematica contextualizada e interativa.

Palavras-Chave: Algebra, Aprendizagem, Educac&o Bésica, Jogos, Metodologia.

Introducéo

O ensino de Algebra na Educacio Basica tem sido marcado por desafios
recorrentes, especialmente no que se refere a compreensdo conceitual e ao
engajamento dos estudantes no processo de aprendizagem (Silva, 2013). Diante
das dificuldades presentes na assimilacdo de conteddos matematicos, com
destaque para os conceitos algébricos, torna-se necessaria a utilizagdo de
metodologias que promovam um aprendizado matematico dinamico e articulado ao
cotidiano dos estudantes. Superar a tradicional visdo da Algebra como um conjunto
abstrato de letras e regras de memorizagdo mecanica exige a ado¢do de praticas
diferenciadas, de forma a contribuir com o aprendizado matematico em sala de aula.

! Graduando em Licenciatura em Matematica. Universidade Tecnoldgica Federal do Parana (UTFPR).
2 Docente de Matematica. Secretaria Estadual de Educag3o do Parana (SEED-PR).
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O presente trabalho caracteriza-se como um relato de experiéncia desenvolvido
na disciplina de Estagio Supervisionado na Educagdo Bésica por um estudante de
Licenciatura em Matematica da Universidade Tecnolégica Federal do Parana
(UTFPR), Campus Curitiba. A interacdo pedagogica foi desenvolvida no primeiro
semestre de 2025, em duas turmas do terceiro ano do Ensino Médio do Colégio
Estadual Civico-Militar Dias da Rocha, situado no municipio de Araucaria (PR). A
acdo esteve inserida no contexto da disciplina de Recomposicdo da Aprendizagem
de Matematica, cuja finalidade pedagdgica consiste na retomada, no fortalecimento
e na revisdo de conteldos relacionados ao campo matematico que ndo foram
plenamente assimilados no decorrer do percurso educacional dos estudantes.

Durante o periodo de acompanhamento da pratica docente, compreendeu-se a
relevancia de proporcionar momentos dedicados a retomada dos conteidos
algébricos, especialmente no que se refere a compreensao conceitual e aos
procedimentos de resolugdo da Equagdo do Primeiro Grau. ldentificou-se a
oportunidade de reforcar aspectos relacionados ao tema, tais como a articulagao
entre operacdes basicas, o uso de operages inversas, a utilizacdo de propriedades
matematicas e o isolamento da incdgnita. Diante desse cenério, e atendendo a uma
solicitagdo do docente supervisor do Estagio Supervisionado, que, por sua vez,
sugeriu a elaboracdo de uma dinamica baseada em um jogo mateméatico voltado
para a revisao de conceitos algébricos de forma pratica e interativa, estruturou-se
uma proposta pautada no recurso lidico envolvendo o jogo classico do dominé. A
escolha da metodologia fundamentou-se no potencial dos jogos de integrar
elementos ludicos ao desenvolvimento do raciocinio l6gico e analitico, estimulando a
cooperacéo e a aprendizagem colaborativa entre os estudantes do Ensino Médio.

A interacdo pedagogica foi estruturada no formato de uma acéo didatica dividida
em dois encontros complementares, articulando momentos teéricos e praticos em
sala de aula. O planejamento, a elaborac@o dos materiais, a selegcao do repertorio de
equacgbes, a definicdo das regras e o estabelecimento dos encaminhamentos
metodolégicos foram conduzidos pelo estudante de Licenciatura em Matematica
com as orientacdes e as revisdes do docente supervisor. O recurso pedagdgico
utilizado consistiu na organizacéo do jogo intitulado de Domind de Equacdes, cujas
pecas foram produzidas manualmente em papel cartdo no formato retangular, similar
ao proprio dominé. De um lado da pega, apresentava-se uma Equacédo do Primeiro
Grau e, do outro, uma respectiva solugdo ou uma expressao algébrica equivalente.
Visando contemplar os diferentes niveis de conhecimento das turmas, a selecéo das
equagbes abrangeu gradagBes variadas de complexidade, assegurando a
participagdo dos estudantes na dindmica feita em sala de aula. O desenvolvimento
ocorreu de forma sequencial em dois encontros no periodo matutino em cada turma.

No primeiro encontro, a etapa iniciou-se por meio de uma contextualizagdo
sobre a aplicabilidade das equagdes na resolucdo de problemas do cotidiano. Em
seguida, realizou-se a exposi¢cdo dialégica dos conceitos-chave, abordando a
definicdo de equagdo, a nogdo de incognita, as propriedades matematicas, o
conceito de igualdade e de variavel e o emprego das operacdes inversas,
acompanhados de resolucdo de exemplos e esclarecimento de dividas dos
estudantes. Ao término do encontro, foram apresentadas as regras, 0s objetivos do
jogo Dominé de Equagles, familiarizando previamente os estudantes com a
dindmica para otimizar o tempo didatico e direcionar o esfor¢o cognitivo do encontro
subsequente exclusivamente ao raciocinio algébrico e aos conceitos matematicos.

No segundo encontro, dedicado integralmente ao desenvolvimento do jogo,
iniciou-se com a reorganizagdo da turma em pequenos grupos e a distribuicdo dos
conjuntos do dominé. Sob a mediagéo continua do licenciando e o acompanhamento
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do docente supervisor, 0s estudantes resolveram as equagdes para associa-las as
respostas corretas, mobilizando propriedades algébricas e testando hipéteses.
Impasses conceituais e erros operacionais foram trabalhados de forma dial6gica
entre os pares e com a mediac¢do docente de forma pontual. Por fim, reservou-se um
momento para a socializagdo e a reflexdo coletiva, no qual os estudantes que
participaram da interacdo pedagogica verbalizaram as suas estratégias, analisaram
0s equivocos mais frequentes e exercitaram a metacogni¢édo, seguido por uma
sintese dos conteldos matematicos trabalhados e desenvolvidos nos encontros.

Resultados Principais

Durante as partidas do jogo Domindé de Equacgbes, observou-se uma
participagdo constante dos estudantes, impulsionada pelo carater colaborativo e
desafiador da proposta. O formato do jogo exigiu flexibilidade cognitiva, pois, a cada
jogada, os grupos precisavam testar diferentes hipdteses, avaliar expressdes
equivalentes e validar os resultados antes de “encaixar” as pegas correspondentes.
O processo exigiu a mobilizagéo constante de conhecimentos sobre propriedades da
igualdade, uso de opera¢des matematicas inversas e a manipulacéo de incégnitas.
Um dos aspectos observados durante a interagdo pedagogica foi a mudanca de
postura dos estudantes diante do erro. Equivocos frequentes, como falhas na regra
de sinais ou na inversédo de operag8es ao isolar a varidvel, emergiram naturalmente
durante as jogadas. Em vez de gerarem frustracdo, esses impasses foram
ressignificados, ou seja, o compartilhamento de ideias entre os proprios integrantes
do grupo, aliado a mediacao dialégica docente, transformou o erro em um ponto de
partida para a reflexdo e a compreenséo do saber e dos conceitos matematicos.

No momento de socializagdo e reflexdo coletiva ao final da interagdo, a
verbalizacdo das estratégias utilizadas permitiu aos estudantes exercitarem a
metacognicao, tornando-os conscientes de seus proprios processos de raciocinio. A
sintese final, apresentada pelo licenciando, consolidou os aprendizados,
evidenciando que a articulacdo entre a revisdo tedrica e o jogo didatico promoveu
tanto o fortalecimento dos contetdos algébricos quanto do desenvolvimento do
pensamento critico, da autonomia e da cooperagéo em sala de aula. A realizacdo da
interacao pedagodgica no contexto do Estagio Supervisionado evidenciou que a
utilizacdo do jogo Dominé de Equagdes, articulada a uma etapa de reviséo tedrica
direcionada, constitui uma estratégia metodolégica eficaz para contribuir com a
disciplina de Recomposicdo da Aprendizagem de Matematica. A proposta atingiu os
objetivos ao minimizar as lacunas identificadas na resolucdo de Equagbes do
Primeiro Grau, promovendo uma revisdo e uma retomada dos conceitos algébricos.

Para Lemes, Cristévdo e Grando (2024), durante a participacdo em jogos
matematicos, os estudantes sdo mobilizados a interpretar, argumentar, justificar e
tomar decisdes, exercitando conhecimentos e habilidades socioemocionais, como
cooperacao, comunicacao e persisténcia. No entanto, € importante que o uso dos
jogos matematicos esteja associado a uma intencionalidade pedagégica e a
objetivos claros e bem definidos. Conforme complementa Silva et al. (2022), o jogo
ndo deve ser compreendido como um recurso meramente recreativo, mas deve ser
visualizado como um instrumento didatico e pedagdgico capaz de potencializar a
aprendizagem quando planejado de forma estruturada e orientada. Ao lidar com
regras, desafios e tomadas de decisdes inerentes ao jogo, 0s estudantes da
Educagdo Basica sao estimulados a identificar regularidades, testar hipoteses e
generalizar padrées, acdes cognitivas que constituem uma base para a Algebra.
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Resumo

Este trabalho apresenta as experiéncias e aprendizados adquiridos, por uma
licencianda em Matematica, durante o estudo sobre praticas de professoras
pedagogas que ensinam matematica nos anos iniciais da Educagdo de Jovens e
Adultos (EJA). O objetivo foi compreender como os docentes trabalham a
matematica nesta modalidade de ensino. A partir das analises de cortes de edigdes
anteriores da formagdo continuada “A matematica na Educagédo de Jovens, Adultos
e ldosos, foi possivel compreender que as docentes ressignificam os contetdos
matematicos, trazendo assuntos cotidianos, valorizando os saberes e experiéncias
dos/as estudantes e a cultura local. Foi possivel perceber que as praticas docentes
se aproximam dos territorios dos/as estudantes e contribuem com para repensarmos
nas matematicas dos cotidianos escolares.

Palavras-chave: Educagédo de jovens e adultos, Praticas docentes, Formacéo de
professores que ensinam matematica.

Introducgao

Compreender como os docentes ressignificam a matematica na EJA é de suma
importancia para que possamos dar visibilidade para seus mecanismos de atrair os
estudantes com os projetos. Com o material do curso de formagao continuada “A
matematica na educagéo de jovens, adultos e idosos”, foi iniciado um trabalho para
entender como podemos ensinar os conteidos dos anos iniciais em EJA sem que
ocorra a infantilizagdo do publico que este modelo de ensino atende. Foram
utilizados para a analise cortes das reunibes realizadas no curso, onde os docentes
apresentavam suas praticas. As praticas foram assistidas e organizadas em uma
tabela que indica suas principais caracteristicas e como o/a docente ressignificou o
conteudo proposto. O trabalho tem como objetivo compreender e identificar como é

*Universidade Federal do Parana. Licencianda em Matematica. Bolsista do projeto “Curriculos de
matematica da educagdo de jovens e adultos (EJA) no Brasil: A autoria docente desinvibilizada na
formagéo continuada de professores/as”.

2Universidade Federal do Parana. Doutora em Educagéo.
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realizado este processo de criagdo das praticas pedagogicas utilizando situagdes
cotidianas que se relacionam com a realidade daquela comunidade onde atendem.

Identificar as estratégias e autoria docentes nos curriculos pensadospraticos e
como relacionam o planejamento da aula com o que realmente acontece na
realidade da EJA. As analises foram realizadas e as informagdes organizadas em
uma tabela, onde comparamos as praticas e as estratégias utilizadas pelos docentes
que participaram do curso.

Resultados Principais

Foi possivel compreender, a partir das andlises das gravagdes das praticas
docentes, que em sua maioria, os/as docentes valorizam os saberes e experiéncias
dos/as estudantes, trabalhando assuntos cotidianos que refletem suas realidades e
necessidades.Conforme Fonseca (2005) “o desenvolvimento de projetos reais na
EJA, que partam de demandas identificadas pelos préprios estudantes, potencializa
0 engajamento com o conhecimento matematico”.

Diversas praticas docentes compartilhadas, com foco nos anos iniciais,
valorizam a interdisciplinaridade, trabalhando mais do que matematica, em particular
em praticas que tratam sobre a produgao de livros culinarios, em que a docente
trabalha matematica e lingua portuguesa de maneira acolhedora e afetiva, sendo
assim, atraindo os estudantes para a comunidade escolar.

Trabalhos interdisciplinares nos primeiros ciclos da Escola
Fundamental, tanto na EJA como no ensino para criangas, tém
encontrado um espago muito mais receptivo do que nos ciclos
seguintes. Ndo podemos considerar esse fato sem relaciona-lo
a formagdo dos educadores e a propria organizagao do
trabalho escolar que nos primeiros anos da escolarizagdo
apresenta uma rigidez muito menor... (Fonseca, 2005, p. 68).

Estas praticas que valorizam a cultura local sdo importantes para que a EJA seja
um lugar de acolhimento, onde os estudantes possam se sentir pertencentes e
assim ter uma trajetéria leve em sua formacdo. De acordo com Fonseca (2005, p.
70), “ao perceber que a escola ndo apenas aceita, mas valoriza os conhecimentos
que ele maneja com certa destreza, o aluno adulto se sente mais seguro, mais
integrado ao fazer escolar”.

Em wuma das praticas analisadas, intitulada “Matematica nos direitos
trabalhistas”, a professora utiliza de uma roda de conversa para tratar sobre direitos
trabalhistas e aproveitou dos holerites dos alunos para ensinar como calcular as
porcentagem daquilo que é descontado de seu salario e sobre como se organizar
utilizando tabelas de excel.

Nesta e em diversas outras praticas analisadas, observamos como o/a docente
utiliza de situacdes reais e atuais para que o estudante compreenda o conteudo e
consiga utiliza-lo em situagdes reais, como diz Fonseca (2005 p.78): “Na EJA,
aliam-se a necessidade dos alunos em adquirirem instrumental para resolver seus
problemas e a propria disponibilizagdo e diversidade de informagdes e recursos que
o proéprio aluno traz para a sala de aula, adquiridos em sua vivéncia social, familiar,
profissional, esportiva, religiosa, sindical etc.”
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Nesse contexto também estamos identificando como a afetividade e vinculo
podem ajudar no processo de ensino destes estudantes, a fim de ajudar os alunos a
se sentirem pertencentes ao ambiente escolar.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo detalhar a construgéo de médulos cruzados
topoldgicos e sua conexdo com ag¢des de grupos continuas; analisamos essa co-
nexdo por meio da agdo por automorfismos « : G — Aut(H) que da origem as
equagdes de estrutura de um mdédulo cruzado. Apds isso, mostramos como a
equivaléncia entre 2-grupos e médulos cruzados é preservada quando munimos
os grupos e os homomorfismos envolvidos de topologias compativeis.

Palavras-chave: mdédulos cruzados, agdes de grupo, grupos topoldgicos, 2-grupos,
categorias.

Introducao

A ideia central desta sec¢éo é discutir conceitos de grupos topoldgicos além de
exemplos ilustrativos. Em seguida, estudamos agdes de grupo continuas, isto é, agcdes
de grupos topolédgicos em espagos topologicos. Podemos definir tal agao:

Definicao 1. Seja G um grupo topoldgico e X um espago topoldgico. Entdo uma agdo
continua a esquerda de G em X é uma aplicagdo continua ¢ : Gx X — X, comumente
denotada por ¢(g, x) = gx, que satisfaz as seguintes propriedades:

* Bleg, @) =]
* 99091, ) = (g0, p(91,2));

Com estas definigdes apresentamos exemplos de agbes continuas de grupo, além
de definirmos espagos homogéneos e apresentar exemplos de tais espagos.
Alguns exemplos de agdes de grupo continuas incluem:

*UFPR. Bacharelado. Bolsista do PET Matematica.
TUFPR. Professor do Departamento de Matemética
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+ GL,(R) ~ R";

* Ou(R) ~ R

* GL,(R) ~ RP";

Agora, definimos um médulo cruzado:

Definicédo 2. [2] Um médulo cruzado é uma quadrupla (G, H, p,«) onde G e H séo
grupos comp : H — G e a : G — Aut(H) homomorfismos de grupo tais que satisfa-
zem:

* plag(h)) = gp(h)g™";

* a,(R') = hi'h™t, conhecida como Identidade de Peiffer.
Alguns exemplos de médulos cruzados incluem:

* (GL,(R),R™ p,a : GL,(R) ~ R) com p(v) = I,;

* (0,(R),{I,}), p, ) com p e o« homomorfismos constantes.

Agora, nos interessamos em colocar uma estrutura de grupo topoldgico nos gru-
pos, assim como nos homomorfismos, usados para construir o médulo cruzado.

Resultados Principais

Nesta se¢ao, a ideia central é colocar estrutura topolégica nos médulos cruzados,
isto é, todos os objetos envolvidos estao dentro da categoria de espagos topolégicos.
Assim, os grupos utilizados serao topolégicos, 0 homomorfismo de grupos p : H — G
serd continuo, e a agdo o : G — Aut(H) serd uma agao continua. Além disso, relem-
bramos a nogao de 2-grupos e a equivaléncia entre 2-grupos e médulos cruzados.

Sabemos que um 2-grupo pode ser definido como:

Definicdo 3. Um 2-grupo é uma categoria 9 = (G, G1, s,t,m,u,i) onde as colecoes
de objetos e morfismos G, e G, respectivamente, assim como os morfismos de estru-
tura s,t,m,u, i estdo na categoria Grp. O morfismo de estruturam : Gy x5: G; — Gy
deve satisfazer uma propriedade conhecida como Lei do Intercambio, que é dada pela
seguinte equacdo: m(f - f',g-¢') =m(f,g) - m(f',q).

Motivamos, brevemente, a equivaléncia entre essas estruturas: um 2-grupo € uma
categoria interna a categoria dos grupos, enquanto um médulo cruzado € uma apre-
sentacéo algébrica dessa estrutura por meio de dois grupos G e H, um homomorfismo
p: H— Geumaagdo a: G — Aut(H). A equivaléncia permite escolher a descricdo
mais conveniente: em um moédulo cruzado as condigdes aparecem como equagdes
explicitas, o que facilita calculos; em um 2-grupo a estrutura é mais categorica, o que
facilita interpretagdes e generalizagdes.

Teorema 1. As categorias 2Grp e X Mod, de 2-grupos e médulos cruzados respecti-
vamente, sdo equivalentes.

Apés isso, mostramos como esta equivaléncia se mantém quando adicionamos es-
trutura topoldgica nos objetos envolvidos, isto €, como todo médulo cruzado topologico
determina um 2-grupo topolégico e vice-versa.
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Transporte Paralelo e Curvatura
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Resumo

A proposta deste trabalho é explorar alguns conceitos fundamentais da Geo-
metria Diferencial, com foco especial no comportamento de vetores em espagos
curvos. Para ilustrar essa teoria de forma concreta, investigaremos a matematica
por tras do Péndulo de Foucault. Utilizaremos o péndulo como um meio para
compreendermos o conceito de transporte paralelo. Mostraremos que a rotagao
do plano de oscilagdo do péndulo, observada ao longo de um dia, ndo exige a
introdugdo de “forgas ficticias”comuns na mecénica classica, mas surge natural-
mente da restrigdo geométrica de transladar vetores sobre a superficie esférica da
Terra.

Palavras-chave: Geometria Diferencial, Transporte Paralelo, Péndulo de Foucault,
Espacos Curvos, Geodésicas.

Introducao

A Geometria Diferencial é a area da matematica que se preocupa em estudar as
propriedades de formas e espagos suaves, utilizando ferramentas do calculo e da
algebra linear. Em um espaco plano (como o plano euclidiano R?), transladar um vetor
de um ponto a outro mantendo “paralelo”a si mesmo é uma operagédo que independe
do caminho percorrido [2]. Porém, ao trabalharmos em superficies curvas, como a
esfera S?, o transporte paralelo de um vetor entre dois pontos depende da trajetdria
escolhida [2].

Um exemplo da dependéncia do caminho no transporte paralelo em nosso mundo
fisico € o Péndulo de Foucault. Na mecanica classica, o péndulo é geralmente anali-
sado a partir de um referencial em rotagao acoplado a Terra [3]. Como resultado, os
textos classicos introduzem a “forga de Coriolis”[3].

Nesta apresentacdo, seguimos uma abordagem geométrica alternativa, descrita
em Wonchoba (1990) [1]. Ao reconhecermos que o péndulo se move com restrigdo
adiabética sobre a superficie esférica terrestre, percebemos que o plano de oscilagao
nao estd apenas girando, mas sim sofrendo um transporte paralelo natural enquanto
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a Terra rotaciona em torno de seu proprio eixo [1]. Veremos que a defasagem angular
observada ap6s um dia é, na verdade, uma consequéncia direta da geometria da
superficie ao longo de uma latitude fixa [2, 1].

Analise Geométrica do Péndulo

Para entender o movimento geometricamente, seguimos a formulagao de Won-
choba (1990) [1], que propde inicialmente a visualizagdo de um argumento: o trans-
porte paralelo é modelado colocando um cone tangente a Terra na latitude # em que o
péndulo oscila. A geometria plana do cone desenrolado permite calcular visualmente
que a defasagem total apds uma rotagdo completa da Terra equivale a 27 sin(6) [1]. O
autor formaliza esse resultado utilizando os simbolos de Christoffel.

Introduzindo coordenadas curvilineas (¢;, ¢2) em S2, a métrica pode ser dada por
ds? = cos?(¢o)dp? + dg2 [2]. O transporte paralelo de um vetor X* ao longo de um
caminho restrito a essa superficie curva obedece a equagao diferencial:

dX' = -T}, X"da", (1)
onde os I | denotam os simbolos de Christoffel [2].

Com base nessa formulagao, apresenta-se o seguinte teorema, demonstrado por

Wonchoba [1]:

Teorema 1 (Wonchoba, 1990). Seja (*(t) o vetor que define o plano de oscilagdo do
Péndulo de Foucault em uma latitude constante § em S%. O plano de oscilagdo sofre
transporte paralelo ao longo da rotagdo da Terra e a sua variagdo no referencial do
corpo é dada por

d¢* = —T'5,dy° (7.

Apds 24 horas, o plano de oscilagdo sofre uma rotagdo total de 2 sin(6).

Ideia da Demonstragao (Segundo Wonchoba). Calculando os simbolos de Christoffel
para a esfera, determina-se que I'?; = cos(¢2)sin(¢e) € T1, = I}, = —tan(ds) [2].
Substituindo esses valores na equagao de transporte paralelo e restringindo o mo-
vimento a uma latitude constante ¢, = 6 com d¢, = 0, obtém-se um sistema de
equacoes diferenciais lineares [1]. A solug@o desse sistema fornece uma matriz de
rotagdo que, apos integrada por uma revolugao inteira na latitude, gira o vetor inicial
pelo angulo exato de 2 sin(f) [1]. O

Essa demonstracao mostra que as mudangas na oscilagdo acontecem unicamente
da restrigdo do movimento sobre uma superficie curva. Portanto, a defasagem angu-
lar diaria do plano de oscilagao do péndulo revela de maneira geométrica a curvatura
intrinseca da superficie terrestre, e consequentemente, permite determinar o raio da
Terra a partir da relagdo geométrica do cone tangente, e das observagdes do movi-
mento acumulado ao longo de uma revolugao completa.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o estudo do crescimento de grupos
finitamente gerados a partir de uma abordagem geométrica. Para isso, séo intro-
duzidos os grafos de Cayley, a métrica das palavras e a fungéo de crescimento.
Em seguida, sdo comparados exemplos que apresentam crescimento linear, qua-
dratico e exponencial. Por fim, destacam-se a conjectura de Milnor, o teorema de
Gromov sobre grupos de crescimento polinomial e a construgéo de Grigorchuk,
que forneceu o primeiro exemplo de crescimento intermediario. Com essa ana-
lise, busca-se mostrar como o crescimento de um grupo relaciona sua estrutura
algébrica com as propriedades geométricas de seu grafo de Cayley.

Palavras-chave: teoria geométrica de grupos, grafos de Cayley, crescimento de gru-
pos.

Introducao

A Teoria Geométrica de Grupos procura estudar propriedades algébricas por meio
de objetos geométricos. Nessa abordagem, um grupo finitamente gerado deixa de ser
visto apenas como um conjunto munido de uma operagao e passa a ser representado
por um espaco no qual se pode falar em caminhos e distancias. Um dos principais
objetos utilizados para construir essa relagédo é o grafo de Cayley [2, Secéo 7.9].

Seja G um grupo gerado por um conjunto finito e simétrico S, isto é, S = S~1. O
grafo de Cayley de G em relagéo a S, denotado por Cay(G, S), possui como vértices os
elementos de G. Dois vértices g e h sdo ligados por uma aresta quando existe s € S tal
que h = gs. Assim, multiplicar um elemento do grupo por um gerador corresponde a
percorrer uma aresta do grafo. Essa construgdo permite representar geometricamente
a estrutura algébrica de G.

*UFPR. Discente bolsista do Programa Institucional de Bolsas de Iniciagdo Cientifica (PIBIC).
TUFPR. Pés-Dra.
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O comprimento de um elemento ¢ € G, denotado por |g|s, € 0 menor nimero
de geradores necessério para escrevé-lo. A partir desse comprimento, define-se a
métrica das palavras

ds(g,h) =19~ hls.
Essa distancia coincide com o comprimento do menor caminho entre os vértices g e
h no grafo de Cayley. Em particular, a bola de raio n centrada no elemento neutro ¢ é
dada por
Bs(n) ={g € G : ds(e,g) <n}.

Essa interpretagdo conduz naturalmente a fungéo de crescimento de G em re-
lagédo a S, denotada por ;s Ou g, caso o conjunto de geradores seja claro pelo
contexto:

v6,s(n) = card Bg(n).
Essa fungdo conta quantos elementos se encontram a uma distancia menor ou igual
a n do elemento e. Surge, entdo, uma questdo importante: com que velocidade a
quantidade card Bs(n) aumenta quando n cresce? Embora a fungao dependa do con-
junto de geradores escolhido, seu tipo assintético de crescimento ndo depende dessa
escolha [3, Secéo 6.2].

Resultados Principais

Os exemplos mais simples ja revelam comportamentos diferentes. Para Z com os
geradores {+1}, o grafo de Cayley é umareta e

A!/Z(n’) =2n+1,

de modo que o crescimento € linear. Para Z* com os geradores usuais, o grafo forma
uma malha no plano e
yz2(n) = 2n% + 2n + 1,

o que fornece crescimento quadratico. Ja& o grupo livre em dois geradores, F», =
({a*1, b*1}), possui um grafo de Cayley que é uma arvore 4-regular. Nesse caso,

R(n)=2-3"—1,

e o crescimento é exponencial. Geometricamente, a diferenga ocorre porque a reta,
a malha e a arvore oferecem quantidades muito distintas de novos vértices a medida
que o raio da bola aumenta.

Esses, bem como outros exemplos classicos de grupos, podem sugerir dois com-
portamentos principais: o crescimento polinomial, presente em Z e Z?, e o crescimento
exponencial, observado em F»,. Em 1968, John Milnor formulou uma questéo que ori-
entou grande parte do desenvolvimento da teoria [1, p. 236].

Conjectura (Milnor, 1968). O crescimento de um grupo finitamente gerado é sempre
polinomial ou exponencial.

Negar a conjectura seria encontrar um grupo cuja fungdo de crescimento fosse
mais rapida que qualquer polindbmio e, ao mesmo tempo, mais lenta que qualquer
fungéo exponencial.

Um resultado decisivo apareceu em 1981, quando Mikhail Gromov caracterizou os
grupos de crescimento polinomial [2, Teorema 16.1].
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Teorema 1 (Gromov, 1981). Se G é um grupo finitamente gerado com crescimento
polinomial, entao G é virtualmente nilpotente.

A pergunta de Milnor recebeu uma resposta negativa nos trabalhos de Rostislav
Grigorchuk, no inicio da década de 1980. Grigorchuk construiu um grupo finitamente
gerado cujo crescimento é mais rapido que qualquer polindmio e mais lento que qual-
quer exponencial. Surgia, assim, o primeiro exemplo de crescimento intermediario
[2, p. vi]. Esse resultado mostrou que os possiveis comportamentos da fungao de
crescimento ndo se limitam a ser apenas polinomial ou exponencial.

A funcéo de crescimento torna-se, portanto, uma ponte entre algebra e geometria:
propriedades abstratas do grupo passam a ser investigadas por meio da forma e da
expansao de seu grafo de Cayley.
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Resumo

Este trabalho investiga o monopdlo magnético de Dirac como motivagéo e
exemplo paradigmatico para a formulagdo geométrica de teorias de calibre em ter-
mos de fibrados principais. Partimos da observagéo de Dirac de que as equagdes
usuais de Maxwell exibem uma assimetria conceitual e de que, ao admitir uma
carga magnética pontual (um monopolo), o campo correspondente ndo pode ser
descrito por um potencial globalmente bem definido. Essa obstrugdo manifesta-
se, na linguagem classica, pela necessidade de introduzir potenciais locais A,
em abertos que recobrem o espago, relacionados por transformagdes de calibre
nas intersegdes; € nesse contexto que surge a chamada “corda de Dirac” como
artefato de trivializagdo. Tal fendbmeno evidencia que a estrutura matematica ade-
quada para descrever o monopélo — e, de modo mais geral, campos de gauge —
é a de um fibrado principal munido de uma conexao.

Palavras-chave: Fibrados principais, conexdes, Transformagao de calibre, Teorias de
calibre, Monop6lo magnético.

Introducao

As equagdes de Maxwell constituem um dos exemplos mais importantes de unifica-
¢ao na histéria da Fisica, ao estabelecerem uma descricdo comum para os fendmenos
elétricos e magnéticos. Em sua formulagao usual, os campos elétrico e magnético, E
e B, sdo determinados pelas distribuicdes de carga e corrente e satisfazem, em uni-
dades gaussianas e tomando ¢ = 1[4, p. 7],

V- E = drp, vxE+ B,

ot

5E (1)
V-B=0, VxB- o= 4.

*UFPR. Graduando em bacharelado em fisica. Voluntario do Programa de Voluntariado Académico
TUFPR. Professor do Departamento de Matematica.
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onde p e J representam, respectivamente, a densidade de carga elétrica e a densidade
de corrente.

Apesar do sucesso da unificagao, a teoria apresenta uma assimetria com relagao
aos campos. A condigdo V - B = 0 exclui, a priori, a existéncia de fontes de carga
magnética pontuais (monopoélos), em contraste com o caso elétrico, onde é possivel
observar experimentalmente fontes de carga elétrica positivas e negativas.

Essa assimetria chamou a atencdo de Dirac, que, em 1931, prop6s a existéncia
hipotética de uma particula portadora de carga magnética, o monopolo magnético. A
introducéo dessa fonte permitiria estender as equagdes de Maxwell de modo a tra-
tar eletricidade e magnetismo de maneira mais simétrica. Além disso, Dirac mostrou
que a existéncia de um monopolo esta relacionada a quantizagdo da carga elétrica,
estabelecendo uma condigdo de consisténcia quantica entre as cargas elétrica e mag-
nética.

O monopolo magnético também revela aspectos geométricos ndo evidentes na
formulagédo usual do eletromagnetismo. Embora o campo magnético possa ser de-
finido regularmente fora da posi¢do do monopolo, ndo é possivel escolher um Unico
potencial vetorial A, definido globalmente, que reproduza esse campo sem introduzir
uma singularidade. E necessario, portanto, introduzir potenciais definidos localmente
e relacionados por transformagdes de calibre.

A consisténcia dessa construgdo impde uma condicdo sobre as cargas elétrica
e magnética, conhecida como condi¢cdo de quantizagdo de Dirac. Essa construcdo
fornece uma motivagéo natural para a descricdo do eletromagnetismo em termos de
fibrados e conexdes, perspectiva que sera explorada neste trabalho.

Resultados Principais

Neste trabalho, formulamos o monopoélo de Dirac no contexto geométrico de te-
orias de calibre abelianas. Primeiramente, reescrevemos as equagdes de Maxwell
em linguagem de formas diferenciais no espago-tempo de Minkowski (R, (¢, z,y, 2)):
identificamos o campo eletromagnético com uma 2-forma F' € Q(R*) (cf.[2, §7.2]) e
expressamos as equagdes (no caso sem monopdlos) como

dF =0, d«F =4nJ,

onde  é o operador de Hodge associado a métrica e J € Q3(R?) é a corrente (cf.[3,
§4.7]). No caso sem monopo6los magnéticos, a condi¢ao dF = 0 implica, pelo lema de
Poincaré, que localmente existe uma 1-forma 4 € Q'(R*) tal que

F=dA,

interpretada como potencial de gauge. Entretanto, ao introduzir uma carga magnética
pontual, essa descri¢éo deixa de ser globalmente vélida:

Proposicao 0.1. Seja ' uma 2-forma fechada definida em R? \ {0}. Ent&o, em geral,
n&o existe uma 1-forma global A tal que F' = dA.

Em seguida, mostramos que, ao permitir uma carga magnética, o potencial de ca-

libre deixa de ser globalmente definivel: & necessario introduzir potenciais locais A,
em um recobrimento por abertos U,, relacionados por transformagdes de calibre nas
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intersegdes (cf. [1, §1.9.2 e §9.41]). O fendmeno historicamente descrito pela “corda
de Dirac” é, nessa perspectiva, um artefato associado a escolha de trivializagdes lo-
cais.

Teorema 1. Existe um fibrado principal
U(l) — P — S,
que pode ser realizado como a fibracao de Hopf
U@l) — 8% — 5%
Nesse fibrado, os potenciais locais A, sdo obtidos como pullbacks de uma 1-forma de
conexao global w € Q'(P) por segbes locais s, : U, — P, isto &,
Ay = siw.
Também analisamos a curvatura associada a conexdo e sua descrigao local. No
caso abeliano, a curvatura é representada localmente por
F =dA,,

e a quantizacao topolégica do fluxo
F

S'Z
identifica-se com o primeiro nimero de Chern do fibrado, codificando a carga mag-
nética. Essa quantizagdo fornece a ponte conceitual com a condigado de Dirac para o
acoplamento de particulas eletricamente carregadas, conectando unificagao, simetria
e topologia na formulagéo geométrica do monopélo.

Proposicdo 0.2 (Condigdo de quantizagao de Dirac). Seja P — S? o fibrado principal
U(1) associado ao monopdlo magnético e seja e a carga elétrica de uma particula
acoplada ao campo. Entéo, a consisténcia global do acoplamento implica

h
eg = %7 n ez, (2)
ou, equivalentemente,
h
g= n—, n € 2. (3)
2e

Assim, a quantizagdo da carga magnética — e, consequentemente, da carga elétrica
na presenga de um monopdlo — pode ser interpretada como consequéncia da estru-
tura topoldgica do fibrado cf.[1, §10.5.2].
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Resumo

Este trabalho apresenta um plano de estudo dirigido sobre a completude em
variedades Riemannianas, tendo como eixo central o Teorema de Hopf-Rinow. O
objetivo é investigar as conexdes entre a estrutura diferenciavel da variedade e
sua natureza como espago métrico. Através do estudo da aplicagao exponencial e
do Lema de Gauss, exploramos as equivaléncias entre a completude métrica e a
completude geodésica. Como resultado, discutimos propriedades globais funda-
mentais, especificamente a existéncia de geodésicas minimizantes unindo pontos
em variedades completas, estabelecendo uma base sélida para o estudo da geo-
metria riemanniana global.

Palavras-chave: Geometria Riemanniana, Hopf-Rinow, Variedades Diferenciaveis

Introducao

A Geometria riemanniana representa uma evolugédo natural do calculo diferencial
em espagos euclidianos para estruturas geométricas mais abstratas e curvas. O ponto
de partida fundamental é a introdugdo de uma métrica riemanniana — um produto in-
terno que varia suavemente em cada espago tangente — permitindo que conceitos
métricos classicos, como comprimento de arco e angulo, sejam definidos em varie-
dades diferencidveis. Neste estudo, o conceito de geodésica desempenha um papel
central. As geodésicas sao curvas que satisfazem uma equagédo diferencial de se-
gunda ordem e que, localmente, minimizam a distancia entre pontos, funcionando
como as "retas” desses espagos curvos.

Sendo assim, surge um problema central de natureza global: sob quais condi¢des
podemos garantir que a geometria da variedade seja "bem comportada“ em toda a
sua extensdo? Em espagos métricos gerais, a nogado de completude (toda sequéncia
de Cauchy converge) é puramente métrica. Contudo, em variedades Riemannianas, a

*UFPR. Graduando em bacharelado em matematica. Bolsista pelo PET matematica.
TUFPR. Doutor em Matematica.
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completude assume uma faceta geométrica interessante. O Teorema de Hopf-Rinow
surge como o resultado fundamental que unifica essas visdes, estabelecendo que
a completude métrica é equivalente a completude geodésica — ou seja, a capaci-
dade de estender geodésicas indefinidamente. Este trabalho dedica-se ao estudo
rigoroso deste teorema e de suas ferramentas acessorias, como a aplicagao exponen-
cial (entendida como definida em [2]) e 0 Lema de Gauss. A investigagao proposta
nao apenas fundamenta a compreensao sobre a existéncia de geodésicas minimizan-
tes globais, mas também estabelece o alicerce necessario para estudos avangados
em variedades de curvatura limitada e a relagédo entre a forma (topologia) e a métrica
(geometria) de uma variedade.

Resultados Principais

O desenvolvimento deste trabalho estrutura-se na demonstracédo e analise das im-
plicagcdes do Teorema de Hopf-Rinow. Os principais resultados teéricos a serem ex-
plorados incluem:

+ Caracterizacdo da Completude: A demonstracéo de que a completude de uma
variedade Riemanniana como espaco métrico é equivalente a sua completude
geodésica.

+ Propriedades da Aplicagcédo Exponencial: A verificacdo de que, em variedades
completas, a aplicagdo exponencial estd definida em todo o fibrado tangente,
permitindo mapear propriedades do espacgo euclidiano tangente para a varie-
dade de forma global.

+ Existéncia de Geodésicas Minimizantes: A prova de que, para quaisquer dois
pontos em uma variedade Riemanniana completa e conexa, existe pelo menos
uma geodésica cujo comprimento é igual a distancia entre esses pontos.

» Conexao Topologia-Geometria: A caracterizagdo total dos subconjuntos com-
pactos de uma variedade riemanniana completa.

Isso pode ser resumido no seguinte teorema (enunciado de acordo com [1]):

Teorema 1 (Hopf-Rinow). Sendo M variedade Riemanniana com p € M, sdo equiva-
lentes:

* exp, esta definida em todo T,M ;
» Os limitados e fechados de M sao compactos;

* M é completa como espago métrico;
Além disso, sendo M conexa, cada uma das afirmagbes anteriores implicam em:

* Paratodo q € M existe uma geodésica v ligando p a q tal que ((~) = d(p,q), com
{(~y) denotando o comprimento da curva .
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar as principais propriedades do plano
hiperbdlico e de suas isometrias, com énfase no Teorema de Poincaré. A Geome-
tria Hiperbdlica difere da Geometria Euclidiana devido a sua métrica, o que torna
suas isometrias distintas em propriedades e aplicagdes. Destaca-se o estudo dos
grupos Fuchsianos, subgrupos discretos do grupo de isometrias que preservam
a orientagéo do plano hiperbdlico, com relevancia em areas como Andlise, Teoria
dos Numeros e Topologia, além da Geometria Diferencial. No caso de grupos infi-
nitos, verificar a discretude €, em geral, uma tarefa nao trivial. Durante a Iniciagéo
Cientifica, foram estudados os conceitos necessarios para demonstrar o Teorema
de Poincaré, que fornece condigdes para a construgdo de grupos Fuchsianos a
partir de um poligono hiperbdlico e emparelhamentos apropriados de seus lados.

Palavras-chave: Transformagcé@o de Mobius, Grupos Fuchsianos, Teorema de Poin-
caré.

Introducao

O quociente do plano hiperbdlico por um grupo Fuchsiano origina, sob algumas
condigbes, uma superficie hiperbdlica. Informagdes importantes do ponto de vista
topolégico e métrico dessa superficie podem ser descritas a partir da assinatura do
grupo, um conjunto de dados determinado por sua estrutura algébrica (ver [1]). O
trabalho de Poincaré foi muito importante para o estudo desses grupos. Uma condigao
adicional adotada por muitas referéncias e que torna a demonstragcao do Teorema de
Poincaré mais simples, é a convexidade do poligono em questédo. No projeto de IC,
foi estudado o trabalho de Maskit [2], no qual essa demonstragao € mais completa e
permite aplicar o teorema em um contexto geral.

*Universidade Federal do Parand. Graduando em Matematica. Bolsista do Programa PICME.
TUniversidade Federal do Parana.
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Resultados Principais

Na Geometria Hiperbdlica, o plano hiperbélico pode ser representado pelo disco
de Poincaré D, cuja fronteira sera denotada por oD. Ele é o circulo unitario no plano
complexo, onde a métrica é definida a partir do comprimento hiperbdlico de caminhos:

tolo) = [ T Ol

Por conta disso, as isometrias identificadas por v sao definidas da seguinte forma:

Vo) = BB G sec, JaP 18P > 0.
Bz +a

Definimos Grupos Fuchsianos como subgrupos discretos do grupo formado por
essas isometrias. A estrutura de um grupo fuchsiano pode ser determinada por seus
geradores e relagdes. Dado um grupo fuchsiano T', um subconjunto P ¢ D é um
dominio fundamental de I" se v, (P) Ny2(P) = () para todos 1,72 € ' com v, # 2 €

U 'y(P) =D.

yel’

Uma maneira usual de obter dominios fundamentais é através da construgéo de poli-
gonos de Dirichlet [1, Capitulo 3].

O teorema a seguir fornece uma maneira de fabricar exemplos de grupos fuchsi-
anos, para os quais um dominio fundamental é naturalmente exibido. Tanto a cons-
trugao de exemplos quanto a exibigdo de dominios fundamentais para um dado grupo
sdo tarefas geralmente nao triviais.

Teorema 1 (Poincaré). Considere um poligono hiperbdlico aberto P de n lados e drea
finita. Suponha que haja transformagées de Mdbius, -, tais que pares de lados de P
sejam associados, i.e., se s for um lado, existem v € Isom(D) e um lado s’ de P tais
que ~(s) = ¢, e para cada lado s existe uma vizinhanga V tal que v(V N P)N P = {).

Assuma que cada vértice = € D respeita a condigdo do ciclo eliptico, que diz que:
se a soma dos dngulos de vértices num mesmo ciclo é S, entao existe m € Z tal que
S -m = 2x, e cada vértice = € JD respeita a condigao do ciclo parabdlico, dada por
uma restricao em transformagées associadas a ciclos de vértices ideais do poligono.

Entao, o grupo T" formado pelos geradores ~ e relagbes dos ciclos elipticos é Fu-
chsiano e o poligono P é um poligono de Dirichlet de T .

Para demonstrar esse teorema, constréi-se um espaco X = P x I', obtido colando
copias de P indexadas pelos elementos do grupo gerado pelos ~;, respeitando os
emparelhamentos de lados. Considera-se P* como o quociente de P, pela relacéo de
equivaléncia = ~ 2’ se existir v € T tal que v(z) = 2/, com mapa quociente 7 : P — P*.
Definem-se entédo dois mapas:

q: X — P* e p: X — D,
sendo p(z,~) = v(z), construido colando as copias transladadas ~(P) dentro do plano

hiperbdlico, e ¢(z,7) = 7 (z).
As etapas centrais séo:

195



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

+ X é uma superficie: cada ponto de X possui uma vizinhanga homeomorfa a
um disco;

+ p € um homeomorfismo local: decorre da etapa anterior e do fato das isome-
trias ; serem homeomorfismos;

» p é sobrejetivo: usa-se conexidade por caminhos de D e o fato de p ser um
homeomorfismo local;

+ p é injetiva: seja B;(zo,t) a bola aberta de centro z, e raio t em D; defina-se
B, como 7 = sup{t | p~' bem definido em B,}. Por compacidade e continui-
dade, p~! também estara bem definida em B,. Usando o fato de que p é um
homeomorfismo local, é possivel estender a regido onde p~! esta bem definida,
contradizendo a hipétese de B, ser o supremo. Logo, p € injetiva e, portanto, um
recobrimento;

« conclui-se que T atua de forma propriamente descontinua com dominio funda-
mental P. Este fato é suficiente para garantir que o grupo é discreto.
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Resumo

A Teoria de Morse se preocupa em estudar as fungdes de Morse. Elas sdo
as melhores candidatas para extrair informagdes intrinsecas da geometria de uma
superficie. O Lema de Morse nos da uma forma bem conhecida do espago pré-
ximo dos pontos criticos enquanto o Primeiro Teorema de Morse mostra que longe
dos pontos criticos o espago assume uma forma simples. E, ainda, o Teorema do
Cancelamento nos diz que pontos de extremo e de sela consecutivos podem ser
simplificados. Com isso, vamos demonstrar o resultado classico de classificagao
de superficies regulares.

Palavras-chave: superficie regular, teoria de Morse, classificacdo de superficies, ge-
ometria diferencial.

Introducao

Nosso objetivo nesse trabalho é classificar as superficies regulares a menos de
difeomorfismo. Os modelos da classificagdo para superficies regulares serédo a esfera
To =S? C R% otoro Ty = T' C R3, as somas conexas 7,, C R® de n toros, o plano
projetivo P, = RP? C R* e as somas conexas P, C R* de n planos projetivos.

A principal ferramenta sera a teoria de Morse que tem como principal objeto as
fungbes suaves definidas na superficie com valores reais. Em especifico, estudamos
os pontos com certas propriedades dessas fungdes e vemos como eles influénciam a
geometria da superficie.

Definigdo. Dadas uma superficie regular M, uma fungdo suave f : M - Rep e M,
dizemos que p é um ponto regular de f se df, # 0 e, caso contrario, chamamos p de
ponto critico de f. No segundo caso, se det(Hess f(p)) # 0, entdo chamamos p de
ponto critico ndo-degenerado.

*UFPR. Discente da graduagao. Bolsista do PET Matematica UFPR.
TUFPR. Docente do Departamento de Matematica UFPR.
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Ps
N

Figura 1: Os pontos p; e p, séo de indice 0; p; € ps de indice 1; e p; de indice 2 da
funcao altura.

O resultado inicial & sobre a forma que a superficie toma em valores préximos de
pontos bons o suficiente.

Definicdo. Dada uma superficie regular M, uma fungéo suave f : M — R e um ponto
p € M, dizemos que uma parametrizacéo (U, ¢) em torno de p € uma parametrizacédo
de Morse se

foo(z,y) =+a® + +32.

Com isso, chamamos a quantidade de sinais negativos em f o ¢(x,y) de indice de p.
E, por bons o suficiente o seguinte lema esclarece o que queremos dizer.

Teorema (Lema de Morse). Dada uma superficie regular M, uma funcdo suave
f: M — Repe M, entdo f admite uma parametrizacdo de Morse em torno de
p se, e somente se, p € um ponto critico ndo-degenerado de f.

Uma demonstragdo para esse teorema pode ser encontrada em
Tavares (1979, p. 65). O teorema diz que do ponto de vista da fungéo, a superficie
tem formato bem definido e conhecido: um paraboloide ou uma sela. E essa é uma
das observagdes que carrega a principal intuicdo da teoria.

Definigdo. Dada uma superficie regular A/ e uma fungéo f : M — R, dizemos que f
€ uma fungao de Morse se todos os seus pontos criticos sdo ndo-degenerados. Mais
ainda, chamamos de ordenada se seus pontos criticos de indice 0 tem valor menor
que os de indice 1 que, por sua vez, s&o menores que os de indice 2.

Essas fungbes sdo as candidatas perfeitas para aplicar a teoria. Quando M é
compacta, seus pontos criticos sao isolados (Tavares, 1979, p. 63) e a condigao de
estarem ordenados é apenas por conveniéncia. Nao veremos nesse trabalho, mas
a mesma condi¢do de antes nos garante a existéncia de muitas funcdes de Morse
(Milnor, 1964, p. 36) que podem ser ordenadas (Tavares, 1979, p. 73).

Entdo, uma fungao de Morse admite, em cada um de seus pontos criticos, a forma
dada pelo Lema de Morse. Para um exemplo, veja a Figura 1.
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Resultados Principais

As demonstragdes para os seguinte teoremas podem ser encontradas no livro de
Tavares (1979).

Teorema (Primeiro Teorema de Morse). Dadas uma superficie regular compacta
conexa M e f : M — R uma fungdo de Morse e seja K uma componente conexa
de f~'([a,b]) que s6 contém pontos regulares, chame K, = f~'({c}) N K. Entéo,
obtemos os seguintes difeomorfismos

K, 2K, [fY(-00,a)) % f((-00,a))UK K=K, x [a,b].

Intuitivamente, o teorema nos diz que se ndo ha valores criticos entre dois valores
regulares entdo a topologia da superficie ndo mudou entre eles. Além disso, hd uma
certa localidade nesse resultado. Pode haver valores criticos nesse intervalo mas o
teorema ainda vale para aquelas componentes conexas que nao tem os respectivos
pontos criticos. A figura Figura 2a nos mostra um exemplo de onde aplicar esse teo-
rema.

Teorema (Teorema do Cancelamento). Dada uma superficie regular compacta e
conexa M e f : M — R uma fungdo de Morse ordenada, se f~([a,b]) s6 con-
tém pontos regulares a menos de p, € p; de indice 0 e 1, respectivamente, tais que
a < f(po) < f(p1) < b e que estdo na mesma componente conexa entdo vale o difeo-
morfismo
f7 (e, 0]) = f7H({a}) x [0,1].

Mais geral que o caso anterior, agora, permitimos pontos criticos contanto que eles

se cancelem, de certa maneira. Veja a Figura 2b para um exemplo intuitivo.

C

: Po

“ D1
(a) Seja f a fungdo altura, entédo (b) Nessa pré imagem de uma fungéo al-
F~Y([e1, c2]) ndo admite pontos criticos e, tura, temos exatamente um ponto de in-
logo, obtemos os difeomorfismos do Pri- dice 0 e um ponto de indice 1. Esses pon-
meiro Teorema de Morse. tos se cancelam, no sentido do teorema.

E concluimos com o resultado principal.

Teorema (Teorema de Classificacao). Toda superficie regular compacta e conexa é
difeomorfa a um dos modelos 7,, ou P,.
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Resumo

Neste trabalho exploramos o conceito de transformagdes de Mdbius e analisa-
mos algumas de suas propriedades fundamentais: tais fun¢cdes preservam circun-
feréncias e nogdes como simetria e orientagdo. Além disso, uma transformacéao
de Mébius é sempre uma composigao de translagdes, rotagdes, homotetias e in-
versoes.

Palavras-chave: plano complexo estendido, transformagao de Mébius, propriedades
geométricas.

Introducao

A nogéo de transformacédo de Mdbius foi introduzida pelo matematico e astrénomo
alemao August Ferdinand Mébius (1790 - 1868). A classe dessas fungdes é caracte-
rizada por uma estrutura que permite interpreté-la tanto algebricamente quanto geo-
metricamente.

Dentre algumas de suas aplicagdes, as transformagdes de Mdbius séo utilizadas
na Teoria de Grupos, na Geometria Complexa e na Fisica. Em particular, o interesse
deste trabalho é entender algumas propriedades geométricas de uma transformagao
de Mébius.

Como ¢ possivel verificar, translagdes, rotacdes, homotetias e inversdes sdo exem-
plos de transformagdes de Mébius. Mais que isso, dada qualquer transformagéao de
Mébius ela se decompde como composigao de fungbes desse tipo. Além disso, é
possivel verificar que essas transformagdes preservam circulos e também simetria e
orientagao.

“Universidade Tecnolégica Federal do Parand. Licenciando em Matematica.
TUniversidade Tecnolégica Federal do Parana.
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Resultados Principais

No plano complexo estendido C., = C U {oo} se definem as transformacgées de
Mébius.

Definigdo 1. Uma transformacéo de Mobius é uma aplicagdoT : C,, — C,, da forma

az+b
cz+d

T(z) =

em que a, b, c,d € C satisfazem ad — bc # 0.

A condigcéo ad — be # 0 garante que a transformagao seja nao singular. Além disso,
uma transformagao de Mébius admite transformacéao inversa, dada por

dz—1b
—cz+a

Outra propriedade conhecida é que a composigao de duas transformagdes de Mo-
bius resulta novamente em uma transformagao de Mobius. Devido a existéncia da
transformagao identidade e da inversa, essa propriedade faz com que o conjunto das
transformagdes de Mdbius ndo singulares forme um grupo com a composicdo como
sua operagéao [1].

Uma das propriedades fundamentais das transformagées de Mdbius é a possibili-
dade de decompor uma transformagao geral em uma composigao de transformagdes
mais simples [2]. Mais precisamente:

T72) =

Teorema 1. Toda transformagdo de Mdbius pode ser escrita como composicdo de
transformagdes dos seguintes tipos:

» Translagdo: > — = + 3;
* Rotacdo: z — oz, |o| =1;

* Homotetia: = — pz, p > 0;
- 1
* Inversgo: > — —.
V4

Essa decomposi¢do permite compreender o comportamento geométrico de uma
transformacao de Mdbius a partir dos efeitos individuais de translagées, rotagdes, ho-
motetias e inversoes.

As transformagdes de Mdbius apresentam propriedades que permitem compreen-
der como elas atuam sobre figuras e relacdes geométricas no plano complexo esten-
dido. Entre essas propriedades, destacam-se o comportamento das circunferéncias,
a preservagao da simetria e a preservagao da orientagao.

Teorema 2. Se T' é uma transformacdo de Mébius, entao T leva circunferéncia em
circunferéncia.

Nesse contexto, uma reta é considerada uma circunferéncia que passa pelo ponto
oo no plano complexo estendido. Portanto, uma transformacéo de Mébius pode trans-
formar uma reta em uma circunferéncia ou uma circunferéncia em uma reta.

Outro resultado importante € o seguinte:
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Teorema 3 (Principio da simetria). Se uma transformacao de Mébius T leva uma cir-
cunferéncia 'y sobre uma circunferéncia I'y, entao pontos simétricos em relagdo aT';
s&o transformados em pontos simétricos em relagdo aT's.

Essa propriedade mostra que uma transformagéo de Mdbius preserva uma relagéo
geométrica entre pontos, mesmo quando a prépria circunferéncia € modificada pela
transformacéo.

Podemos também discutir a no¢éo de orientagdo de uma circunferéncia.

Definicdo 2. Uma orientacdo de uma circunferéncia T’ consiste na escolha de um sen-
tido de percurso sobre ela. Equivalentemente, uma ordenagao de trés pontos distintos
(21,22, z3) pertencentes a I' determina uma das duas possiveis orientagbées da cir-
cunferéncia. Uma circunferéncia munida de orientagdo é chamada de circunferéncia
orientada.

A orientagdo escolhida determina os lados direito e esquerdo da circunferéncia; em
particular, para a orientagao anti-hordria, o interior da circunferéncia esta a esquerda
durante o percurso.

Finalizamos o trabalho com o seguinte resultado a respeito de orientagao.

Teorema 4 (Principio da Orientacéo). Sejam TI'; e I'y duas circunferéncias em C,,
e seja T uma transformacdo de Mébius tal que T(I'1) = T'5. Seja (z1,22,23) uma
orientagdo para I'y. Entdo, T leva o lado direito e o lado esquerdo de T'; sobre,
respectivamente, o lado direito e o lado esquerdo de T, com respeito a orientagdo
(T(Zl)7 T(Z‘Z)v T(Z3))'
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Resumo

O objetivo principal deste projeto é investigar propriedades aritméticas de cur-
vas elipticas tanto do ponto de vista teérico quanto utilizando ferramentas de com-
putagao cientifica como PARI/GP. Mais precisamente, utilizando técnicas da teoria
algébrica de nimeros, pretende-se obter uma melhor compreensao dos funda-
mentos da teoria de curvas elipticas definidas sobre corpos numéricos. Essa pos-
sibilidade se da pelo fato de que o conjunto dos pontos racionais de uma curva
eliptica pode ser munido de uma operacéo que o confere estrutura de grupo abe-
liano. O Teorema de Mordell-Weil afirma que este grupo € finitamente gerado
quando a curva eliptica é definida sobre um corpo numérico, como por exemplo,
o corpo dos numeros racionais. Este trabalho concentra-se em curvas elipticas
definidas sobre os nimeros racionais, pretendendo aplicar a teoria de curvas elip-
ticas na resolugao de equagdes diofantinas e explorar conexdes entre a teoria de
numeros e a geometria.

Palavras-chave: Curvas elipticas; PARI/GP; Teorema de Mordell-Weil.

Introducao

Problemas relacionados a teoria de curvas elipticas (que séo certos tipos de cur-
vas descritas por uma equagao polinomial de grau 3), remontam dos anos 200 a 300,
surgindo na obra de Diofanto de Alexandria, a quem se associa hoje as equagées di-
ofantinas. Entretanto, somente nos ultimos 150 a 200 anos é que as curvas elipticas
tém sido fortemente estudadas, o que levou a avangos significativos na compreensao
de problemas classicos em teoria de nimeros e impactos em diversas areas da mate-
matica. Alguns exemplos disso sdo a prova de Andrew J. Wiles [6] do Ultimo Teorema
de Fermat e o desenvolvimento da criptografia de curvas elipticas.

*UFPR. Estudante de graduagéo do curso de bacharelado em Matematica. Bolsista no PICME.
TUFPR. Doutora em Matematica.
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Ainda assim, muitos problemas envolvendo curvas elipticas permanecem em aber-
to, incluindo as famosas conjecturas de Birch & Swinnerton-Dyer e de Szpiro [4, Se-
¢oes VIIl.11 e C.16]. No ambito aritmético, boa parte das dificuldades envolvendo a
teoria de curvas elipticas esté relacionada a questdes algoritmicas/computacionais.
Uma pergunta natural é: é possivel resolver de maneira completa uma equagéao dio-
fantina de grau 3 em duas variaveis estudando sua curva eliptica subjacente? Alguns
resultados oferecem maneiras promissoras de atacar o problema, para o qual ndo foi
encontrada solugao na literatura. Neste trabalho, pretendemos explorar estas cone-
x0es de maneira tedrica e pratica.

Resultados Principais

Uma curva algébrica plana afim é um conjunto dos pontos do plano que satisfazem
uma equagao polinomial em duas variaveis. Comecemos estendendo essa defini¢éo:

Defini¢do 1. Seja K um corpo e F(X,Y, Z) um polindbmio homogéneo em K[X,Y, Z].
Uma curva algébrica projetiva (plana) definida sobre K é um conjunto do tipo

C={(X,Y,Z)eP% | F(X,Y,Z) =0}

onde P% denota o plano projetivo definido sobre o fecho algébrico de K. O grau de C
€ o grau do polinémio F.

De fato, esta definigao pode ser considerada uma extensao da primeira pois toda
curva projetiva tem “partes” afins: dividindo a equagao da curva projetiva por uma das
variaveis (assumindo que seja nao nula), obtemos uma nova equagao, que descreve
uma curva afim.

Uma classe particularmente interessante de curvas algébricas sdo aquelas cujas
derivadas parciais formais (ver [1]) do seu polinémio subjacente ndo se anulam si-
multaneamente em ponto algum. Isto permite dar uma nogao de tangéncia em seus
pontos. A essas curvas chamamos de ndo-singulares ou suaves.

Definigdo 2. Uma curva eliptica definida sobre K é uma curva algébrica de grau 3
definida sobre K, ndo-singular e que possui ao menos um ponto K -racional, i.e., um
ponto para o qual é possivel tomar as coordenadas homogéneas todas em K.

Um importante resultado sobre curvas algébricas conhecido como teorema de Bé-
zout [1] permite, por meio de uma constru¢gdo geométrica, munir o conjunto dos pon-
tos racionais de uma curva eliptica de uma operagdo que o confere uma estrutura
de grupo abeliano. Ainda mais, a equagéo que define uma curva eliptica pode ser
transformada através de mudancgas convenientes de variavel em uma forma simplifi-
cada, chamada forma de Weierstrass, o que simplifica consideravelmente os proble-
mas computacionais envolvendo curvas elipticas (ver [3] e [4]).

O resultado principal a ser apresentado é o teorema a seguir, que fornece mais
informagdes a respeito do grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica definida
sobre um corpo numérico:

Teorema de Mordell-Weil (ver [3] e [4]). O grupo E(K) dos pontos racionais de um
curva eliptica E definida sobre um corpo numérico' K = Q(0) € finitamente gerado.

"Pelo teorema do elemento primitivo (ver [5]), toda extenséo algébrica finita K/Q é simples, i.e. da
forma Q(#) com 6 € K. Além disso, podemos supor que # é um inteiro algébrico (ver [5]).
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Em particular, quando E é definida sobre Q, E(Q) é finitamente gerado. Este resul-
tado, histéricamente conhecido como Teorema de Mordell, é de extrema importancia
no estudo da aritmética das curvas elipticas, pois pode ser diretamente aplicado na
resolugdo de equagdes diofantinas de grau 3. Mais precisamente, unindo o teorema
a algumas ferramentas algébricas (e.g. teorema fundamental da estrutura de grupos
abelianos finitamente gerados) pode-se obter algoritmos que resultam, possivelmente,
em solugdes dessas equagoes.

Alguns calculos simples sédo suficientes para percebemos como a complexidade
das operagdes aumenta rapidamente em E(Q). Por isso, é desejavel utilizar um sis-
tema computacional capaz de operar adequadamente, como o PARI/GP. Durante o
desenvolvimento do projeto, isso foi essencial para encontrar exemplos que ilustras-
sem certos comportamentos caracteristicos acerca da estrutura de E(Q).

Por outro lado, o desenvolvimento de ferramentas embarcadas ao PARI depende
de um avango tedrico. Por exemplo, durante a pesquisa, ndo foi encontrado na lite-
ratura um método ou algoritmo dnico capaz de obter todos os geradores de E(Q) de
forma totalmente eficaz. Também néo é conhecido nenhum algoritmo semelhante para
determinar se uma dada curva clbica arbitraria possui ou ndo ponto racional. Por isso,
tais fungbes nao existem no PARI/GP. Na apresentacao, pretende-se abordar alguns
exemplos que ilustram as dificuldades em resolver problemas gerais nesta diregao.
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Otimizacao

Comissao Cientifica:
Em breve!
Banca Avaliadora:

Em breve!
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Otimizacao Irrestrita com Diferentes Métodos
de Busca Linear
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Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de algoritmos de otimizagédo conti-
nua focados no Método de Cauchy, também conhecido como método de maxima
descida. A pesquisa explora a implementagdo manual de rotinas de busca nao
linear, comparando a eficiéncia de métodos de busca exata (Segéao Aurea e Bis-
secdo) e inexata (Armijo). Através de simulagbes em MATLAB, avalia-se o com-
portamento de convergéncia de 33 fungdes-teste do conjunto proposto por Moré,
Garbow e Hillstrom [3], correlacionando o esforgo computacional com os métodos
de busca linear empregados.

Palavras-chave: Otimizagao Irrestrita, Método de Cauchy, Busca Linear, Condi¢ao de
Armijo, Segéo Aurea.

1. Introducao

O método de maxima descida (Cauchy) busca o minimo de uma fungao a partir de
um ponto inicial z, na diregdo oposta ao gradiente, d, = —V f(z;). O algoritmo segue
o procedimento iterativo:

1. Dado um ponto inicial z, e tolerancia ¢, calcule a diregdo de descida d, =

2. Se ||V f(zr)|| < €, 0 processo cessa; caso contrdrio, aplica-se a busca linear para
transformar o problema multivariavel em um unidimensional ao longo da diregao,
determinando um passo adequado ¢, > 0.

3. Atualiza-se a posigao por xy1 = xy + txdg, retornando ao passo 1.

208



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

‘ /
|
Figura 1: Trajetéria das iteragdes (adaptado de [6]).

A eficiéncia e o desempenho computacional do método dependem criticamente da
estratégia de busca linear, ou seja, do tamanho do passo ;. Assim, este estudo visa
analisar e comparar a robustez, o custo computacional e a trajetéria de convergéncia
do Método de Cauchy acoplado a diferentes métodos de busca linear.

Secdo Aurea

Busca o minimo baseando-se na hipétese tedrica de unimodalidade local da fungéao
ao longo da diregao de busca [6]. O intervalo é reduzido assimetricamente pela razao
aurea ¢ = ‘/52*1, avaliando dois pontos internos (u e v) para descartar subsegbes
que ndo possuam o minimizador, exigindo apenas uma nova avaliagio de f(x) por

iteracao.

b

Figura 2: Reduc&o do intervalo na Secdo Aurea (adaptado de [6]).

Bissecao

O método baseia-se no Teorema do Valor Intermediario a fim de encontrar a raiz
da seguinte derivada direcional:

(ﬂ(t) = Vf(xk + tdk)Tdk =0. (1)
Como a derivada no ponto inicial z; € sempre negativa (¢'(0) < 0), uma vez que
a direcédo é dada por d;, = —V f(xx), 0 método exige um intervalo inicial [a,b] onde

ocorra mudanga de sinal (¢/(a)¢'(b) < 0).

Caso a derivada em b também seja negativa, o limite b &€ expandido iterativamente
até cercar o minimo. Uma vez estabelecido o intervalo vélido, 0 método divide repe-
tidamente o intervalo ao meio, testando o sinal da derivada no ponto médio, até que
o tamanho do intervalo seja menor que a toleréncia ¢,, e o ponto médio final é entdo
adotado como o passo t.

*Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
TUniversidade Tecnolégica Federal do Parana.
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Condicao de Armijo

Este método se baseia em uma reducéo suficiente da fungao ao longo desta dire-
¢ao e ndo na minimizagao exata como as duas outras buscas. Para tanto, é exigido
que o tamanho do passo encontrado t fornega uma redugéo suficiente, de acordo com
a seguinte condigao :

fap + tdy) < f(aw) + 0tV f (@) d.

Com 7 € (0,1), a cada iteragdo dessa subrotina o tamanho do passo é reduzido por
um fator a.

Resultados Principais

A eficiéncia nos 33 problemas da cole¢gdo MGH [3] foi comparada usando o Perfil de
Desempenho de Dolan e Moré (2002) com base no tempo de CPU. Os testes numé-
ricos foram executados no software MATLAB R2025a [5] em um processador Intel(R)
Core(TM) i7-1165G7 com 8 GB de RAM. A métrica p,(7) indica a fragéo de problemas
resolvidos pelo método s hum tempo até = vezes o do algoritmo mais rapido:

ps(T) = Lsize{p €EP:rps <7}
Np

Perfil de Desempenho de Dolan e Moré

° ° ° ° °

p(n) (Fragdo de Problemas Resolvidos)
°

0 5 10 15
T (Tempo Relativo)

Figura 3: Andlise de Desempenho (Perfil gerado no ambiente MATLAB).

Nesse trabalho foram considerados os seguintes parametros:

Cauchy: e = 10~° e um limite maximo de 10° iteragGes globais.

Secéo aurea: ¢, = 107° e limite de 10° iteragdes internas.

Bissegéo: ¢, = 107° e limite de 10° iteragdes, com limite de expansao de 10° pas-
SOS.

Condigéo de armijo: a = 0.5, = 10~* e limite de 50 iteragGes internas.

O perfil de desempenho revelou que os algoritmos dependem fortemente da es-
colha dos parametros. O método da bissegao para esses parametros adotados se
mostrou o0 mais rapido e mais eficiente, O uso da tolerancia de 10~¢ nos intervalos das
buscas exatas foi 0 que ajudou a resolver mais problemas com a bissegdo. Dentre
0s 6 que nao convergiram com nenhum método, o problema de Watson foi o que deu
mais trabalho, exigindo muito tempo de processamento. Por sua vez, o Método de
Cauchy se mostrou simples e facil de aplicar. Futuramente, a ideia é conseguir usar
essas técnicas de otimizacdo em problemas de fisica.
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Resumo

O problema da Braquistocrona, proposto por Johann Bernoulli em 1696, ques-
tiona qual curva, em um plano vertical unindo dois pontos néo alinhados horizontal
nem verticalmente, permite que uma particula sujeita apenas a gravidade percorra
o trajeto no menor tempo possivel. Historicamente, sua resolu¢édo analitica marcou
a transicéo do calculo diferencial classico voltado a busca de extremos escalares
de fungoes fixas para o Célculo das Variagdes, disciplina que investiga extremos
de funcionais definidos sobre familias inteiras de curvas, consolidando posteri-
ormente o Principio da Minima Ag¢do na Mecénica Analitica. Embora solugoes
geométricas tenham sido apresentadas ja em 1696, o formalismo variacional pro-
priamente dito s6 foi sistematizado décadas mais tarde por Euler, oferecendo um
caminho analitico distinto e mais geral. Este trabalho retoma o problema da Bra-
quistécrona sob a ética estritamente variacional: a partir da modelagem cinema-
tica do tempo de percurso como um funcional integral e da aplicagdo da Equagéao
de Euler, demonstra-se analiticamente que a curva extremal coincide com um arco
de cicloide. Em seguida, para classificar rigorosamente essa extremal como um
minimizador forte, complementa-se a andlise verificando as condi¢des de segunda
variagdo através do critério de Legendre e do Teorema de Jacobi., recorrendo a
Condigdo de Legendre que exige a ndo negatividade da segunda derivada par-
cial do integrando em relagdo a 4’ e ao Teorema de Jacobi, como critério analitico
complementar.

Palavras-chave: Braquistécrona; Célculo das Variagdes; Cicléide; Otimizagao; Meca-
nica Analitica..
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Introducao

O termo Braquistocrona deriva do grego brachistos (o mais curto) e chronos (tempo),
designando o problema proposto por Johann Bernoulli em junho de 1696 (Bernoulli,
1696). O desafio consistia em determinar, entre as infinitas curvas planas que unem
dois pontos nao alinhados horizontal nem verticalmente, aquela que minimiza o tempo
de descida de uma particula sujeita exclusivamente a gravidade. Bernoulli langou o
problema como teste a comunidade cientifica de sua época, e solugdes independen-
tes foram apresentadas nos meses seguintes por Isaac Newton, Gottfried Leibniz e
Jakob Bernoulli, todas demonstrando geometricamente que a curva 6tima € um arco
de cicléide. Até entéo, o calculo diferencial recém-criado limitava-se a busca de pon-
tos extremos isolados de fungdes fixas. O problema da Braquistécrona exigiu um
raciocinio radicalmente distinto: o objeto da otimizagao deixou de ser um valor esca-
lar associado a uma fungéo para tornar-se a prépria curva, escolhida dentro de uma
familia infinita de trajetorias possiveis. Essa necessidade impulsionou o nascimento
de uma area inteiramente nova da Matematica, batizada posteriormente por Euler de
Célculo das Variagdes (Eves, 2011). Para a Fisica, as implicagdes foram igualmente
profundas: a constatagéo de que a natureza parece operar sob um principio de eco-
nomia, escolhendo trajetérias que otimizam grandezas fisicas, pavimentou a conso-
lidagéo do Principio da Minima Ac¢éo e a transicdo da mecénica vetorial newtoniana
para o formalismo analitico de Lagrange e Hamilton (Goldstein; Poole; Safko, 2002).
Paralelamente, a cicloide, curva batizada por Galileu Galilei em 1599 ja era conhecida
geometricamente como a trajetéria descrita por um ponto fixo da borda de uma cir-
cunferéncia de raio a que rola, sem deslizar, sobre uma reta, admitindo as equagoes
paramétricas

z(0) = a(f —sinf) y(0) = a(l — cosh), (1)

sendo 6 o angulo de rotagédo da circunferéncia. Este trabalho retoma o problema da
Braquistécrona sob a 6tica estritamente variacional: a partir da modelagem cinematica
do tempo de percurso como um funcional integral e da aplicagao da Equagéo de Euler,
apresenta-se analiticamente, na se¢ao seguinte, que a curva extremal coincide com o
arco de cicléide, complementando-se a anélise com os critérios de Legendre e Jacobi
para a caracterizagdo de um minimo forte.

Resultados Principais

De acordo com a cinematica, a velocidade v é dada por v = dS/dt e S o des-
locamento. Pela conservacdo de energia mecéanica, sabendo que no ponto inicial
P a particula sai do repouso, temos que a velocidade pode ser escrita da forma
v = /2gy (Thornton; Marion, 2011) sendo ¢ a gravidade e y a distancia vertical dos
dois pontos. Agora, para encontrarmos 0 nosso elemento de arco, utilizamos a rela-
¢do dS = /(2')? + 1dy, sendo ' = dz/dy. Substituindo na nossa equagéo do tempo,
obtemos o seguinte funcional integral:

1 @ @)+
kT @

Deste modo, vemos que o nosso tempo ¢ € um funcional da forma f(z,z’,y). Inici-
almente vamos definir um funcional J genérico da forma:
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Iyl = /7:2 fly(z), v (z), z)dz. 3)

Para encontrarmos a curva que extremiza esse funcional, ou seja, a nossa curva
extremal, aplicamos o Lema Fundamental do Calculo das Variagbes, que resulta na
Equagéo de Euler (Gelfand; Fomin, 1963; Lemos, 2000), dada por: (Gelfrand; Fomin,
1963; Lemos, 2000), dada por:

o (@) @

dy dx \ Oy
Como o nosso funcional do tempo nao depende diretamente de z, temos que
df/0x = 0. Entdo nos resta que a derivada de f em relagdo a 2’ deve ser uma
constante. Para facilitar o nosso calculo, atribuiremos um valor especifico para essa
constante, sendo 1/(2a). Apds algumas manipulagdes algébricas, obtemos:

(@2 1 ;L Yy
2ty 20 " "2y ©)

Como z sera a integral de z/, utilizamos a seguinte substituigao trigonométrica para
encontrarmos nossa posi¢cao: y = a(1 —cos ) e dy = asin §df. Substituindo na integral
e resolvendo, obtemos por fim as classicas equagbes paramétricas do arco de uma
cicléide:

z=alf —sinf)+C ; y=a(l—cosh). (6)

Com isso, verificamos que esta é a curva que minimiza o tempo de descida. Po-
rém, quando estudamos a otimizagao, precisamos também provar se a trajetéria en-
contrada é um minimo ou um maximo forte. Para isso, analisamos a segunda variagao
42.J do funcional, obtida por expans&o de Taylor.

Escrevendo §2J = [[P(z)(K)? + Q(z)h?*|dxz, com P(z) = iF,,, podemos utilizar o
Lema de Legendre. Ele estabelece que, para o funcional ser ndo-negativo, precisamos
que P(z) > 0, o que nos fornece a Condigao Forte de Legendre (Elsgoltz, 1969):

Fy/y/ > 0. (7)

Contudo, essa condicdo € apenas necessaéria. Introduzimos o Teorema de Jacobi
(Gelfand; Fomin, 1963). Em termos tedricos, este teorema estabelece que, garantida
a Condigao de Legendre, uma curva extremal s6 sera um minimizador se o intervalo
da trajetéria ndo contiver pontos conjugados ao ponto inicial. Geometricamente, a
existéncia de um ponto conjugado define 0 momento em que trajetérias extremais vi-
zinhas voltam a cruzar-se, indicando que a curva original deixou de ser o caminho
6timo. Para a familia de cicl6ides geradas a partir da origem, a Equagao de Jacobi
revela que um ponto conjugado s6 ocorre quando a circunferéncia geradora completa
uma volta inteira (¢ = 2, atingindo y = 0 novamente). Como no problema da Braquis-
técrona a particula simplesmente desliza para um destino em cota inferior, o ponto
final é alcangado muito antes de 6 = 27. Portanto, ndo ha pontos conjugados no tra-
jeto. Em conjunto, a Condigao Forte de Legendre e o Teorema de Jacobi consolidam
a prova analitica de que o arco de cicldide constitui, rigorosamente, um minimizador
forte.
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Resumo

Este trabalho apresenta um método para a construgao de um dataset sintético
representando todos os habitantes de Santa Catarina, com vinculos familiares e
caracteristicas demograficas que reproduzem a estrutura do Censo 2022. Partindo
dos responsaveis por domicilio (Ordem = 1) ja atribuidos a cada familia, o problema
consiste em atribuir os demais membros (Ordem > 2) preservando os padrdes de
coabitagdo observados no Censo 2010, Unica amostra com microdados pareados
de domicilios disponivel. A abordagem combina lterative Proportional Fitting (IPF),
para ajustar uma matriz de cardinalidade de tipos demograficos as marginais de
2022 preservando a estrutura de correlagdo da amostra semente de 2010, com
um modelo de otimizagdo inteira mista (MILP) que discretiza a solugéo do IPF
satisfazendo exatamente as marginais.

Palavras-chave: sintese populacional, dados sintéticos, iterative proportional fitting,
otimizagao inteira mista, censo demografico.

Introducao

A construgao de uma populagao semissintética busca gerar, a partir de dados agre-
gados e amostrais, um dataset representando cada individuo de uma populagdo com
seus vinculos familiares e atributos demograficos. Neste trabalho,o objetivo é criar
uma populagdo semissintética de familias, consistente com as marginais do Censo
2022, para os 7,6 milhdes de habitantes e 2,8 milhdes de familias de Santa Catarina.
Nosso objetivo é atribuir os demais membros (Ordem > 2) de cada familia, respei-
tando o niumero de moradores (N_M) e a estrutura de correlagao demografica entre
0s membros de uma mesma familia.

O principal obstaculo € que o Censo 2022 ainda nao disponibilizou microdados
de domicilios pareados, isto é, ndo é possivel saber diretamente, em 2022, quais

*Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC), Campus Blumenau. Graduanda. Bolsista ITI-A.
fUniversidade Federal de Santa Catarina (UFSC), Campus Blumenau. Doutora.
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individuos coabitam. O Censo 2010 é a Ultima amostra publica com essa informagao
e € usado como semente para estimar os padrées de coabitacdo, que devem ser
preservados ao se atribuir os membros de 2022. Como o0 ajuste e a expansao desses
dados geram matrizes com valores fracionarios, resolvemos a atribuigéo final através
de um problema de otimizagao inteira mista, garantindo que o resultado seja inteiro e
represente individuos reais.

Resultados Principais

Em etapa anterior, o responsavel por cada familia (Ordem=1) ja foi incluido no
dataset semissintético, a partir das marginais do Censo 2022. O problema que resta
¢ atribuir os demais membros (Ordem > 2). Fixado cada municipio de Santa Catarina,
para cada ordem k € {2,...,15} a ser atribuida, define-se um conjunto de tipos de-
mograficos T', combinando género, raca e uma entre nove faixas etérias, restrito aos
tipos presentes no municipio em 2022. O problema é entdo reduzido a determinagéo
de uma matriz de cardinalidade X € ZY;", em que X;; € o nimero de familias cujo
responsavel é do tipo i e cujo k-ésimo membro & do tipo ;.

A matriz X deve satisfazer trés condigoes:

+ Consisténcia marginal de linha: 3", X;; = R;, em que R; é o nimero de res-
ponsaveis do tipo i em residéncias com nimero de moradores maior ou igual a
k no municipio em questéo.

Consisténcia marginal de coluna: 3, X;; = C;, em que C; é a demanda pro-
jetada de membros do tipo j. Essa demanda é obtida projetando a estrutura da
semente para 2022 através do fator de expansdo FE = T,csp/Tsem, Onde T, € O
total de resdnsaveis de 2022 que demandam um membro de ordem k e Ty, € O
total de membros de ordem k observados na matriz semente. Caso a demanda
projetada exceda o estoque disponivel C¢* (individuos do tipo j em 2022 ainda
sem familia), a alocagao é limitada ao estoque e o excedente é redistribuido ci-
clicamente entre os tipos demograficos com maior folga, garantindo equilibrio
total.

Preservacgao da estrutura de correlacao: A distribuicdo interna da matriz deve
respeitar os agrupamentos familiares extraidos do Censo de 2010. O uso desse
Censo é necessario para ditar as proporgdes relativas de convivéncia: se histo-
ricamente responsaveis jovens moram com criangas, o0 modelo obriga que essa
correlacdo seja preservada na alocagao atual.

Observacéo 1. Sejam R; e C; as marginais de linha e de coluna obtidas pelo proce-
dimento de escalonamento e redistribuicdo de residuo descrito acima. Entao

A estrutura de correlacéo é incorporada por meio de uma matriz semente S, cons-
truida emparelhando responsaveis com membros de ordem k& em cada domicilio da
amostra de 2010, com entradas nulas substituidas por e = 0,001. A matriz X é en-
tao obtida ajustando S as marginais (R, C') pelo algoritmo lterative Proportional Fitting
(IPF) [1], que alterna ajustes de linha (f; = R;/ >°; X;;) e de coluna (g; = C;/ ¥, Xyy).
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O IPF fornece estimativas precisas, mas produz valores fraciondrios. A matriz re-
presenta uma contagem real de individuos e familias, por isso precisamos de valores
inteiros. Portanto, formulamos a discretizagdo como um problema de otimizagao in-
teira.

Formula-se entdo o seguinte problema de otimizagao inteira mista, cuja fungéo ob-
jetivo minimiza a distancia absoluta total entre a solugao inteira Y e a solugao continua
X do IPF:

sujeito a
YV, =R Vi, XYy =G Vi,
j i
—ty; <Y — Xy < ty, Vi,j, iy 20, Yy € Zzo, Vi, g,

em que t;; sao variaveis auxiliares que linearizam |Y;; — X;;|. As duas primeiras res-
trigbes garantem que as marginais sao satisfeitas exatamente na solugao inteira, e a
minimizacao assegura que a discretizagéo perturbe o minimo possivel a estrutura de
correlacédo recuperada pelo IPF.

Na pratica, minimizar essa distancia significa que a solugéo inteira fica o mais
proxima possivel das proporg es de coabitagédo estimadas pela IPF a partir do Censo
de 2010.

O método foi implementado na linguagem Julia [3], e 0 modelo foi resolvido com
o solver HIGHS [2]. A partir de Y, cada par (i, j) com Y;; > 0 é usado para parear,
um a um, responsaveis do tipo i ainda sem dependente de ordem k& a membros do
tipo 5 com Ordem =0, atribuindo-lhes 0 mesmo ID_Familia do responsavel. O procedi-
mento é repetido sequencialmente para k = 2, ..., 6 e, para familias com mais de seis
membros, estendido para k =7,...,15.
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Resumo

A organizagdo do estudo em intervalos fixos, como na Técnica Pomodoro,
tende a interromper o desempenho em momentos inadequados e desconsidera
diferengas individuais de fadiga e recuperagéo. Este trabalho propée um modelo
matematico para determinar, em uma tarefa especifica, o instante em que inter-
romper o estudo tende a produzir maior ganho médio do que continuar a pratica.
A formulagéo adapta o Teorema do Valor Marginal, originalmente empregado para
otimizar o tempo de exploragdo de manchas de recursos, a ciclos compostos por
estudo e descanso. O acumulo de fadiga foi descrito pela fung@o exponencial de
saturagdo ja consagrada na literatura, e a recuperagdo durante as pausas, pela
atenuagdo exponencial correspondente. A validagao experimental utilizou banco
de questdes de 355 cartdes de Histdria Geral e nove sessdes realizadas entre
11 e 24 de agosto de 2026, envolvendo o autor, previamente treinado, € um vo-
luntario adulto ndo treinado. O desempenho foi acompanhado pela duragéo dos
itens, acurdcia e taxa de acertos por minuto. A comparagao por AlCc favoreceu o
modelo com piso comum, estimado em 0,2248 acerto por minuto, ao passo que a
recuperagao permaneceu indecidida. Para os dados do autor, o procedimento de
bissegdo nao encontrou limiar de interrupgao aplicavel, indicando que, nas con-
digbes testadas, a prescrigdo continua superou a divisdo em ciclos. Os resulta-
dos apoiam prescrigdes individualizadas e evidenciam a necessidade de ampliar
a amostra e modelar pausas variaveis.

Palavras-chave: fadiga cognitiva, teorema do valor marginal, otimiza¢éo de estudo,
modelagem matematica, limiar de interrupcéo.
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Introducao

A Técnica Pomodoro estabelece, tradicionalmente, blocos de 25 minutos de es-
tudo intercalados por pausas de 5 minutos e, ap6s quatro ciclos, por uma pausa mais
longa. Embora seja amplamente utilizada, sua prescricéo fixa foi construida de modo
empirico e nao descreve a variabilidade do ritmo cognitivo entre pessoas e tarefas [5].
A interrupgao obrigatéria também pode ser ineficiente para atividades curtas ou para
situagdes em que o estudante alcanga concentragdo profunda, além de favorecer a
extensao artificial do trabalho até o limite do cronémetro [6].

Diante desse problema, o estudo investiga se é possivel modelar matematicamente
o instante individual em que uma pausa passa a render mais do que a continuidade
da pratica. A hip6tese central é que o ganho de uma sessao pode ser maximizado
quando o tempo de estudo e o descanso sao definidos a partir da curva de fadiga do
individuo, em vez de uma regra temporal universal. Para isso, adapta-se o Teorema
do Valor Marginal (TVM) como critério de interrupgao: o ciclo deve terminar quando o
rendimento instanténeo se iguala ao ganho médio global maximo da sesséo [1].

Para formalizar essa hipétese, modela-se a fadiga acumulada como a saturagédo
F(t) =1 - e, em que X representa a taxa constante de fadiga inerente ao individuo
e a tarefa exercida, e a fadiga residual ap6s uma pausa de duragdo 7 como R(7) =
F(t) - e "7, com pu representando a taxa de recuperagéo cognitiva do participante.
Tais expressoes, assim como a que descreve o nivel de fadiga com que se inicia o
ciclo subsequente, seguem a formulagéo consagrada na ergonomia industrial [3], cuja
origem no esforgo fisico recomenda cautela na transposigdo ao dominio cognitivo.
Admitindo um rendimento inicial maximo r, € um piso minimo C' (patamar abaixo do
qual o desempenho néo cai), o rendimento instantaneo assume a forma r(t) = C +
b(1 — R) - e, onde b é a parcela de rendimento acima do piso. Dessa estrutura, o

L A 1
limiar 6timo de estudo é obtido por ¢t* = 3 In [b- (;:2)}, com y correspondendo ao
ganho médio de referéncia da sessdo. Por fim, a circularidade inerente entre y e ¢ é

resolvida numericamente pelo método da bissegao.

Resultados Principais

Sendo S(t) = fir(u)du os acertos acumulados, T a pausa fixa e v(t) = Sf)T o}
ganho médio do ciclo, o critério do valor marginal interrompe o estudo quando r(¢*
~(t*), valor denotado por y [1].

A fadiga inicial do ciclo subsequente obedece a expressédo [ (t) = R+ (1 —
R) (1 — e’)‘t) [3], em que R é a fadiga residual remanescente da pausa anterior, dado
que a recuperagao é incompleta. Dessa expressdo deduz-se, neste trabalho, a lei de
decaimento do rendimento: subtraindo ambos os membros de 1 e fatorando (1 — R),

<

L= Fia(t)=(1-R)[1- (1—e™)] = (1-R)e™
Admitindo-se que o rendimento varie linearmente com a fracdo de capacidade pre-

servada, isto é, r(t) = C + (ro — C) [l — F;41(¢)], obtém-se, com b = r, — C, a lei
r(t) =C+b(l—R)e ™.
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Igualando-o ao valor de corte y e isolando o tempo, chega-se ao limiar:

_ Mt o _ y—C . _ 1 b(1-R)
C+b(l1—R)e™ =y = e 71)(17R):>t7)\1n{7y76' .

A expressao define-se apenas para y € (C, C' + b): exigindo a interrupgédo que y =
r(t*), o limiar s6 existe se o valor de corte pertencer ao intervalo em que varia o
rendimento. Valores nédo otimizados de (¢) podem, em contrapartida, situar-se abaixo
de C, uma vez que a pausa integra o denominador sem produzir acertos. O primeiro
bloco, isento de fadiga residual, excede os subsequentes, iguais entre si.

O valor de y, contudo, figura nos dois membros, pois depende do limiar que se
busca:

Sy Ct+(4)(1-R) (1 - e”w> y—C1
Y- . . R= {1 - } e
t*+ 7 t*+ 71 b

decorrendo a segunda igualdade de y = C' + b (1 — F) no instante da interrup¢do. Na
determinagéo de y desconsidera-se a maior extensao do primeiro ciclo, pois computa-
la a parte faria o valor de corte depender da duragao total da sessao; a simplificagdo
aproxima-a por seu regime estacionario, com viés decrescente em sua duracéo.

A circularidade resolve-se por bissegdo: arbitra-se y no intervalo, obtém-se t* e R,
recompde-se 0 ganho médio e toma-se ¢(y) como a diferenga entre este e o arbitrado,
retendo-se a metade que o sinal indica até a convergéncia. Sendo ¢ continua, o Teo-
rema do Valor Intermediario assegura raiz quando ha troca de sinal nos extremos; nao
havendo, o limiar ndo existe e nenhuma particdo em ciclos supera o estudo continuo.

Para avaliar empiricamente as previsoes desse modelo, foram realizadas nove ses-
sOes entre 11 e 24 de agosto de 2026, cinco do autor e quatro de um voluntario adulto
nao treinado, totalizando 371 itens validos em cartdes de Historia Geral [2]. Descartou-
se o0 aquecimento inicial [7] e tomou-se o rendimento pelo rate correct score [8]. A
comparagdo das especificagdes por AlCc favoreceu o modelo com piso comum as
sessdes, que apresentou o menor AlCc e concentrou 81,9% do peso acumulado entre
os modelos considerados. Contra a hip6tese de piso nulo, o teste devolveu p = 0,0304,
ao passo que a recuperagao permanece indecidida.

Embora o piso comum prevalega, adotou-se por simplificagdo a calibragcao sobre
a sessdo continua do autor de 11 de agosto, na qual a duragdo dos itens cresceu
de modo estatisticamente significativo, ao contrario das demais. Dela procedem C =
0,2602 e b = 0,1931 acerto por minuto e A = 0,0513 min~—!, ao passo que u = 0,0308
min~! provém da Unica sessdo com pausas desiguais, sem a qual esse parametro
nao se identifica. Com tais valores, g nao troca de sinal no intervalo e o limiar ndo

. . . i b .
existe, pois cada minuto de pausa devolve no maximo 2% _ 0,116 acerto por minuto e

custa o piso C' = 0,260 que se colheria continuando. A medicao corrobora a previsao:
as sessoes cicladas renderam 19,3% e 18,5% menos que a continua, de sorte que
0 prescrito é a sessao continua e que prescrigdes uniformes de pausa carecem de
fundamento individual [4].
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Resumo

Este trabalho de Iniciagéo Cientifica consiste na formalizagdo matematica, re-
constituicdo analitica e andlise de sensibilidade do modelo de otimizagao térmica
em recipientes proposto no artigo "A busca do copo ideal: um estudo de otimi-
zagao em transferéncia de calor"de Pellegrini, que aborda a formulagéo e reso-
lugdo de um problema de otimizagdo nao linear continua, voltado a minimizagéo
da transferéncia de calor entre um liquido gelado e o ambiente em recipientes.
Fisicamente, a conservagao da temperatura em bebidas frias durante o consumo
é governada pelo aquecimento por conveccéo térmica. Como os parametros ter-
mofisicos do fluido sdo constantes, a minimizagdo do ganho térmico reduz-se a
minimizacdo da razdo entre a area total exposta do recipiente e o volume con-
tido de liquido. Modelando o recipiente como um sélido de revolugao gerado por
uma curva em fungéo da altura, a busca pela geometria 6tima durante o consumo
traduz-se na condigdo de ponto estaciondrio da razdo area-volume em relagéo
a altura do liquido. Essa condigdo estabelece uma relagéo de proporcionalidade
direta entre a area e o volume, conduzindo a uma equagéo diferencial ordinaria
separavel. Como resultado do artigo, por tentativa e erro, foram propostas trés
padronizagdes, gerando uma solugdo analitica exata para a curva geratriz do reci-
piente para cada padrdo. A imposi¢ao de uma restricdo geométrica garante que a
taxa de variacdo do raio ao longo da altura seja estritamente positiva, assegurando
um perfil estritamente crescente e eliminando soluges associadas ao maximo de
troca térmica. Analisando recipientes de vinte centimetros de altura delimitou o
dominio de parametros fisicamente realizaveis.

Palavras-chave: Otimizagdo ndo linear; Modelagem matematica; Transferéncia de
calor; Geometria.

*UTFPR. Graduanda em licenciatura em fisica. iniciagdo cientifica voluntaria
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Introducéao e Modelagem Matematica

A determinagéo de geometrias eficientes para o armazenamento de bebidas frias
constitui um problema classico de interface entre a fisica e a otimizagdo matematica.
A taxa de variagdo da temperatura do liquido no tempo é descrita pela equagéo dife-
rencial de resfriamento/aquecimento por convecgao:

o= et (22) (s — 7) ")
sendo h¢, 0 coeficiente de conveccéo, p a densidade, ¢, o calor especifico e (Tamp —
T) > 0 a diferenca de temperatura. Para parametros constantes, a taxa de aqueci-
mento é diretamente proporcional a razédo f = A—V“" Considerando um recipiente de
revolugdo com fundo isolado e altura H, a geometria é descrita pelo raio r(h) para
h € [0, H]. No fundo (h = 0), (0) = R (raio do fundo), e na borda superior (h = H),
r(H) = Ry, (raio da boca). A area lateral A, e 0 volume V sé@o dadas por:

Aa(h) =27 [T @R, Vo) =7 [ @) dy @

A minimizagéo de f = % exige a condigao de ponto estacionario em relagdo a altura
do liquido:

E_pcp

d (Awt) o
ah (7> =0 = A =C1V (3)

em que C; > 0 é a constante dimensional de integragao.

Desenvolvimento e Solucao Analitica

Substituindo as definigbes integrais na relagéo At = C1V e aplicando o Teorema
Fundamental do Calculo ao derivar em relagéo a h, obtém-se a EDO separavel:

S+ ()2 = Cor — 1 (02 - %) 4)

Elevando ao quadrado e separando as varidveis, chega-se a solugdo analitica exata
para a curva geratriz 6tima:

r(h) = Ci]\/‘l + (CER? — 4)eCih/? (5)

Para analisar a estabilidade do ponto critico sem recorrer @ Hessiana de Ai/V, avalia-

se o sinal da derivada r'(h) = %f%ﬂ Para evitar '(h) < 0 (que levaria a0 maximo de
troca térmica), impde-se a restricdo de monotonicidade C, R > 2, garantindo r'(h) > 0

e um perfil estritamente crescente.

Resultados Principais

O estudo de iniciagao cientifica teve como resultado a realizagao da reconstituicao
analitica e a formalizacdo matematica do modelo de otimizacéo de transferéncia de
calor proposto por Pellegrini (2019). A andlise de sensibilidade para H = 20cm evi-
denciou que pequenos incrementos em C; (de 0,677cm ™! para 0,697cm ') aumentam
0 raio da boca de 15,4cm para 28,5¢cm e a capacidade de 2,68 para 7,77L, delimitando
a faixa de parametros fisicamente vidveis para fabricagéo.
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Resumo

E notédrio desinteresse de estudantes da educacgdo basica em relagédo & disciplina
de matematica, em grande medida devido a escassez de agdes voltadas a
motivagdo para os estudos. Partindo desse cenario e da necessidade de uma agéo
pedagdgica voltada para o ensino da matematica, surge o 2° PG Play -
Campeonato de Jogos Matematicos da cidade de Ponta Grossa. Trata-se de uma
acdo extensionista vinculada ao projeto LeMA - Licenciandos em Matematica em
Acdo, que consiste em uma competicdo que visa incentivar o raciocinio
légico-matematico através de jogos de tabuleiro. O 2° PG Play envolveu estudantes
das escolas publicas e privadas da cidade de Ponta Grossa, abrangendo o Ensino
Fundamental do 1° ao 9° ano. O evento foi realizado em duas etapas: Seletivas
Internas nas escolas participantes, e a segunda, denominada Grande Final,
realizada na Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). O evento demonstrou
que o uso de jogos proporciona ludicidade, o desenvolvimento do pensamento
matematico e a troca de experiéncias que potencializam a aprendizagem.

Palavras-chave: Jogos matematicos, Ludicidade, Pensamento matematico,
Educagao matematica.

Introdugao
E amplamente reconhecido que o ensino de Matematica enfrenta elevados

indices de desinteresse com impacto direto no desempenho escolar na educagao
basica. Percebe-se frequentemente a falta de a¢des que busquem mostrar aos

Voluntaria do Projeto de Extens&do LeMA - Licenciandos em Matematica em Agdo
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estudantes como a matematica esta presente no cotidiano, tampouco propostas de
ensino que estimulem a curiosidade e o interesse no estudo da disciplina.

Desde a antiguidade, o uso de jogos de tabuleiro apresentou caracteristicas de
ensino com aponta Vergara e Martinez (2020), sendo utilizados no desenvolvimento
e a capacitagao cognitiva para resolucao de problemas, além do aprimoramento do
raciocinio légico, da coordenagao viso-motora e do pensamento estratégico. Essas
caracteristicas tornam os jogos importantes recursos para o engajamento estudantil,
com grande destaque no contexto de ensino da Matematica..

Neste cenario do uso de jogos no ensino, surge o 2° PG Play - Campeonato de
Jogos Matematicos da cidade de Ponta Grossa como uma agédo extensionista
vinculado ao projeto: LeMA - Licenciandos em Matematica em Acdo da
Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Tem como objetivo principal
estimular o uso de jogos no ensino de Matematica, potencializando habilidades de
resolugdo de problemas, além de estimular o desenvolvimento de aspectos do
pensamento matematico, como processos de levantamento de hipoteses, testagem
de conjecturas, andlise, sintese, abstragao e generalizacéo.

Resultados Principais

O 2° PG Play é composto de 4 niveis: Level One (1° ao 3° ano do Ensino
Fundamental), Level Two (4° a 5° ano do Ensino Fundamental), Level Three (6° a 7°
ano do Ensino Fundamental) e Level Four (8° a 9° ano do Ensino Fundamental) e foi
organizado em duas etapas: Seletivas Internas e Grande Final. O Quadro 1
apresenta os jogos de tabuleiro usados nesta segunda edigdo do PG Play.

Quadro 1 - Jogos de tabuleiro do 2° PG Play

Level Jogo de tabuleiro
One Bobail
Two Pontu

Three Pogo

Four Gekitai

Fonte: Disponivel em: https:/sites.google.com/uepg.br/lemauepa/pg-play/jogos
Acesso em: 13 ago. 2026.

Inicialmente, os professores receberam uma formagéo sobre os jogos utilizados,
realizaram a leitura e aprovaram o edital do campeonato e puderam fazer
simulagbes de jogadas. Ja nas escolas, os alunos construiram os jogos de
tabuleiros, inclusive foram fortemente incentivados a leva-los para casa para jogar
com pais, parentes e amigos. Nas Seletivas Internas, cada escola selecionou até 4
alunos para a Grande Final realizada no dia 20/06 nas dependéncias da UEPG.
Esta etapa proporcionou uma experiéncia rica aos estudantes, marcada pelo
protagonismo na elaboragdo de estratégias, assim como o favorecimento da
criatividade, da competicdo sadia e das varias formas de uso da linguagem e do
resgate do prazer em aprender, alguns registros estdo ilustrados na Figura 1.

Figura 1 - Construgdo dos jogos e realizagao de partidas nas Seletivas Internas
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=

Fonte: Dados do projeto (2026)

A Grande Final consistiu na etapa em que os estudantes representantes de
cada uma das seis escolas inscritas no campeonato disputaram entre si as
premiagdes de 1°, 2° e 3° lugar. A etapa apresentou-se como um espago de
interacdo com estudantes de diferentes escolas, ao mesmo tempo em que pais e
professores puderam acompanhar e torcer, como ilustra a Figura 2.

nal

o 4 o]
(2026)

Fonte: Dados do projeto

O engajamento gerado pelo 2° PG Play evidencia que jogos de tabuleiro sdo um
recurso viavel quando o assunto € potencializar a aprendizagem de Matematica,
como afirma Oliveira (2024), ao destacar que os estudantes ficam mais ativos e
participantes quando interagem com atividades ludicas. Ademais, o uso dos jogos
faz com que os alunos tenham maior autonomia para aprender, tornando-se assim
protagonistas de sua aprendizagem, perspectiva essa que condiz com a defesa de
Freire (1996). Os relatos coletados ao final do evento de alunos, pais e professores,
apresentados no Quadro 2, apontam maior interesse em relagédo ao uso de jogos de
tabuleiro, destacando a importancia deste recurso na aprendizagem da matematica.

Quadro 2 - Relatos coletados dos professores apds as Grande Final

Participante Contribuigdo dos Jogos Matematicos

P1 Os jogos fortalecem o que o estudante
ja aprendeu e auxiliam nas dificuldades

P2 O uso de estratégias vai contribuir para
a resolugao de problemas

P3 Ajuda na participagao dos estudantes, e
desperta o interesse pela disciplina

Fonte: Dados do projeto LeMA (2026).

Para além das contribuicdes no ambito da educagdo basica, o PG Play
potencializa praticas inovadoras na formagéo inicial de professores de matematica
da UEPG, dada sua participagéo efetiva na preparagao e nas experiéncias com os
jogos selecionados e atuagdo como juizes durante a Grande Final.
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Resumo

A relagdo dos estudantes com matematica pode ser marcada por sentimentos de
medo, inseguranga e afastamento por parte dos estudantes, especialmente quando
a disciplina de matematica é associada & mecanizagdo. E nesse contexto que se
insere o projeto A Matematica que Acolhe vinculado a disciplina Atividades de
Extensdo Universitaria 1. A disciplina contou com a participagédo de sete estudantes
e teve como foco o desenvolvimento de atividades envolvendo matematica e
criangas em acolhimento institucional. A partir dessa experiéncia, este trabalho tem
como objetivo relatar e refletir sobre o desenvolvimento do projeto A Matematica que
Acolhe, destacando as atividades realizadas durante essa experiéncia extensionista.
A experiéncia desenvolvida possibilitou aos participantes vivenciar diferentes etapas
de um projeto de extensdo, desde sua idealizagdo e elaboragdo coletiva até o
planejamento e a aplicagédo das oficinas nas casas de acolhimento.

Palavras-chave: educagcao matematica, projeto de extensao, incluséo social, casas
de acolhimento, criangas.

Introducgao

A relagao dos estudantes com matematica pode ser marcada por sentimentos de
medo, inseguranga e afastamento por parte dos estudantes, especialmente quando
a disciplina de matematica é associada a mecanizagdo e a necessidade de
entendimento de conteddos “basicos” para a continuidade no processo de
aprendizagem (Menezes; Lanuti, 2020). Nesse sentido, a utilizagdo de propostas de
atividades ludicas com diferentes recursos pode se constituir como uma
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oportunidade de aproximar os estudantes de conhecimentos matematicos, pois pode
atuar como uma ferramenta pedagdgica capaz de aproximar o conhecimento da
realidade dos sujeitos, favorecendo a construgdo de sentidos e significados para
além da mera aplicagao de férmulas ou procedimentos.

E nesse contexto que se insere o projeto A Matematica que Acolhe vinculado a
disciplina Atividades de Extensdo Universitaria 1 ministrada pelo Prof. Elenilton
Vieira Godoy durante o segundo semestre de 2025 (2025.2) do curso de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal do Parana. A disciplina contou
com a participagdo de sete estudantes e teve como foco o desenvolvimento de
atividades envolvendo matematica e criangas em acolhimento institucional. A
proposta surgiu a partir da orientacdo de que a turma elaborasse um projeto
extensionista voltado a comunidade préxima a universidade.

A partir dessa experiéncia, este trabalho tem como objetivo relatar e refletir
sobre o desenvolvimento do projeto A Matematica que Acolhe, destacando as
atividades realizadas durante essa experiéncia extensionista.

Resultados

A primeira parte da experiéncia extensionista do projeto foi desenvolvida na
Casa de Acolhimento 1, que atende criangas em situagdo de vulnerabilidade. Foram
realizadas cinco visitas, sendo a primeira destinada ao reconhecimento do espago
fisico e as quatro seguintes a realizagdo de oficinas quinzenais. O grupo era
composto por aproximadamente seis meninos, entre 7 e 11 anos. A participagéo
exclusivamente masculina ocorreu por uma orientagao da instituigdo, considerando
que o grupo de voluntarios também era composto por estudantes homens e que, por
esse motivo, ndo era recomendado o contato com as meninas acolhidas.

O primeiro contato com as criangas foi marcado por timidez e insegurancga,
tornando a construgdo de vinculos um aspecto importante da experiéncia. Para
favorecer essa aproximagao, foi realizada uma oficina de produgédo de tintas
naturais, utilizando cola para dar liga, agafrdo em po, pé de beterraba, corante azul e
carvao triturado. Durante a produgéo, as conversas e interagdes possibilitaram uma
aproximagédo gradual, criando maior confianga para os encontros seguintes.

Com o vinculo estabelecido, foram realizadas a pintura e a montagem de abacos
abertos. Durante essa atividade, surgiu um atrito entre os meninos relacionado a
propriedade das argolinhas pintadas no encontro anterior, situagdo contornada com
0 apoio da psicéloga da instituicdo. Posteriormente, foi apresentado o abaco e seu
funcionamento, seguido da brincadeira “Nunca Dez”. A atividade despertou grande
engajamento, especialmente pelo carater competitivo do jogo, proporcionando uma
experiéncia ludica de aprendizagem matematica. Para encerrar as oficinas, foi
realizada uma contagédo de histdrias sobre o surgimento do abaco, retomando de
forma contextualizada o instrumento trabalhado ao longo dos encontros.

Na segunda Casa de Acolhimento visitada, ocorreram dois momentos,
organizados de acordo com a disponibilidade da instituicéo, a fim de nao interferir na
rotina das criangas e adolescentes. As duas visitas ocorreram com uma semana de
diferenga, ambas ao sabado pela manha, apds o café das criangas e antes do seu
horario de almogo.

Durante o primeiro encontro, houve uma breve introdugdo sobre a histéria do
abaco e a oficina de criagdo de tintas naturais, momento em que foi possivel
estabelecer uma aproximagdo com as criangas sem a introdugdo imediata de
conceitos matematicos. Assim, apés o periodo inicial de conversa, foram
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apresentados diferentes materiais para a confecgcdo das tintas e, em conjunto,
ocorreu a criagao de diferentes pigmentos e misturas escolhidos pelas criangas.

No decorrer da oficina, foi perceptivel que algumas ideias do planejamento inicial
necessitariam de adaptagdo, como, por exemplo, a mudanga das argolas do abaco
que, anteriormente, seriam confeccionadas com revistas e jornais reutilizados. Por
conta do maior numero de criangas e adolescentes, houve a alteragdo para a
construgdo de argolas a partir de uma massa de cola e de amido. Mesmo com o
imprevisto, a mudanga se mostrou oportuna, uma vez que foi possivel ampliar o
carater de manipulagédo concreta do material, o que pareceu agradar as criangas.

Desse modo, ap6s a criagdo das argolas, ocorreu o momento de pintura e de
escolha da base do abaco, formada a partir de caixas de ovos cortadas. Cada aluno
escolheu e pintou sua propria caixa e suas respectivas argolas. Apos a finalizagao
da atividade, todos os materiais foram deixados para secar em um ambiente fechado
da instituicdo. Por fim, foi explicado para as criangas que, no proximo encontro, o
abaco seria utilizado para “fazer matematica”, expressdo que as criangas
mencionaram durante a oficina.

No segundo e ultimo encontro, apdés o momento inicial de conversa, as
criancas foram orientadas para montarem seus abacos e, apos isso, se iniciaria a
explicagéo do uso do abaco com exemplos que as proprias criangas sugeriram. Para
finalizar a oficina, iniciou-se um momento de contacédo de histérias em que um dos
licenciandos presentes comegou a apresentar a ideia de contagem a partir dos
elementos da histéria. No decorrer dessa atividade, as criangas eram estimuladas a
responder, sempre com o auxilio do dbaco, problemas presentes na histéria que
envolviam a matematizacédo. Ao final, ocorreu 0 momento de despedida, em que as
criangas expressaram a sua relagdo com a atividade através de desenhos, textos e
pinturas.

Consideragoes Finais

A experiéncia desenvolvida possibilitou aos participantes vivenciar diferentes
etapas de um projeto de extensao, desde sua idealizagao e elaboragéo coletiva até
o planejamento e a aplicagdo das oficinas nas casas de acolhimento. A vivéncia
possibilitou compreender que a atuagao extensionista nao se limita a execugao das
atividades previamente planejadas, exigindo sensibilidade para lidar com as relacdes
estabelecidas e com as situagdes que surgem no decorrer da pratica. O contato com
as criangas também evidenciou a importancia da construgao de vinculos e do uso de
estratégias ludicas para aproximar a matematica do cotidiano e das experiéncias dos
participantes.

Dessa forma, considera-se que o projeto alcangou seu propésito ao articular a
formagao universitaria, a pratica extensionista e a construgdo de experiéncias
matematicas ludicas em um espago educativo nao escolar. Para além dos
conhecimentos matematicos trabalhados nas oficinas, a experiéncia proporcionou
aos participantes aprendizagens relacionadas a escuta, a sensibilidade, ao
planejamento, a adaptagao e ao trabalho coletivo.
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Resumo

O ARReMat - Atelié de Raciocinio e Recreacdo em Matematica, vinculado ao
projeto LeMA (Licenciandos em Matematica em Acéo) da Universidade Estadual de
Ponta Grossa (UEPG) é uma agéo extensionista que busca intensificar e consolidar
a aprendizagem Matematica por meio de atividades recreativas. A agdo abrange
escolas publicas e privadas, do Ensino Fundamental | ao Ensino Superior, além de
instituicdes nao formais de ensino, promovendo a popularizagdo da Matematica e
oferecendo recursos metodolégicos para os professores. Dentre as edigbes
realizadas em 2026, destaca-se a atividade: “Brincando com os numeros inteiros”
aplicada em uma turma do 7° ano de uma escola de Ponta Grossa - PR. Os
participantes demonstraram avancos significativos na compreenséo dos conceitos e
operagdes envolvendo numeros inteiros, confirmando o potencial de atividades
ludicas e recreativas para favorecer a aprendizagem significativa e transformar a
relagdo dos estudantes com a Matematica.

Palavras-chave: Raciocinio matematico, Matematica Recreativa, Educacado
Matematica, Jogos.

Introdugao
A dificuldade de aprendizagem de Matematica na educagdo basica é um

problema estrutural, gerado por lacunas nos anos iniciais, baixos resultados em
avaliagbes nacionais, metodologias pouco eficazes e desvalorizagdo da educagéo e
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2Bolsista do Projeto de Extens&o LeMA - Licenciandos em Matematica em Agéo.

3Bolsista do Projeto de Extens&o LeMA - Licenciandos em Matematica em Ago.

“Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professor do Departamento de Matematica e
Estatistica e coordenador do projeto LeMA.

SUniversidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professora do Departamento de Matematica e
Estatistica e supervisora do projeto LeMA.

234



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

da profissao professor. Para superar esse quadro, dentre tantas a¢des necessarias,
sa80 necessarias propostas de ensino mais eficazes e inovadoras.

A disciplina de Matematica, apesar de imprescindivel para o desenvolvimento
cognitivo e a formagao cidada, é frequentemente percebida pelos estudantes como
entediante, dificil e desmotivadora. Segundo Jesus (2026), as dificuldades nao
podem ser reduzidas a déficits individuais ou limitagbes inatas, mas devem ser
examinadas a luz das praticas didaticas, das concepgdes epistemoldgicas que
orientam o ensino e das condigdes institucionais em que a aprendizagem ocorre. Ou
seja, o problema nao esta somente relacionado aos alunos, mas também as formas
pelas quais o ensino é estruturado.

Para contribuir para a superagdo das dificuldades no ensino de Matematica,
surge o ARReMat - Atelié de Raciocinio e Recreagdo em Matematica, uma agao
vinculada ao projeto LeMA - Licenciandos em Matematica em Agéo®. O ARReMat
tem como principal objetivo intensificar e consolidar conteddos matematicos através
de praticas recreativas, principalmente daqueles que costumam apresentar maior
dificuldade para os estudantes. Essa proposta parte do principio de que a ludicidade
estimula a criatividade, a curiosidade, o raciocinio légico, favorecendo assim um
aprendizado mais concretizado e significativo.

O ARReMat é organizado no formato de uma pratica de desafios matematicos,
utilizando recursos pedagdgicos analdgicos e digitais. A selegdo do contetdo
acontece a partir de uma escuta com a comunidade, em que professores da
educagao basica procuram o projeto solicitando intervengbes pedagogicas para
suprir ou complementar a aprendizagem de conteudos com maior dificuldade,
atendendo alunos do Ensino Fundamental, Médio e Superior, além de instituigbes
ndo formais de ensino. Nessas atividades, busca-se reforgar a aprendizagem e
apresentar diferentes abordagens para tais conteudos, utilizando fortemente
estratégias da Matematica Recreativa. Dessa forma, o ARReMat segue contribuindo
para a intensificagéo e consolidagdo do aprendizado dos alunos e contribuindo para
a valorizagdo da Matematica como instrumento de desenvolvimento intelectual. Ao
integrar ensino, extensao e ludicidade, o projeto reforga a importancia de se utilizar
metodologias inovadoras para enfrentar os desafios da aprendizagem matematica e
contribuir para uma relagéo mais positiva entre os alunos e a disciplina.

Resultados Principais

Uma das agbes do ARReMat em 2026 foi a atividade “Brincando com os
Numeros Inteiros”, realizada com 39 alunos do 7° ano do Ensino Fundamental Il
nas dependéncias da UEPG. A pratica foi organizada a pedido de uma escola que
identificava dificuldades recorrentes dos alunos em relagdo a assimilagdo do
conceito, da representagdo e das operagdes com numeros inteiros. O Quadro 1
apresenta os 5 desafios presentes nesta agao.

Quadro 1: Desafios propostos no “Brincando com os Numeros Inteiros”

Desafio: Objetivo:

Jogo da Memoéria Contextualizar os numeros inteiros.

® Mais informagbes, como regulamento, estdo em: https://sites.google.com/uepg.br/lemauepa/arremat
Acesso em: 14 ago. 2026.
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Corrida na reta numérica Viséo espacial dos numeros inteiros.
Flash anzan Calculo mental com numeros inteiros.
No alvo Operagdes com inteiros.

Abaco dos inteiros Assimilagao visual das operagdes.

Fonte: Dados do projeto.

A Figura 1 apresenta registros da participagéo dos estudantes durante a pratica,
nos quais é possivel visualizar também a mediagao dos académicos extensionistas.

Figura 1 - Registros da participagao dos estudantes durante o ARReMat

b

Fonte: Acervo do projeto (2026)

ApoOs a pratica, os estudantes responderam a um questionario sobre suas
experiéncias. A Figura 2 apresenta dados relativos a pergunta: Pensando no que
jogamos hoje, aprender nimeros inteiros ficou:

Figura 2 - Dados do formulario do ARReMat: “Brincando com os Numeros Inteiros”

Opg¢ao Quantidade Percentual
Muito mais facil e claro 14 48,2%
Um pouco mais facil 11 37,9%
A mesma coisa de antes 3 10,3%
Continuo achando dificil 1 03,4%

Fonte: Dados do projeto (2026)

Ao unir raciocinio légico e recreagdo, o projeto ndo apenas facilita a assimilagao
de conteudos, mas também contribui para a construgdo de uma relagdo mais
saudavel e motivadora com a Matematica, corroborando as contribuigbes Smole,
Diniz e Candido (2007). A introducdo de atividades ludicas no ensino permite ao
aluno “interagir com seus pares, desenvolvendo o raciocinio légico [...] a0 mesmo
tempo em que transforma a percepgdo da matematica em uma atividade
motivadora” (p. 12), realgando a proposigdo de metodologias inovadoras capazes de
transformar dificuldades em oportunidades de aprendizado significativo.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma reflexdo sobre a oficina “Numeramento como
pratica social”’, desenvolvida com mulheres trabalhadoras da limpeza da
Universidade Federal do Parana (UFPR), no ambito do projeto “Desinvisibilizar
saberes e corpos: mulheres da limpeza e a universidade publica". A proposta parte
da compreensdao de que os conhecimentos matematicos estdo presentes em
diferentes praticas sociais e cotidianas, embora nem sempre sejam reconhecidos
como saberes matematicos. Nesse sentido, a pesquisa justifica-se pela necessidade
de valorizar e tornar visiveis os conhecimentos construidos pelas trabalhadoras em
suas experiéncias de vida e trabalho. O objetivo foi identificar e discutir praticas de
numeramento presentes no cotidiano das participantes, reconhecendo seus saberes
e suas diferentes formas de mobilizar a matematica. A oficina foi organizada a partir
de uma roda de conversa e de atividades praticas com bordados e migcangas,
explorando conceitos como contagem, sequéncia, padrdes, estimativa, organizacdo
e planejamento. Ao final, as participantes relacionaram a matematica a situacdes
como organizagdo do tempo, cronogramas, salario e descontos, escolhas
financeiras, porcentagem e planejamento. Os resultados evidenciam que o
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numeramento esta presente em diversas dimensées da vida cotidiana, contribuindo
para a valorizagdo de conhecimentos que, muitas vezes, permanecem
invisibilizados.

Palavras-chave: numeramento; praticas sociais; mulheres trabalhadoras; educagéo
matemética; saberes cotidianos.

Introdugao

O trabalho de Ilimpeza constitui uma atividade indispensavel para o
funcionamento da universidade publica, embora seja frequentemente invisibilizado
no cotidiano institucional. Na Universidade Federal do Parana (UFPR), esse trabalho
é desempenhado majoritariamente por mulheres, muitas delas atravessadas por
desigualdades relacionadas ao género, raga, classe e escolarizagdo. Nesse
contexto, O projeto Desinvisibilizar saberes e corpos: mulheres da limpeza e a
universidade publica propde justamente a criagdo de espagos de escuta e partilha,
reconhecendo os saberes experienciais dessas trabalhadoras como conhecimentos
legitimos.

Entre os diferentes saberes mobilizados pelas participantes, adquiridos ao longo
de sete oficinas, destacaremos neste resumo as praticas de numeramento. As
praticas matematicas estdo presentes em diferentes situagdes da vida cotidiana,
ainda que nem sempre sejam reconhecidas como formas de conhecimento. Nesse
sentido, o numeramento pode ser compreendido para além da aquisicao de
habilidades matematicas escolares, considerando os modos como as pessoas
mobilizam conhecimentos matematicos em suas experiéncias e interagdes sociais.
Para Fonseca (2004) e Yasukawa et al. (2018), as praticas de numeramento estéo
relacionadas aos contextos sociais e culturais nos quais os sujeitos estdo inseridos,
valorizando aquilo que fazem com a matematica em situagdes concretas.

A partir dessa perspectiva, este trabalho apresenta reflexdes decorrentes da
oficina de numeramento realizada com as trabalhadoras da limpeza da UFPR,
tomando como foco os saberes matematicos mobilizados em suas experiéncias
cotidianas, mas também nos saberes matematicos existentes em artesanatos, que
serviram de apoio pratico para a oficina. A oficina foi desenvolvida como espacgo de
didlogo, compartilhamento e reconhecimento de praticas que, embora fundamentais
para a realizagdo de suas atividades, muitas vezes n&o sao legitimadas como
formas de conhecimento. Assim, busca-se evidenciar como o numeramento se
constitui nas praticas sociais dessas mulheres, além de apresenta-las a matematica
presente em praticas de artesanato, contribuindo para o processo de
desinvibilizagdo de seus saberes e reconhecimento de seu pertencimento no espacgo
da universidade.

Resultados principais

A oficina se iniciou numa roda de conversa, instigada por perguntas como: “em
quais momentos do trabalho vocés precisam contar, organizar ou calcular?”; "como
organizam o tempo para realizar suas tarefas”; “como dividem os espagos que
precisam limpar?”; “como calculam as quantidades de produtos de limpeza?”, na
qual as participantes foram convidadas a refletir sobre situagdes do cotidiano de
trabalho em que mobilizam conhecimentos matematicos. Em seguida, as
participantes foram organizadas em duas estagbes de atividades: bordados e
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migangas. A partir da observagdo de bordados do tipo Sashiko, foram discutidos
padrbes, repeticbes, sequéncias, contagem e organizagéo, relacionando esses
elementos as praticas realizadas pelas proprias participantes.

Na estacdo das migangas, a proposta consistiu na construgdo de uma pulseira
cuja sequéncia de cores, formas e quantidades representasse aspectos
significativos de suas histérias de vida. A atividade possibilitou discutir diferentes
estratégias de contagem, estimativa, organizagdo, planejamento e identificagdo de
padrdes, especialmente durante a definicdo da quantidade de micangas e do espago
disponivel para a construgdo. Dessa forma, as atividades praticas possibilitaram
evidenciar que conhecimentos matematicos sdo mobilizados em diferentes
situagdes, ainda que nem sempre sejam reconhecidos como matematica.

Ao final da oficina, foi realizado um momento de compartiihamento, no qual as
participantes refletiram sobre as estratégias utilizadas durante as atividades e sobre
a presenga da matematica em seu cotidiano. As palavras apresentadas no
encerramento (como sequéncia, contagem, padrdo, planejamento, ordenagao,
cronograma, tempo para limpar, salario/desconto salarial e escolhas financeiras)
sintetizaram diferentes formas pelas quais as participantes reconhecem a
matematica em suas experiéncias. Assim, a oficina constituiu-se como um espago
de valorizagdo dos saberes experienciais, evidenciando o numeramento como uma
pratica social presente nas atividades cotidianas e profissionais das trabalhadoras.

Os resultados da oficina evidenciaram a presenca de diferentes praticas de
numeramento nas experiéncias cotidianas das trabalhadoras da limpeza. Durante as
discussbes e atividades, as participantes reconheceram que mobilizam
conhecimentos relacionados a contagem, sequéncia, organizagao, planejamento,
identificacdo de padrbes e estimativas, tanto no trabalho quanto em outras situagbes
de suas vidas. As atividades com bordados e migangas possibilitaram tornar visiveis
esses conhecimentos, especialmente por meio da observacdo e construgao de
padrdes, da organizagdo de sequéncias e da definicdo de quantidades. Nesse
sentido, a atividade permitiu perceber que o conhecimento matematico ndo se
restringe as situagdes escolares, estando presente em praticas desenvolvidas pelas
participantes a partir de suas experiéncias.

No momento final de compartiihamento, as participantes associaram a
matematica a diferentes situagdes de seu cotidiano, destacando aspectos como
salario e descontos salariais, escolhas financeiras, cronogramas, tempo para realizar
as tarefas, organizagdo de como chegar aos lugares, ordenagdo, contagem e
planejamento. Esses apontamentos reforgzam a compreensdo do numeramento
como pratica social, uma vez que os conhecimentos matematicos identificados pelas
participantes estao relacionados a situagdes concretas e significativas de suas vidas.
Assim, a oficina contribuiu para evidenciar e valorizar saberes que, embora
presentes em suas praticas cotidianas, muitas vezes permanecem invisibilizados.

Referéncias
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Resumo

Este trabalho apresenta o relato de experiéncia da atividade "Detetives da Baia",
desenvolvida e aplicada por nés com uma turma do Ensino Fundamental para
trabalhar conceitos matematicos juntocom a educagdoambiental nocontexto da Baia
de Paranagua. O objetivo foi praticar a contagem, a separagao de dados, operagdes
simples de adigao e a montagem de graficos de barras a partir de uma dinamica de
coleta e separagao do lixo. A atividade foi realizada em co-docéncia (em trio), dividindo
a aulaem momentos de conversa inicial, dinédmica pratica e registro no papel. Como
resultado, os alunos se mostraram super engajados, conseguiram relacionar a
contagem do lixo com o cuidado com os animais da nossa regido e entenderam os
contetidos de forma leve e pratica.

Palavras-chave: Matematica Ambiental, Sustentabilidade, Conscientizagdo e
Cidadania.

Introdugéao

Juntar a Matematica com a Educagdo Ambiental € uma forma eficiente de
aproximar o contetido escolar da realidade viva dos alunos. Conforme destaca Santos
(2022), a articulagéo entre a matematica e a pauta ambiental fortalece os processos
de alfabetizagao e letramento matematico, permitindo integrar ferramentas numéricas
a leitura critica de problemas ecoldgicos no cotidiano da sala de aula.

Nessa perspectiva, D’Ambrosio (2018) defende que o ensino de matematica deve
ser contextualizado e voltado a formagéo cidada e a sustentabilidade, preparando os
estudantes para responder as ameagas socioambientais do seu préprio ambiente.
Aquino nosso litoral, abordar a preservagéo do ecossistema e da faunada Baia de
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Paranagua (como botos, golfinhos e caranguejos) através de dados matematicos
conecta o aprendizado a vivéncia direta das criangas.

A partir desses pressupostos, preparamos e aplicamos a atividade "Detetives da
Baia", no Colégio Estadual Cidalia Rebello Gomes, em uma turma de 6° ano, llhade
Valadares, no Municipio de Paranagua. A regéncia foi conduzida pelos trés discentes
(Caroline, Isabela e Flavio) em regime de co-docéncia. Esse formato compartilhado
permitiu acompanhar de perto cada etapa da mediagdo pedagdgica, facilitando o
apoio individualizado durante a manipulagdo dos materiais e a representagéo grafica
dos dados coletados.

A atividade foi dividida em quatro (4) momentos:

No primeiro momento foi realizada uma reflexdo com os alunos sobre a importancia
da preservagédo do meio ambiente nolocal onde eles moram, que € uma comunidade
insulare, sobre a separagédo de residuos em lixeiras ecoldgicas. Nesse momento a
proposta foi transformar os alunos em "investigadores ambientais" que tinham a
missao de proteger o ecossistema local.

No segundo momento separamos a turma em equipes de 3 (irés) alunos,
distribuimos o material que continha: uma folha plastificada com uma ilustragéo da
baia com colagens de figuras representando sélidos, domésticos, descartados
indevidamente.

No terceiro momento as equipes comegaram a separagao das figuras, colocando
em lixeiras ecologicas, usando o processo de contagem e a classificagao de residuos
solidos.

No quarto momento realizaram a aplicagdo da matematica, através da estatistica,
construindo graficos de barras simples.

Essa atividade veio contribuir diretamente para a nossa formagéo académica, pois
vivenciar a co-docéncia em um contexto real de sala de aula nos permitiu aprimorar a
gestédo do tempo, a mediagéo pedagdgicae o trabalho colaborativo entre os regentes.
Para os alunos do 6° ano, a experiéncia mostrou-se altamente engajadora: o carater
investigativo e a forte relagdo com a realidade da llha de Valadares transformaram a
matematica em algo concreto e significativo. Ao associarem a coleta e organizagao
de dados a preservagéao do seu proéprio territério, os estudantesdemonstraram grande
interesse, participacdo ativa e facilidade na compreensdo da estatistica e da
classificagédo dos residuos.
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Resumo

O projeto “Detetives do Consumidor: Matemaética, Educacéo Financeira e Defesa dos Direitos nas
Compras” foi desenvolvido com estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental com o proposito de
aproximar conteldos escolares de situagGes concretas de consumo. A proposta articulou
Educagdo Financeira, raciocinio ldgico, analise de informacdes, tomada de deciséo e
conhecimentos basicos do Cdédigo de Defesa do Consumidor (CDC), instituido pela Lei n°
8.078/1990. A oficina foi aplicada nas turmas 8° A, 8° B e 8° D da Escola Civico-Militar Professor
Vidal Vanhoni. Em cada turma, os estudantes foram organizados em cinco grupos de cinco a seis
integrantes, totalizando quinze grupos. Cada equipe recebeu um caso ficticio de conflito de
consumo, preencheu uma ficha de investigagcéo e analisou o problema, as provas disponiveis, os
direitos envolvidos e as possiveis formas de resolugdo. Na etapa seguinte, 0s grupos
representaram um mini tribunal do consumidor, assumindo papéis como consumidor, fornecedor,
advogados, juiz e jari. Observou-se elevada participagdo e boa aceitagdo das turmas, com
envolvimento nas discussdes e apresentacdes. A atividade também foi organizada de modo a
favorecer a participacéo de estudantes com necessidades educacionais especificas. A experiéncia
evidencia a possibilidade de trabalhar Educacéo Financeira de forma contextualizada, colaborativa
e vinculada a formacéo cidada.

Palavras-chave: Educacao Financeira; Educagdo Matematica; consumo consciente;
metodologia ativa; cidadania.

Introducao

A Educagéo Financeira pode ser trabalhada na escola para além do calculo de
valores, porcentagens ou planejamento de gastos, envolvendo também leitura critica
de situacdes de consumo e tomada de decisb6es fundamentadas. Nesse sentido, o
projeto “Detetives do Consumidor: Matemética, Educacdo Financeira e Defesa dos
Direitos nas Compras” foi elaborado para aproximar os conteldos escolares de
situagbes presentes no cotidiano dos estudantes, como compras pela internet,
produtos com defeito, atrasos na entrega, servicos que ndo correspondem ao
anunciado e conflitos entre consumidores e fornecedores.

A proposta dialoga com D’Ambrosio (1996), ao valorizar uma pratica de Educacéo
Matemética conectada a situacdes significativas e a realidade social dos estudantes,
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e com Vigotski (2007), ao considerar a interagdo entre os sujeitos e a mediacdo
docente como elementos importantes do processo de aprendizagem. Esses
referenciais sustentam a escolha por problemas contextualizados, trabalho
colaborativo e construgéo coletiva de argumentos durante a oficina.

A proposta foi desenvolvida com estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental da
Escola Civico-Militar Professor Vidal Vanhoni, nas turmas 8° A, 8°B e 8° D. Antes da
atividade prética, foram realizadas duas aulas sobre situacdes de consumo e
principios basicos do Cadigo de Defesa do Consumidor (CDC), instituido pela Lei n°
8.078/1990 (BRASIL, 1990). Foram abordados o direito a informacgé&o, o cumprimento
da oferta, a responsabilidade do fornecedor, a importancia das provas e as
possibilidades de solugdo diante de conflitos de consumo.

A oficina foi estruturada como uma atividade colaborativa de resolugdo de
problemas. Em cada turma foram formados cinco grupos, com cinco a seis
integrantes. Cada equipe recebeu um entre quatro casos ficticios: um controle de
videogame anunciado como compativel que nao funcionava; um livro comprado pela
internet com entrega atrasada; a proibicdo de entrada em um cinema com alimento
comprado em outro estabelecimento; e um servico de internet cuja velocidade
entregue era muito inferior & contratada. Os casos foram selecionados por sua
proximidade com situag8es cotidianas e por permitirem diferentes formas de anélise
e argumentacao.

Na primeira etapa, os grupos preencheram uma ficha de investigagdo. As
guestdes orientadoras solicitavam a identificacdo do problema, do possivel prejuizo,
das provas disponiveis, do primeiro passo para buscar uma solugéo, da providéncia
que poderia ser solicitada e do 6rgdo ou canal a procurar caso o conflito ndo fosse
resolvido. A atividade mobilizou leitura e interpretacéo de informacgdes, organizagédo
de dados, comparagdo de situag@es, raciocinio légico, argumentacdo e tomada de
decisdo, relacionando esses processos a Educacdo Financeira e ao consumo
consciente.

Ap6s a investigacao, cada grupo elaborou um roteiro e apresentou um “Mini
Tribunal do Consumidor”. Os estudantes assumiram os papéis de consumidor,
fornecedor, advogado do consumidor, advogado do fornecedor, juiz e, quando havia
integrante adicional, juri. O juiz conduzia a apresentagdo, ouvia as versdes e as
defesas e apresentava um veredito final com base no caso e nas orienta¢es do CDC.
Durante o processo, houve mediag&o da professora para orientar a leitura, esclarecer
davidas e estimular a participagdo. A organizagdo considerou diferentes formas de
participagdo, com instrugdes escritas, fun¢des definidas e apoio de intérprete na turma
em que havia estudante surdo.

Resultados Principais

A oficina foi realizada nas trés turmas previstas, com cinco grupos em cada uma,
totalizando quinze grupos. Durante a aplicacdo, observou-se alto envolvimento dos
estudantes no preenchimento das fichas, na preparacdo dos roteiros e na
apresentacdo dos mini tribunais. As turmas demonstraram interesse pelos casos,
discutiram possibilidades de solugédo e distribuiram os papéis de forma colaborativa.

As apresentag8es permitiram transformar a andlise escrita em argumentagao oral.
Ao representar consumidores, fornecedores, advogados, juizes e jlris, 0s grupos
precisaram organizar informacgfes, selecionar provas, defender pontos de vista e
justificar decisdes. Esse formato favoreceu a participacdo ativa e aproximou a
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Educagédo Financeira de situagfes concretas, nas quais escolhas, prejuizos, ofertas,
servigos e direitos precisam ser analisados antes de uma deciséo.

Outro resultado relevante foi a adaptacdo da dindmica as caracteristicas dos
estudantes. A divisdo clara das func¢des, o apoio visual das fichas e as diferentes
formas de participagdo favoreceram uma organizagao inclusiva. Na turma em que
havia estudante surdo, a intérprete realizou a tradugéo, possibilitando sua participagédo
no trabalho coletivo e na apresentagéo.

A avaliacdo ocorreu de forma processual e predominantemente qualitativa. As
duas aulas anteriores a oficina forneceram a base conceitual para a andlise dos casos.
Durante a atividade, foram observados participacdo, envolvimento, capacidade de
argumentacao, identificagdo dos direitos do consumidor, utilizagdo de provas e
proposicdo de solugdes. Ao final, as producdes e apresentagbes dos grupos
integraram o processo avaliativo das turmas e receberam nota. Como nao foram
aplicados instrumentos equivalentes de pré-teste e poOs-teste, ndo se pretende
mensurar quantitativamente o ganho de aprendizagem; contudo, a qualidade das
discussdes, das producdes e do desempenho nos mini tribunais indicou compreenséo
dos conteldos trabalhados. A experiéncia nas trés turmas sugere potencial de
adaptacdo da proposta a outros contextos do Ensino Fundamental. Como
continuidade, pode-se propor a produgdo coletiva de um guia do consumidor
consciente, ampliando a articulagdo entre Matematica, Educacdo Financeira e
cidadania.
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Resumo

A formagéo continuada de professores/as da Educagéo de Jovens, Adultos e
Idosos (EJA) constitui um aspecto importante e fundamental para o desenvolvimento
da pratica docente de professores/as. Pensando nisso, o projeto de extensdo “A
matematica na Educagado de Jovens, Adultos e Idosos” visa formar professores que
ensinam matematica na EJA, acompanhando as praticas compartilhadas,
experiencias e discussdes de professores/as da EJA de diferentes estados brasileiros.
A participacdo no projeto é de suma importancia para discentes que cursam
matematica e pedagogia na Universidade Federal do Parana, pela possibilidade de
aproximar os discentes da graduagdo da modalidade EJA. Os resultados evidenciam
que a participagdo no projeto possibilita conhecer diferentes experiéncias de
professores que trabalham na EJA, além de promover reflexdes sobre as praticas
pedagogicas desenvolvidas nessa modalidade e seus diversos desafios.

Palavras-chave: EJA, Educagdo Matematica, formagéo continuada de professores,
extensao.

Introducgao
A Educagédo de Jovens, Adultos e Idosos (EJA) ocupa lugar importante nas

politicas educacionais brasileiras ao garantir o direito a escolarizagao para sujeitos
qgue néo tiveram acesso ou continuidade de estudos na idade considerada regular.

Voluntérios do projeto de extensdo A matemética na Educacéo de Jovens, Adultos e Idosos.
2Bolsista do projeto de extensdo A matematica na Educag&o de Jovens, Adultos e Idosos.
SUniversidade Federal do Parana. Docente do Departamento de Matematica.
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Entretanto, a modalidade enfrenta desafios relacionados as condi¢gdes de oferta, a
organizagao curricular e a formagao de professores. Segundo Julio Emilio Diniz-
Pereira (2011, p.3) “[...] podemos afirmar que, no caso da profissdo docente,
particularmente quanto aos cursos de formacdo de professores, ja existiam nas
décadas de 1980 e 1990 nitidos sinais de uma profunda crise do magistério no Brasil.”
Olhando para a formagao de professores, o projeto de extensdo “A matematica
na Educagédo de Jovens, Adultos e Idosos”, vinculado ao Departamento de
Matematica (DMAT), da Universidade Federal do Parana (UFPR), com parceria do
Instituto de Matematica e Estatistica (IME-USP), tem por objetivo acompanhar um
curso de extensao para professores que atuam na EJA e ensinam matematica nessa
modalidade. O curso reune professores de diferentes estados brasileiros, onde
lecionam em escolas publicas federais, estaduais, municipais e escolas privadas.
Segundo a Lei de Diretrizes e Bases de Educag&o Basica (Brasil, 1996, p.48):

Art. 65. A formagdo docente, exceto para a educagédo superior,
incluira pratica de ensino de, no minimo, trezentas horas.

Os encontros do curso séo realizados de forma remota, totalizando dez encontros,
com duragao de duas horas cada. A proposta consiste em criar espagos de dialogo,
reflexdo e compartiihamento de praticas pedagdgicas, considerando as
especificidades da Educagdo Matematica na EJA e os diferentes contextos e
territérios em que os professores participantes desenvolvem seu trabalho.

O projeto além de envolver estudos tedricos, envolve a sistematizagdo de praticas
docentes, analise de documentos curriculares e acompanhamento das experiéncias
compartilhadas pelos participantes, valorizando os saberes produzidos nos cotidianos
escolares. Nesse sentido, a extensdo também possibilita uma aproximagéo entre a
formagao académica dos estudantes de graduagdo em Matematica e Pedagogia e a
realidade da EJA. A participagéo no projeto permite acompanhar discussdes sobre
questdes especificas dessa modalidade, conhecer diferentes experiéncias docentes
e refletir sobre praticas desenvolvidas em sala de aula. As experiéncias
compartilhadas contribuem, assim, para ampliar a formagdo académica e social
dos/as futuros/as professores/as. Segundo Lurdes Serrazina e Isolina Oliveira (2001,
p.5), os professores sentem-se motivados pela necessidade de construir o seu proprio
conhecimento sobre aspectos que sdo fundamentais para a sua profisséo.

A interdisciplinaridade presente no projeto também se mostra fundamental para
compreender diferentes possibilidades de ensino e aprendizagem que, muitas vezes,
nao sao contempladas de maneira aprofundada na formagéo inicial. Tanto na
pedagogia quanto na matematica, ndo ha um estudo aprofundado de disciplina em
especifico sobre as particularidades do ensino destinado a jovens, adultos e idosos.
Dessa forma, o projeto contribui para aproximar essas duas areas do conhecimento,
promovendo uma formagdo mais ampla e sensivel as necessidades dos/as
estudantes da EJA.

Um aspecto que chama a atengdo nas experiéncias compartilhadas dos/as
professores/as, é a relagao de cuidado e valorizagdo dos saberes dos/as estudantes.
Para eles/as, um avango significa muito, a cada dia, a cada coisa novo conhecimento
compartilhado. Os estudantes da EJA, conforme compartilhado por docentes
cursistas, sao incentivados a reconhecer outras matematicas, a conhecer uma relagéo
diferente que foge do tradicional de contas e problemas, seja tentando os ajudar a
pensar financeiramente, relacionar com o trabalho ou até mesmo mostrar que o
estudante ndo chega a sala de aula sem conhecimento matematico. Ao contrario do
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que nos licenciandos/as acompanhamos em escolas regulares, os/as estudantes da
EJA trazem as experiéncias de vida para dentro da sala de aula, as experiéncias de
trabalho e outras diferentes formas de resolver problemas. O curso de extensao, a
partir do que professores/as fazem nas salas de aula da EJA, evidencia a importancia
que é escutar a histéria de vida e valorizar os saberes dos/as estudantes da EJA.

Além de contribuir para a formagao continuada de professores/as da educagéo
basica, o projeto também fortalece a formagao inicial de estudantes de graduacéo
envolvidos nas agbes extensionistas, promovendo a articulagdo entre ensino,
pesquisa e extensao. A iniciativa fundamenta-se em principios de interagao dialdgica,
interdisciplinaridade e compromisso social, buscando contribuir para praticas
matematicas mais inclusivas, contextualizadas e comprometidas com os/as
estudantes jovens, adultos e idosos da EJA.
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Resumo

Neste projeto, o grupo entende a avaliagdo como um processo. O objetivo deste
projeto do Licenciar é estudar instrumentos de avaliagdo alternativos a prova escrita
tradicional, analisando produgbes de estudantes da educagéo basica. Diante desses
instrumentos, foi escolhida a “Carta para a Tia”, elaborada com a finalidade de
oportunizar um ambiente seguro para o estudante relatar suas experiéncias
cotidianas relacionadas a matematica. At¢é o momento, a “Carta para a Tia” foi
aplicada em uma turma de 4° ano do Ensino Médio do Instituto Federal do Parana -
campus Capanema, que possui 21 estudantes. Neste resumo serdo apresentadas
cinco analises, referentes a cinco cartas diferentes.

Palavras-chave: Educagdo Matematica, Avaliacdo da Aprendizagem Escolar,
Instrumentos de Avaliagéo, Programa Licenciar.

Consideragoes iniciais

Neste projeto do Programa Licenciar, denominado “Instrumentos de Avaliagao
em Matematica”, o grupo entende a avaliagdo como um processo (Buriasco; Silva,
2023) e que a avaliagdo também é tomada como pratica de investigagdo e como
oportunidade de aprendizagem. Sendo assim, o objetivo deste projeto é estudar
instrumentos de avaliagdo alternativos a prova escrita, analisando produgbes de

" Bolsista do Programa Licenciar, Projeto Instrumentos de Avaliagdo em Matematica.

2 Voluntaria do Programa Licenciar, Projeto Instrumentos de Avaliagdo em Matematica.

3 Universidade Federal do Parana. Doutor em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica.
4 Universidade Federal do Parana. Mestra em Educagédo em Ciéncias e em Matematica.
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estudantes da Educagéo Basica. Entre os instrumentos de avaliagdo estudados pelo
projeto ao longo do ano de 2026, foi escolhida a “Carta para a Tia” (Santos, 2008),
elaborada com o intuito de oportunizar um ambiente seguro para o estudante relatar
suas experiéncias com matematica.

Analise das “Cartas para a Tia”

A “Carta para a Tia” foi aplicada em uma turma de Ensino Médio que possui 21
estudantes. Apds a aplicagéo, as cartas foram codificadas e, posteriormente, cada
participante do projeto ficou responsavel por analisar uma quantidade de cartas, de
forma que cada carta foi analisada por ao menos dois membros da equipe. Das
cartas analisadas, alguns excertos foram selecionados para serem discutidos neste
trabalho. Esta é uma pesquisa em desenvolvimento. O enunciado da carta foi
elaborado pela coorientadora deste trabalho e professora da turma, com o intuito de
que os estudantes explorassem os conceitos estudados nas aulas de Matematica,
em 2026. Foi solicitado também que utilizassem ilustragdes e calculos que ndo
fossem uma coépia direta do caderno, além de apresentar aspectos emocionais e
reflexdes em relagdo aos contelidos estudados. Diante disso, nas figuras abaixo sédo
apresentados os excertos selecionados das cartas analisadas.

Figura 1 - Excerto da carta AEO5CT1.
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Fonte: Acervo LEAMat.

Ao longo da carta, o estudante mostra um possivel apreco pela matematica. Ao
usar termos como "deixou de ser uma grade de férmulas no quadro e passou a ser
um verdadeiro exercicio de organizagdo do pensamento”, "a beleza real surgiu
quando passamos a investigar como as coisas se organizam" e "fascinante conectar
isso com o cotidiano", o estudante apresenta um bom aproveitamento dos seus
momentos com a disciplina.

Figura 2 - Excerto da carta AEO9CT1.
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Fonte: Acervo LEAMat.
Este excerto permite observar e refletir os diversos aspectos (método de estudo,
nervosismo, tempo, entre outros) que podem ter influenciado no desempenho dos
estudantes, mesmo que tenham compartilhado momentos de estudos.

Figura 3 - Excerto da carta AE11CT1.
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Fonte: Acervo LEAMat.

Neste excerto, evidencia-se como determinados instrumentos de avaliagao
podem desfavorecer alguns estudantes. O relato apresentado demonstra que,
embora o estudante compreenda os conteldos trabalhados em aula e consiga
aplica-los nas atividades propostas em sala, ele apresenta dificuldades para
expressar seus conhecimentos na prova escrita tradicional.

probley

Figura 4 - Excerto da carta AE14CT1.
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ante: Acervo LEAMat.

Ao analisar este trecho, observa-se como o estudante apresenta os conceitos
matematicos aprendidos em sala de aula utilizando suas proprias palavras,
demonstrando sua compreenséo acerca dos conteudos trabalhados. A Carta para a
Tia € um instrumento que oportuniza ao estudante ensinar sobre aquilo que esta
aprendendo, o que também o auxilia em seu processo de aprendizagem.

Figura 5 - Excerto da carta AE17CT1.
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Fonte: Acervo LEAMat.

O estudante apresenta a ideia de que é dificil perceber a utilidade dos contetdos
apresentados em aula no dia a dia, e chega a generalizar quando afirma “a gente
sempre acha que as coisas ndo servem para nada né?”. Uma possivel intervengéo
consiste nos professores ampliarem as aplicagdes dos conteddos matematicos, para
que os estudantes consigam refletir como podem utilizar o que aprendem.

Por fim, fica a reflexdo da importancia de se utilizar diferentes instrumentos
avaliativos. Na Carta para a Tia, destaca-se a frequéncia que os estudantes decidem
relatar experiéncias relacionadas aos seus sentimentos. E possivel associar isso ao
fato de que, constantemente, a escola oportuniza que eles falem de conteludos
matematicos. Mas com que frequéncia os estudantes podem se expressar a respeito
das relagdes que tém com os contelidos matematicos?

253



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

Referéncias

SANTOS, Sandra Augusta. Exploragbes da linguagem escrita nas aulas de
Matematica. In: LOPES, Celi Espasandin (Org.). Escritas e leituras na educagao
matematica. 1 ed. Belo Horizonte: Auténtica, 2009, p. 127-141.

SILVA, Gabriel dos Santos e; BURIASCO, Regina Luzia Corio de. O erro na

avaliagdo como pratica de investigacdo e como oportunidade de aprendizagem.
Revista de Histéria da Educagao Matematica, v. 9, p. 1-17, 2023.

254



Jornada da Matematica, Matematica Aplicada e Educagdo Matematica
Caderno de Resumos | 102 edicéo | 2026 D

MATEMATICA EM MOVIMENTO: EXPOSICAO
ITINERANTE DE MATEMATICA E O
APRENDIZADO LUDICO NA EDUCACAO
BASICA

Jamilly Yasmin Borgato Lodovirge', Jean Gabriel Warenhuk dos
Santos?, Peterson Luiz do Nascimento da Silva®

25006501@uepg.br, 25012101@uepg.br, 25010501 @uepg.br

Marcos Teixeira Alves (Orientador)*
mtalves@uepg.br

Scheila Valechenski Biehl®
svbiehl@uepg.br

Resumo

A Exposicao Itinerante de Matematica (EIMat) surge com o proposito de aproximar os alunos da
educagéo basica da disciplina de matematica através de atividades ludicas, promovendo um
aprendizado significativo e contextualizado para a vida. Ainda predominam, em muitos contextos
escolares, praticas de ensino baseadas na repeticdo mecanica de procedimentos, o que acaba
afastando os estudantes e diminuindo o interesse pela disciplina. Em contrapartida, a
Matematica Recreativa, uma abordagem que estimula o raciocinio légico e resgata a curiosidade
natural dos alunos, vem ganhando mais espago como uma ferramenta inovadora para ensinar e
aprender. Essa iniciativa € promovida pelo projeto de extensdo: Licenciandos em Matematica
em Acado (LeMA) da Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). O objetivo principal da
acdo é levar a matematica recreativa ao ambiente escolar, evidenciando possibilidades
metodolégicas mais dinamicas para o ensino e a aprendizagem da Matematica. Durante as
exposigoes, os estudantes tém a liberdade de observar, interagir e manipular os objetos e jogos
matematicos da forma que preferirem. Todo esse processo € mediado pelos académicos dos
cursos de licenciatura e bacharelado em Matematica que integram o projeto. No ano de 2026,
foram realizadas 5 agdes da EIMat em diferentes escolas da cidade de Ponta Grossa - PR. Os
resultados coletados pelos académicos extensionistas séo positivos, apontando protagonismo,
motivagdo e socializagdo dos estudantes, bem como qualificagdo profissional para os futuros
professores de matematica.

"Voluntaria do Projeto de Extensdo LeMA - Licenciandos em Matematica em Agdo

2Bolsista do Projeto de Extensdo LeMA - Licenciandos em Matematica em Agéo
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“Universidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professor do Departamento de Matematica e
Estatistica e coordenador do projeto LeMA.

SUniversidade Estadual de Ponta Grossa (UEPG). Professora do Departamento de Matematica e
Estatistica e coorientadora do projeto LeMA.
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Palavras-chave: Matematica Recreativa, Jogos Matematicos, Educagéo
Matematica, Atividades Ludicas, Exposicao Itinerante.
Introdugao

A EIMat tem como finalidade aproximar a Matematica da comunidade por meio
de atividades ludicas e interativas. A iniciativa oferece a estudantes e professores
da Educagdo Basica a oportunidade de vivenciar jogos, quebra-cabegas e
experimentos que estimulam o raciocinio logico, a criatividade e o prazer em
aprender. E visto que os alunos se sentem motivados e empolgados a cada novo
desafio proposto. Esse ambiente ludico fortalece a interagao entre os estudantes, os
professores, a comunidade externa e os académicos do projeto. Além disso, cada
experiéncia vivenciada enriquece a visdo dos futuros professores sobre o ensino e
aprendizagem da matematica. O intuito & garantir que os participantes vivenciem a
disciplina de forma propicia a aprendizagem, valorizando também o trabalho
docente.

Nesse contexto, este trabalho tem como objetivo principal apresentar os
resultados coletados pelos académicos extensionistas durante as agbes da EIMat.
Buscamos demonstrar como as exposigdes influenciam positivamente a vida dos
alunos do Ensino Fundamental, além de destacar as contribui¢des do projeto para o
processo de ensino e aprendizagem, beneficiando tanto o desenvolvimento discente
quanto a formacao inicial.

Resultados Principais

A primeira etapa metodolégica do trabalho consiste na organizacédo e confecgao
dos materiais, em conjunto com o estudo aprofundado de cada jogo que ira compor
o acervo itinerante. Em seguida, as escolas interessadas entram em contato com o
projeto para realizar o agendamento da visita (LeMA, 2026).° A partir dessa
inscrigdo, reserva-se uma data e todo o ambiente é preparado para garantir que os
estudantes vivenciem uma experiéncia interativa e participativa. O engajamento
gerado por essa dinamica pode ser traduzido pelas palavras de Suleiman (2008, p.
18): “Compreendi que o jogo envolvia os alunos e os motivava. Mesmo quando
perdiam uma partida, queriam voltar a jogar, repetir o jogo, porque queriam vencer,
vencer o melhor, vencer a si mesmos talvez...”. Esse relato reflete exatamente um
dos principais resultados observados pela comissdo organizadora: os alunos
demonstram curiosidade e sentem-se instigados a resolver cada desafio,
inspirando-se a cada nova tentativa.

Historicamente, a Matematica Recreativa surgiu com o objetivo de proporcionar
entretenimento, estimular o prazer intelectual e exercitar o raciocinio Iégico por meio
de jogos, charadas e enigmas, rompendo com a rigidez das abordagens puramente
tedricas. Estes principios tornaram-se o pilar central da EIMat. A receptividade da
abordagem pode ser observada no engajamento dos estudantes durante as
atividades. Afinal, como destaca Bartolova (2016, p. 13), “A histéria da matematica &
muito longa, e a matematica recreativa € um veiculo ideal para comunicar os
aspectos histéricos e multiculturais da matematica.”

®Mais informagdes disponiveis em: https:/sites.google.com/uepg.br/lemauepg/eimat Acesso em: 14
ago. 2026.
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Durante as mediagdes, a equipe faz questdo de evidenciar aos participantes
que a mesma matematica exigida na sala de aula esta presente naqueles jogos,
buscando promover um olhar diferente e desmistificar a disciplina. Esse aspecto
ludico revela-se ainda mais crucial no contexto da educacéao inclusiva. Muitas vezes,
criangas com Necessidades Educacionais Especiais (NEE) precisam de
metodologias alternativas para consolidar a aprendizagem, e os jogos matematicos
oferecem um formato interativo e concreto com o qual elas faciimente se identificam.
Com base na perspectiva de Vygotsky (1998), o jogo é criador de zonas de
desenvolvimento proximal. Ao participar dessas dinamicas, o aluno com
necessidades especiais beneficia-se da mediacdo e da interagdo com os colegas,
superando limitagdes individuais por meio do trabalho coletivo. Esse impacto
positivo estende-se também aos docentes das escolas Vvisitadas, que
frequentemente relatam sentir-se inspirados a adotar novas praticas metodoldgicas,
0 que amplia as contribuicdes educacionais do projeto. A Figura 1 apresenta alguns
recursos utilizados pela EIMat.

Figura 1 — Alguns dos materiais disponiveis na EIMat

Materias - EIMat

Material

Cubo Mégico

Descrigio

Quebra-cabega tridimensional com combinagdes
de cores.

Objetivo Pedagégico

Desenvolver raciocinio l4gico, meméria e estratéglas de resolugdo.

Tangram

Quebra-cabega geométrico composto de formas
geométricas plana.

Explorar conceitos de geometria plana, formas e criatividade.

Torre de Handi

Jogo de (6gica formado por discos e torres.

d

Trabalhar e resoluga

Jogos de Tabuleiro

Jogos com enfoque logico-matematico.

Estimular pensamento critico, tomada de deciséo e interagao social.

Quebra-cabegas manipuléveis

Puzzles variados com pegas fisicas.

Incetivar criatividade e percepgao espacial.

Experimentos interativos

Atividades préticas que demonstram conceitos

tidi.

teoria e prética, a

Atividades que reforam o ensino da matemética de

Desenvolver a curiosidade e o ensino em dreas especificas da matematica.

Atividades Suplementares -
forma ldica.

Fonte: EIMat (2026).

No ano de 2026, a EIMat realizou 5 agdes em diferentes escolas do
municipio de Ponta Grossa - PR. A Figura 2 apresenta momentos de participagéo
dos alunos. Os resultados coletados pelos académicos extensionistas sdo positivos,
apontando protagonismo, motivagdo e socializacdo dos estudantes, bem como
qualificagéo profissional para os futuros professores de matematica.

Figura 2 - Diferentes momentos da EIMat

> I

Fonte: Dados do projeto (2026).
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Resumo

O projeto "Memérias Matematicas" iniciou sob a coordenacéo das professoras
Elisangela de Campos e Maria Eugénia Martin em fevereiro de 2026, com o objetivo
de promover a divulgagédo cientifica e aproximar a Matematica da sociedade por
meio das memorias matematicas de docentes, discentes e da comunidade em geral.
Em uma disciplina optativa/extensionista da UFPR, a ideia foi apresentada aos
alunos, que abragaram a iniciativa e propuseram que a documentagao das trajetérias
fosse realizada no formato de podcast. A proposta encontrou espago e incentivo no
projeto, ganhando forca gragas a autonomia metodolégica concedida pela
coordenagdo. Essa abertura permitiu @ equipe construir uma abordagem criativa,
que rompe com a rigidez tradicional do ambiente académico. O projeto iniciou as
gravagdes em 1° de maio, com a entrevista do professor Adonai Sant'Anna. A partir
disso, a série expandiu-se rapidamente, registrando a participagdo de diversos
docentes. As conversas nao se restringem ao ambito local da UFPR: a iniciativa ja
ultrapassou os muros institucionais, incorporando relatos de professores da UFRJ e,
em breve, de outras universidades. Complementando o universo do podcast, a
comunicagdo da iniciativa estende-se as redes sociais, onde a equipe compartilha
rotineiramente postagens dindmicas sobre curiosidades, resultados matematicos e
recortes inspiradores das histérias dos entrevistados. Dessa forma, o "Memorias
Matematicas" vai além de uma simples acdo académica: preserva a histéria das
pessoas, divulga o conhecimento de forma acessivel e fomenta um espago
acolhedor de reflexdo sobre a trajetéria de quem constréi a ciéncia e a educagéo.

Palavras-chave: divulgagao cientifica; extensao universitaria; educagdo matematica;
podcast.
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Introducgao

O campo da Educagdo Matematica enfrenta o desafio histérico e persistente
de desconstruir visdes estereotipadas da Matematica. Afirmagdes de que a
“matematica € uma disciplina dificil’, de que “ndo é uma area para mulheres” ou de
que “os docentes da area sdo figuras excessivamente exigentes e distantes”
permeiam o imaginario coletivo de forma excludente. Tais estigmas atuam como
barreiras para a aprendizagem e contribuem para o fendbmeno da ansiedade
matematica enfrentada por diversos estudantes. A desmistificagdo dessas crengas
configura-se, portanto, como uma tarefa importante para a pratica docente e para a
democratizagdo do conhecimento em todos os niveis de ensino. Nesse contexto, o
projeto “Memérias Matematicas” foi estruturado com o propédsito de aproximar a
comunidade geral dos profissionais que atuam na pesquisa e no ensino da
Matematica. Para efetivar tal aproximagéao, adotou-se a divulgacao cientifica por meio
das plataformas digitais. O projeto visa promover o reconhecimento da pluralidade de
experiéncias com a disciplina, destacando sua presenga em diferentes contextos
sociais e profissionais.

A metodologia fundamenta-se na produgao audiovisual, com participagéo ativa
dos estudantes em todas as etapas do processo. Como resultado dessa construgéo
coletiva, foi criado um formato de videocast de entrevistas, com duragéo aproximada
de uma a uma hora e meia, inspirado em aspectos da dindmica de canais como o
Profcast (PROFCAST, 2022). A atuagdo é multiplataforma: o YouTube hospeda os
episddios completos, enquanto o Instagram e o TikTok veiculam recortes e postagens
de curiosidades matematicas (Memorias Matematicas, 2026). Ademais, superou-se o
desafio logistico da falta de equipamentos institucionais com a mobilizacdo de
materiais proprios dos estudantes (cameras, iluminagdo e computadores) e a
parceria com o Laboratorio de Estudos em Avaliacao da Aprendizagem e Educagéo
Matematica (LEAMAT), que cedeu o espago para as gravagdes. A execugao continua
desenvolveu as habilidades dos discentes em oratéria, design e gestdo de midias, o
que evidencia que projetos dessa natureza ampliam a formac&o universitaria ao
articular saberes académicos e praticas de comunicacdo (Alves; Oliveira; Schnorr,
2023).

Resultados Principais

A expansdo do projeto pode ser mensurada tanto pela diversidade dos
convidados quanto pelos indicadores de engajamento digital. Apés a entrevista
inaugural, a série integrou docentes da Universidade Federal do Parana e estendeu
se a outras instituicbes federais, como a UFRJ. A compilagdo de dados fornecidos
pelas plataformas Meta (META, 2026) e Google (GOOGLE, 2026) demonstra a
efetividade da proposta. No YouTube, com a disponibilizagao de seis videos publicos,
o canal acumulou 1.900 visualizagées, 113 inscritos, 254 horas de exibicdo e mais de
9.000 impressbes. Ja no Instagram, os resultados evidenciam um alcance
expressivo, ultrapassando a marca de 40.000 visualizagbes e mais de 220
seguidores em menos de trés meses. A anadlise demografica fornecida pela
plataforma aponta para uma audiéncia composta majoritariamente pelo publico
feminino, representando 58% dos acessos, contra 42% do publico masculino. Em
relagdo a faixa etaria, o perfil atinge predominantemente jovens e jovens adultos:
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24% da audiéncia situa-se entre 18 e 24 anos, e 35% encontra-se entre 25 e 34
anos. Tais dados atestam que o projeto tem alcancado seus objetivos de dialogar
com uma nova geragao e de comunicar a ciéncia para além dos limites estruturais da
academia.

O trabalho mostra que é possivel estruturar iniciativas produtivas e de amplo
alcance publico, mesmo diante de limitagdes de recursos materiais, desde que haja
engajamento discente e parcerias institucionais efetivas. O alcance demografico
obtido demonstra que ha interesse por narrativas cientificas quando estas sao
apresentadas de maneira humana e acessivel. Além disso, a autonomia garantida
pelas coordenadoras ndo apenas viabilizou a execugéo técnica do podcast, mas
fomentou um espago que os estudantes puderam exercer a tomada de decisdo, o
pensamento critico e a gestdo de um projeto em sua totalidade. Mais do que um
acervo de divulgacdo, a agédo estabelece um patriménio historico. Registrar as
vivéncias matematicas de professores, alunos, figuras histoéricas e da sociedade
como um todo garante a preservagédo da identidade plural da disciplina. Para os
discentes envolvidos, a manutengdo do “Memodrias Matematicas” vai além da
formagao convencional e firma um legado construido para a comunidade académica.
Trata-se da convicgédo de que o fazer matematico n&o reside apenas nos teoremas e
nas demonstragbes, mas, intrinsecamente, nas histérias das pessoas que o
constroem e o compartilham.
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Resumo

Este trabalho apresenta a continuidade de uma pesquisa desenvolvida no ambito do
PIBIC entre 2024 e 2026, que investigou, por meio da aplicagdo de questiondrios, as relagdes
entre mulheres, Matematica Financeira e Educagdo Financeira. Na primeira etapa
(2024-2025), participaram 34 mulheres vinculadas aos cursos de Administracdo, Ciéncias
Contabeis, Licenciatura em Matematica e a UNATI. Na segunda etapa (2025-2026), foram
obtidas 101 respostas de participantes dos cursos de Histéria, Pedagogia, Letras e
Engenharia de Produgdo, além da UNATI. Esses estudos investigaram praticas, percepgoes e
desafios relacionados as questdes financeiras, evidenciando lacunas no acesso a Educagdo
Financeira formal, dificuldades com investimentos e endividamento, bem como a
permanéncia de barreiras culturais e sociais que atravessam a autonomia econdmica
feminina. Nesta nova etapa, amplia-se o estudo para mulheres ndo académicas da
comunidade do litoral do Parand, buscando compreender como diferentes grupos percebem
as finangas, a gestdo do dinheiro e a autonomia econdmica. O objetivo é investigar a relagdo
entre mulheres, Matematica Financeira e Educagdo Financeira, considerando direitos
econdmicos femininos, desafios na gestdo financeira e possiveis influéncias da formagdo nas
praticas financeiras. A pesquisa adota abordagem qualitativa, com sustentagdo na Histdria
Cultural, especialmente nos conceitos de praticas e representagbes. Espera-se contribuir
para identificar lacunas formativas e subsidiar agdes educativas voltadas ao fortalecimento
da autonomia econémica feminina.

! Bolsista pela Fundacdo Araucaria do Parana, do Programa PIBIC, da Universidade Estadual do Parand,
Campus de Paranagud.

2 Bolsista pelo CNPq, do Programa PIBIC, da Universidade Estadual do Parana, Campus Paranagua.
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* Universidade Tecnoldgica Federal do Parand UTFPR Campus de Pato Branco. Pés-doutoranda em Educagdo
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Palavras-chave: Educacao financeira, matematica financeira, mulheres, disciplinas
escolares.

Introdugao

A Educagédo Financeira tem assumido crescente relevancia nas discussdes
educacionais contemporaneas, especialmente diante da necessidade de formar
sujeitos capazes de compreender, planejar e tomar decisdes financeiras de maneira
critica e autdbnoma. No Brasil, documentos como a Estratégia Nacional de Educagao
Financeira (ENEF) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) evidenciam a
importancia da inser¢cdo desse tema desde as etapas iniciais da escolarizagao,
reconhecendo sua contribuigdo para a formagao cidada de jovens e adultos (Brasil,
2018).

No entanto, ao considerar a trajetéria histérica das mulheres, torna-se
necessario problematizar em que medida o acesso desigual aos conhecimentos de
Matematica Financeira e Educagao Financeira contribuiu, e ainda contribui, para a
manutencao de desigualdades socioecondmicas e para a limitagdo da autonomia
feminina nas decisdes relacionadas ao dinheiro. Historicamente, a gestao financeira
esteve associada ao dominio masculino, enquanto as mulheres foram atribuidos
papéis ligados ao cuidado, a domesticidade e a dependéncia econémica. Embora
avancgos legislativos e sociais tenham ampliado sua presenca no mercado de
trabalho e nas instituicbes de ensino, persistem desigualdades salariais, barreiras
culturais e representagdes sociais que ainda afastam muitas mulheres das
discussodes sobre finangas, investimentos e planejamento.

Diante desse contexto, este estudo compreende tais desigualdades como
construgdes historicas e sociais, vinculadas a relagbes de poder. Para sua andlise,
adota-se a perspectiva da Historia Cultural, fundamentada em Chartier (1990, 2002)
e Barros (2011), por possibilitar a compreens&o das representagdes e apropriagdes
constituidas socialmente acerca das mulheres, do dinheiro e da participagao
feminina nas esferas econémicas. Assim, a pesquisa objetiva investigar a relagao
entre mulheres, Matematica Financeira e Educagédo Financeira, considerando
direitos econémicos, desafios na gestao financeira e diferentes contextos formativos.

Resultados Principais

Como a pesquisa empirica tera inicio em setembro de 2026, ainda ndo ha
resultados decorrentes da nova etapa. No entanto, estudos desenvolvidos entre
2024 e 2026 ja permitem apontar dados parciais que fundamentam sua
continuidade. Na pesquisa de 2024-2025, com académicas de Administracao,
Ciéncias Contabeis, Licenciatura em Matematica e participantes da UNATI, foram
obtidos 34 questionarios. Os dados indicaram que cerca de 70% das participantes
eram responsaveis diretas pela gestdo das finangcas domésticas, enquanto 25%
mencionaram gerenciamento compartilhado. As maiores dificuldades apontadas
foram investimentos, com 52,9%, e gerenciamento de dividas, com 32,4%. Além
disso, aproximadamente 65% afirmaram néo ter tido contato formal com Educagéo
Financeira, evidenciando lacunas formativas e barreiras culturais a autonomia
econdmica feminina.
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A pesquisa de 2025-2026, ainda em andamento até agosto de 2026, conta até o
momento com 101 respondentes de diferentes cursos e faixas etarias.
Fundamentada na Histéria Cultural, a investigagao indica que as praticas financeiras
femininas ndo devem ser compreendidas apenas como escolhas individuais, mas
como praticas socialmente construidas, influenciadas por valores culturais,
experiéncias geracionais, processos historicos e relagdes de poder.

Os dados parciais apontam percepgdes distintas sobre Educagéo Financeira e
autonomia econdmica. Destaca-se que 98% das participantes consideram que esse
conhecimento deveria ser obrigatorio nas escolas, evidenciando o reconhecimento
da tematica como parte importante da formagéo dos individuos. Ao mesmo tempo, a
maioria considera que homens e mulheres ainda ndo possuem as mesmas
oportunidades no campo financeiro.

As respostas também indicam dificuldades relacionadas ao planejamento
financeiro, aos investimentos e a administracdo de dividas. Observa-se, portanto,
uma aparente contradicdo entre o reconhecimento da importancia da Educagao
Financeira e as insegurancgas ainda presentes na pratica cotidiana. Esses resultados
sdo preliminares, e a anadlise sera aprofundada nas préximas etapas da
investigacao.
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Resumo

A OPRM ¢é uma competigéo direcionada aos alunos do 6° ao 9° ano do Ensino
Fundamental e aos alunos do Ensino Médio das escolas das redes publica e
privada do Estado do Parana. Idealizada e realizada desde 2016, a OPRM ja se
consolidou como uma das maiores competigdes cientificas do nosso estado

Palavras-chave: Olimpiadas de Matematica; Ensino de Matematica; Educagao.
Introdugao

A OPRM tem como intuito estimular o estudo da Matematica, despertando a
curiosidade em aprender por meio de questdes desenvolvidas com um espirito
diferente daquele encontrado, por exemplo, nos livros didaticos. O projeto também
visa identificar jovens talentos e incentivar estes a seguir na area cientifica e
tecnoldgica. A iniciativa também contribui para a aproximacéo entre a UFPR e a
Educacao Basica.

O projeto, devidamente registrado na UFPR como projeto de extensdo e
também participante do Programa Licenciar/UFPR, é patrocinado pelo SINEPE —
Sindicato das Escolas Particulares do Parana e apoiado pelo Departamento de
Matematica da UFPR.

A prova é aplicada em escolas (publicas e privadas) do Estado do Parana em
trés niveis:

e Nivel 1 — alunos matriculados no 6° ou 7° ano do Ensino Fundamental;

! Bolsista da OPRM. 2 Bolsista da OPRM. 3 Bolsista da OPRM. * Bolsista da OPRM.
® Bolsista da OPRM.* Bolsista da OPRM. ’ UFPR. Orientador. ® UFPR. Coorientador.
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e Nivel 2 — alunos matriculados no 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental;

e Nivel 3 — alunos matriculados em qualquer série do Ensino Médio.

A OPRM possui duas fases, compostas da seguinte maneira:

1a Fase — Prova objetiva com 20 questdes e duragao de 2 horas e 30 minutos
para todos os niveis. Ap6s a aplicagdo da prova, a Coordenagdo do projeto define,
com base no desempenho dos alunos, a nota de corte para a segunda fase. Os
alunos cujas notas forem maiores que a nota de corte sdo convidados para a 22
fase.

2a Fase — Prova discursiva com 6 questdes e duragao de 4 horas para todos os
niveis.

Ap0s a corregao das provas é realizada uma cerimdnia de encerramento, onde
os alunos que obtiverem as melhores pontuac¢des da competi¢cdo, de cada nivel, séo
premiados com medalhas de ouro, prata e bronze.

A participagdo dos estudantes no projeto (bolsistas e voluntarios) envolve
atividades tais como elaboragdo, aplicagdo e correcdo de provas, elaboragdo de
gabaritos e manuais de resolugdo de questdes, organizacdo e execugao da
cerimbnia de premiagao, entre outras atividades.

Resultados Principais

Desde a primeira edicdo da OPRM em 2016, é realizada ao final do processo
uma Cerimbnia de Premiagdo para entrega de medalhas para os alunos melhor
classificados e para os colégios com melhor desempenho. Na edigdo 2025, a
Cerimoénia de Premiagao ocorreu no Auditério do Colégio Curitibano Adventista do
Bom Retiro, em Curitiba. Estiveram presentes cerca de 700 pessoas, entre
estudantes, familiares, professores, gestores escolares e autoridades.

Figura 1 — Cerimonia de premiacdo OPRM 2024.

Fonte: Galeria OPRM

Além das medalhas para os estudantes, a OPRM oferta troféus de
reconhecimento para as escolas participantes que obtiveram maior destaque na
competicdo. Na edicdo 2025, foram laureados 14 estabelecimentos de ensino do
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Parana, pertencentes a diversas regibes do estado. A distribuigdo de medalhas
segue a proporcao 12/24/36 (ouro, prata e bronze) por nivel.

A edicdo 2026 da OPRM, atualmente em curso, teve cerca de 18 mil
participantes de cerca de 150 escolas paranaenses. A equipe de bolsistas da edigao
2026 esta atualmente trabalhando em um manual de solu¢gdes da OPRM. Neste
material, serdo apresentadas todas as solugbes das questbes desde a primeira
edicdo. As solugbes sao elaboradas, digitalizadas, revisadas e comentadas pelos
bolsistas, em um trabalho que se destinara a compor o acervo de treinamento
utilizado no projeto POTI/UFPR, que caminha em estreita parceria com a OPRM.
Neste material, sera incluido também um indice de assuntos no qual sdo
referenciadas as aulas e tdpicos que compdem o programa de treinamento ofertado
no POTI. Esta atividade contribuird muito para a formacdo dos estudantes que
atuam no projeto, envolvendo desde o conhecimento dos mesmos sobre as
ferramentas de trabalho (Latex, por exemplo) até o conhecimento matematico
necessario para a resolugao das questdes.

A equipe de bolsistas e voluntarios também atuara na corre¢do das provas da
2a fase da OPRM, que devera ocorrer no més de outubro de 2026. Esta é uma
atividade que contribuira muito para o crescimento profissional dos estudantes, uma
vez que oferece a possibilidade de perceber de forma muito nitida como funciona a
dindmica da olimpiada e também como é o desempenho dos estudantes na
competicao.

Figura 1 — Cerimonia de premiagdo OPRM 2025.

Fonte: Galeria OPRM
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Resumo

O POTI/TOPMAT integra uma iniciativa nacional coordenada pelo Instituto
Nacional de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), voltada ao incentivo ao estudo da
Matematica, com foco olimpico, entre estudantes do ensino fundamental e médio de
todo o Brasil. O polo sediado na Universidade Federal do Parana (UFPR) iniciou
suas atividades em 2016 e ja treinou cerca de 2.000 estudantes de Curitiba e
Regido Metropolitana. Anualmente, aproximadamente 300 estudantes participam do
projeto, que oferece treinamento em Algebra, Geometria, Teoria de Numeros e
Combinatéria. Em 2025, os participantes conquistaram cerca de 150 medalhas em
competicdes matematicas. Além do desempenho em olimpiadas, o projeto promove
a integragdo entre universidade, escolas e familias, contribuindo para a formagao
matematica dos estudantes e para a aproximacdo da UFPR com a comunidade
paranaense.

Palavras-chave: Educagdo Matematica, Matematica Olimpica, Ensino Fundamental
e Médio, Formagéao de Estudantes, Integracao Universidade-Escola.

Introducgao

As competicdes matematicas constituem uma importante ferramenta para
estimular o interesse pela Matematica, desenvolver o raciocinio logico e
proporcionar desafios diferenciados aos estudantes da educagdo basica. Nesse
contexto, o POTI/TOPMAT atua como uma iniciativa de formacgéo e preparagéo de

'UFPR, Graduando, Bolsista do POTI/TOPMAT
2UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar
3UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar
4UFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar
SUFPR, Graduando, Bolsista do Licenciar.
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estudantes para competigbes matematicas, inserindo o estado do Parana nesse
cenario nacional.

O polo da UFPR iniciou suas atividades em 2016 e, desde entdo, vem
ampliando sua atuagdo em Curitiba e Regido Metropolitana. As aulas séo
ministradas por estudantes de graduagdo da UFPR, selecionados a cada ano, e
estdo estruturadas em quatro disciplinas: Algebra, Geometria, Teoria de Nimeros e
Combinatéria. O projeto também desenvolveu seu préprio material didatico, que vem
sendo continuamente aprimorado e adaptado a realidade e as necessidades dos
estudantes participantes.

Resultados Principais

Desde o inicio de suas atividades, o POTI/TOPMAT ja proporcionou
treinamento matematico a cerca de 2.000 estudantes. Atualmente, o projeto atende
aproximadamente 300 estudantes por ano, demonstrando sua consolidagdo como
uma iniciativa de incentivo ao estudo da Matematica no Parana.

Um dos principais resultados observados & o crescimento do numero de
estudantes premiados em competicdes matematicas. Em 2025, os participantes do
projeto conquistaram cerca de 150 medalhas, evidenciando o impacto do
treinamento oferecido e a evolugao do desempenho dos estudantes.

Além dos resultados em competigdes, o POTI/TOPMAT tem fortalecido a
relagéo entre a universidade e a educagao basica. Para os estudantes de graduagéo
da UFPR, o projeto proporciona uma experiéncia diferenciada de ensino e contato
com estudantes interessados e talentosos em Matematica. Para os alunos do ensino
fundamental e médio, oferece a oportunidade de vivenciar um ambiente universitario
e ter acesso a uma formagao matematica especializada.

O projeto também promove uma interagdo significativa com as familias dos
estudantes, especialmente durante a prova de selecao, realizada em fevereiro, e a
cerimbnia de encerramento, realizada em novembro. Essas atividades contribuem
para aproximar a UFPR da comunidade e evidenciam o papel da universidade na
promogao da educagao e do desenvolvimento cientifico no estado do Parana.

Dentre as atividades desenvolvidas pelos cerca de 40 alunos de graduagéo
que compdem a equipe de trabalho do projeto, destacamos a ministragdo periodica
de aulas e monitorias das disciplinas que integram o treinamento bem como a
elaboracao, aplicagéo e corregéo de simulados. Na presente edigdo do projeto, os
bolsistas também estdo envolvidos na elaboragdo de um manual de solugbes de
todos exercicios constantes no material didatico. O impacto de todas estas
atividades na formagéo académica de cada um dos estudantes envolvidos no projeto
é grande, pois permite que a equipe vivencie uma ampla gama de situagées no
ambito das acdes e, desta forma, alcance uma formagdo muito mais solida e
antenada com a realidade local.
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Resumo

A Semana da Matematica 2026 foi um evento realizado em fevereiro do ano em
questdo, que contou com a organizagdo de diferentes entidades, entre elas, o PET
Matematica. O evento teve como objetivos a recepgéo dos calouros e a integragéo
dos estudantes do curso de Matematica da UFPR. Foram realizadas
mesas-redondas com alunos e/ou egressos, palestras de divulgacédo cientifica e
mesas-redondas com professores da UFPR e da UTFPR, contemplando as varias
possibilidades de curriculo do curso e integrando alunos, egressos e corpo docente.
Os minicursos, de carater pratico e interativo, forneceram aos participantes
diferentes formas de enxergar o ensino basico. Com a participagéo tanto de calouros
quanto de outros alunos do curso, os objetivos do evento foram atingidos e os
resultados obtidos envolveram os trés pilares de atuagdo do PET: ensino, pesquisa e
extensdo. O presente trabalho explora tais resultados ao expor o planejamento, a
execugao e a recepgdo do evento a partir da perspectiva do PET Matematica.

Palavras-chave: Programa de Educagdo Tutorial, semana académica, divulgagado
cientifica, formagao académica, integragao.

Introducgao

O Programa de Educagdo Tutorial (PET) visa envolver os estudantes
participantes em um processo de formagdo académica amplo que alinha ensino,

Bolsista do Programa de Educacado Tutorial (PET) Matematica UFPR.
2Voluntario(a) do Programa de Educacao Tutorial (PET) Matematica UFPR.
SUFPR. Professor do Departamento de Matematica da UFPR.
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pesquisa e extensdo, proporcionando a partir desses trés principios um
desenvolvimento académico de exceléncia para seus membros. Entre os objetivos
especificos do programa estd a evolugdo do processo de atuagido coletiva,
planejamento e execucao, atrelados a elaboragdo de atividades voltadas para os
demais discentes do curso de Matematica (PET MATEMATICA UFPR, s.d.). Nesse
contexto, destaca-se a importancia de criar um ambiente de fomento cientifico e
educacional para os alunos do curso, sejam calouros ou veteranos. Além disso, € de
igual importancia acolher os alunos ingressantes e integra-los ao ambiente
universitario. A fim de atingir tais objetivos, é organizada anualmente, no inicio do
periodo letivo, a Semana da Matematica.

Resultados Principais

Assim como na edigdo de 2025, a Semana da Matematica (SMAT) 2026 foi
planejada em conjunto com a Coordenagéo do Curso de Matematica (CMAT) da
UFPR e com o Centro Académico de Matematica (CAM) da mesma instituigdo. O
evento ocorreu entre os dias 23 e 27 de fevereiro de 2026 no Campus Centro
Politécnico da UFPR. A CMAT ficou responsavel pela programagéo do primeiro dia,
na segunda-feira, o PET pela programagéo de terca e quarta e o CAM pela
programacéao de quinta e sexta.

As atividades desenvolvidas pelo PET no segundo dia e no terceiro dia da SMAT
2026 estao explicitadas na Tabela 1, na qual “MR” se refere as mesas-redondas com
professores e “MRA” as mesas-redondas com alunos e/ou egressos do curso.

Tabela 1 — Cronograma da SMAT 2026

Horario DIA 2 - 24/02 DIA 3 - 25/02
Maria Tereza Soares - Palestra: Wagner Moraes - Palestra:
13h30 Escola < Universidade: Percursos e Escolhemos escolher, mas a que
Percalgos de uma Pretensa custo? O Axioma da Escolha e alguns
Educadora Matematica de seus paradoxos
Tanise Pierin, Thiago Quinelato e Leonardo Cortez, Samuel Velez,
14h30 Eduardo Hoefel - MR: Laura Ferrandin - MRA:
Intercdmbio e P6s-Graduagéo no | Diferentes curriculos do graduando de
Exterior Matematica da UFPR
15h40 Coffee Break Coffee Break
Paula Lima e Ximena Mujica - Paula Lima e Ximena Mujica -
16h Minicurso 1: Minicurso 1:
Jogos de Tabuleiro no Jogos de Tabuleiro no
MatematicATIVA MatematicATIVA
Cleber de Medeira, Neusa Tocha Andressa Dasenbrock, Elissandro
19h (UTFPR) e Carla Pompeu - MR: Sikora e Fernanda Uhlig - MRA:
Desafios da profisséo de Diferentes curriculos do graduando de
professores pesquisadores Matematica da UFPR
(Gabriel dos Santos / LeaMat) - (Gabriel dos Santos / LeaMat) -
Minicurso 2: Minicurso 2:
20h
O que podemos aprender com a O que podemos aprender com a
analise da produgao escrita em analise da produgéo escrita em
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matematica? matematica?

21h30 Coffee Break Coffee Break
Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

As palestras, com carater de divulgagado cientifica, foram pensadas a fim de
apresentar aos graduandos as possiveis areas em que um matematico pode atuar.

As mesas-redondas de professores tiveram como foco o dialogo no futuro da
graduagdo dos ouvintes e na realidade atual da profissdo. Além de aproximar os
alunos do curso de Matematica de seu respectivo corpo docente, tendo em vista a
grande quantidade de calouros participando da SMAT.

As mesas-redondas de alunos tiveram como ponto focal diferenciar os curriculos
do curso de Matematica (bacharelado e licenciatura), explicando suas
especificidades. Para atingir esse objetivo foram escolhidos alunos com perfis
diferentes de graduagdo, que estudaram em turnos diferentes e que tiveram, desta
forma, experiéncias distintas na universidade. O objetivo de diversidade foi atingido
e a conversa com os ouvintes foi bem fluida e significativa; essa percepgao foi
reforgada pelos feedbacks positivos que recebemos apds o evento.

Os minicursos foram atividades com maior participagdo ativa dos ouvintes.
Uniu-se a explicagdo a pratica levantando-se questdes complexas como “avaliagéo
da produgao escrita” e “metodologias de ensino” de forma divertida e dinamica.

De maneira geral, a programacdo do PET nesses dois dias da SMAT 2026
contemplou com as mesas-redondas e palestras as possibilidades de curriculo do
curso, diferentes areas de pesquisa do corpo docente da UFPR, e por meio dos
minicursos diferentes formas de enxergar o ensino basico e como levar a
universidade até ele de maneira inovadora. Dessa forma acreditamos ter seguido os
trés pilares de atuagéo do PET: ensino, pesquisa e extensao.

Quanto ao planejamento, os membros do PET se dividiram em equipes:
E-mails (convites e comunicagao), Credenciamento (recepgéo e crachas), Fotografia
(registro do evento), Organizagdo de formularios, Mediagdo de mesa-redonda,
Assisténcia de sala (apoio técnico e logistico) e Coffee break (alimentagéo e
integracéo).

Um diferencial da SMAT de 2026, em comparagédo com a do ano anterior, foi a
introducédo de coffee breaks também no periodo noturno em cada um dos dois dias
que estiveram sob a organizacdo do PET. Além disso, o grupo optou por manter as
mesas-redondas com alunos e/ou egressos do curso, as quais foram implementadas
pela primeira vez na edigéo anterior.

Por fim, como nos anos anteriores, o planejamento da SMAT do ano seguinte é
iniciado com a devida antecedéncia em meados do segundo periodo letivo, a fim de
se analisar e incorporar os feedbacks dos participantes e garantir o bom andamento
do evento, bem como seu aprimoramento constante.

Referéncias

PET Matematica UFPR. Disponivel em: https://petmatematica.ufpr.br/. Acesso
em: 31 ago. 2026.
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Resumo

O XXI Brincando de Matematico foi um evento de extenséao realizado no re-
cesso de julho de 2026 pelo PET Matematica da UFPR, voltado a estudantes do
Ensino Fundamental e Médio. Sob a tematica "O Labirinto dos Cédigos", o evento
teve como objetivos apresentar conceitos de Teoria de Codigos e Algebra de forma
ldica, além de proporcionar uma experiéncia de formacéo docente aos membros
do PET. Foram promovidas exposi¢gdes conceituais, dinamicas de escape room,
jogos educativos e atividades colaborativas guiadas por storytelling, acompanha-
das da entrega de um material didatico exclusivo aos participantes. O presente
trabalho expde a estrutura, a execucéo e os impactos do evento sob a perspectiva
do grupo PET.

Palavras-chave: Ensino de matematica. Ensino de algebra. Programa de Educacgao
Tutorial. Divulgacéo cientifica. Teoria de Cédigos.

Introducao

A aprendizagem da matematica no ensino basico é frequentemente marcada por
metodologias focadas na memorizagdo de algoritmos e no cumprimento estrito de

*Universidade Federal do Parana (UFPR). Graduandos em Bacharelado e Licenciatura em Matema-
tica. Integrantes Bolsistas e Voluntarios do Programa de Educagao Tutorial Matematica (PET).
TUniversidade Federal do Parana (UFPR). Doutor em Matematica (USP).
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conteidos programaticos. Essa abordagem abstrata e descontextualizada costuma
afastar os estudantes do raciocinio l6gico-dedutivo genuino, gerando desinteresse,
aversdo a disciplina e a percepg¢ao equivocada de que a matematica é uma ciéncia
inacessivel ou desconectada da realidade. Para superar essas barreiras, torna-se
fundamental criar espagos de aprendizagem que promovam o ensino investigativo, a
intuicdo e a resolugdo de problemas de forma ludica e participativa. E nesse cenario
que o Brincando de Matematico se insere.

O Brincando de Matematico € um evento de extensao organizado pela equipe do
Programa de Educacéo Tutorial (PET) Matematica da Universidade Federal do Parana
(UFPR) voltado para estudantes dos Anos Finais do Ensino Fundamental e inicio do
Ensino Médio, tendo como principal objetivo trabalhar conceitos e ideias matematicas
que nao sdo usualmente explorados nos curriculos das instituigdes de ensino. A in-
tencdo é promover uma experiéncia de ensino e aprendizagem que seja significativa
tanto para os estudantes inscritos quanto para os integrantes do PET, através de pro-
postas de atividade que estimulem a interagé@o discente e a participagéo, bem como
contribuam para o processo de formagao docente dos envolvidos.

O evento é realizado no campus Centro Politécnico da UFPR, com duragao de
trés dias consecutivos, geralmente no més de julho, durante o periodo de recesso
letivo das escolas estaduais, visando permitir a participagdo de um maior nimero de
estudantes e evitar o conflito com as atividades escolares. Mesmo sendo realizado
somente no segundo semestre, a organizagado das atividades para o evento ocorre
desde o inicio do ano, através de discussdes realizadas durante as reunides internas
do grupo PET, em que se estabelecem as fung¢des de cada integrante, o tema e as
dindmicas a serem realizadas.

Resultados Principais

A edigao de 2026 teve como tema "O Labirinto dos Codigos", explorando ao longo
de trés dias uma introdugao a Teoria Algébrica de Cédigos.

+ 12 Dia: Foram apresentados os conceitos de alfabetos, blocos de cddigo e de-
teccdo e corregdo de erros. Para ilustrar o conceito de ruido no canal de comu-
nicacéo, utilizou-se a dindmica do "telefone sem fio", seguida de atividades em
grupo de codificagao para resolugao de um desafio estilo escape room em um
labirinto.

2¢ Dija: O foco foi introduzir elementos de Algebra Linear e corpos finitos (Z,),
como vetores e espagos vetoriais. O contelddo foi consolidado através de jogos
dindmicos, incluindo atividades com cartas e um jogo de perguntas no formato
Passa ou Repassa.

32 Dia: Integraram-se os conceitos prévios para a realizagao de operagdes com
codigos lineares. Os estudantes participaram de um jogo de dominé matematico
e de uma simulagao final de decodificagao guiada por storytelling, na qual cada
participante desempenhou uma fungéo especifica no processo de decodificagéo.

O evento registrou 42 inscritos, contando com 30 presentes no primeiro dia, 31

no segundo e 29 no terceiro, evidenciando uma alta taxa de reten¢éo do publico. O
publico-alvo, com faixa etéria de 11 a 17 anos, foi predominantemente composto por
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estudantes da rede privada de Curitiba e participantes do Polo Olimpico de Treina-
mento Intensivo (POTI) da UFPR, com parcela menor oriunda da rede publica.

Os participantes demonstraram elevado engajamento, formulando perguntas apro-
fundadas sobre Teoria da Informagéo e buscando o auxilio dos professores para a re-
solugéo de problemas matematicos externos, evidenciando o evento como uma impor-
tante ponte entre os estudantes e a universidade, oferecendo um espago de suporte
docente e cientifico para a resolugéo de problemas complexos que extrapolavam o
contexto escolar regular.

Para dar suporte as atividades, a equipe do PET elaborou um material didatico ex-
clusivo e impresso, contendo capitulos estruturados para cada dia de evento, revisado
por docentes do Departamento de Mateméatica da UFPR e entregue aos estudantes.

Figura 1: Alunos em trabalho em equipe durante uma das dindmicas praticas no en-
cerramento do evento.

Sob a perspectiva da formagao docente, os membros do PET relataram uma ex-
periéncia muito positiva de regéncia, apontando como principal desafio a transposi¢ao
didatica, isto é, a adaptagao da linguagem académica para uma abordagem ludica e
acessivel a faixa etaria atendida.
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