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Apresentacao

Prezado Estudante!

E uma grande alegria té-lo conosco nesta edi¢ao do Brin-
cando! Tenho certeza que estes dias serdo muito especiais
para a sua formacao matematica e trarao muitos conheci-
mentos novos para voceé!

O Brincando é uma atividade de extensao gratuita da
UFPR planejada, organizada e conduzida pelos alunos do
PET - Matematica com o intuito de oferecer aos estudan-
tes de Ensino Médio que possuam interesse e potencial em
Matematica a oportunidade de estudar e aprender sobre um
tema matematico relevante apresentado de forma acessivel e
ludica. Além disso, o Brincando oferece ao estudante uma
oportunidade de conhecer melhor nao somente a infraestru-
tura fisica da UFPR, mas também de interagir com docentes
e estudantes de Matematica.

O tema desta edicao desperta muito interesse, possui
aplicacoes variadas e foi estudado intensamente pelos inte-
grantes do PET durante mais de um semestre.

Gostaria de agradecer, de maneira especial, aos colegas
do Departamento de Matematica que tém apoiado este tra-
balho, a Direcao do Setor de Ciéncias Exatas e especialmente
a cada um dos estudantes do PET, pela dedicagao e esmero
com que realizam todas as atividades!
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Capitulo 1

Definicoes e Primeiros
Resultados

1.1 Introducao

Problemas de abastecimento

Vamos supor 3 casas vizinhas. Estas precisam ser ligadas
a uma rede de agua, luz e telefone, todos dispostos de ma-
neira que as linhas nao se cruzem. Vocé consegue conectar
cada casa a estes 3 itens sem que as linhas se cruzem?

Este é um problema classico de grafos. Mas afinal, o que
sao grafos?

Antes de entrarmos mais a fundo nestas questoes, vamos
analisar outros problemas a fim de entender melhor a origem
da teoria de grafos.

Pontes de Koeninsberg

Imagine que vocé vive na Cidade de Koeninsberg do de-
senho abaixo. Um dia, vocé foi desafiado a passar por todas
as sete pontes da cidade e retornar ao seu ponto de partida

7
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passando somente uma vez em cada ponte. Acha que conse-
gue?

Figura 1.1

Sem ideias? Entao tente este outro problema a seguir:

Sorvete? Onde?

Imagine que vocé é dono de uma sorveteria e quer iniciar
a venda de sorvetes pelas esquinas de um parque que tem o
seguinte mapa:

Figura 1.2

Mas pense bem: vale a pena ter sorveteiros em duas es-
quinas consecutivas (préoximas)? E ainda, vocé tem que re-
duzir custos, consegue colocar o menor ntimero possivel de
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carrinhos sorvete de modo que todas as ruas do parque te-
nham acesso ao sorvete? Ficou mais dificil?

Calma, a seguir vamos formalizar alguns conceitos para
ajudar a elucidar esses problemas e trazer possiveis solugoes.

1.2 Conceitos Basicos

U

Figura 1.3

C
° t

b

Figura 1.4

As figuras acima sao grafos, denotados normalmente com
letras maitisculas (por exemplo, “grafo G”). Aos “pontos pre-
tos”, a, b e ¢, nas figuras damos o nome de vértices (deno-
tados por (V(G)), e as linhas 7, s e t que ligam os “pontos
pretos” nas figuras chamamos de arestas (A(G)).
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Por vezes, quando indicamos somente os vértices do grafo,
como na figura 1.4, indicamos a aresta do grafo que ligam os
vértices u e v, por {u, v}, ou simplesmente uv, se essa aresta
existir.

Quando dois vértices de um grafo estdo conectados por
uma aresta dizemos que sdo vértices adjacentes.

(V)

Figura 1.5

Exemplo 1.2.1.

Um caso especial de aresta ¢ aquela que liga um vértice
a ele mesmo. Uma tal aresta é chamada de lago.

Exemplo 1.2.2.

Figura 1.6

Mas existem casos mais simples e praticos para estudar-
mos, por exemplo, podemos ter um caso onde os vértices
estao conectados por mais de uma aresta?
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Sim! A resposta é com certeza sim! A estes grafos em
especial atribuimos o nome de Multigrafo. Veja s6:

Exemplo 1.2.3.

Figura 1.7

O nome de “Multigrafo”vem da ideia de “multiplici-
dade” das arestas.

Quando um grafo nao é um multigrafo e nao tem os estra-
nhos lacos, também damos um nome especial: Grafo Sim-
ples. Bonito, nao é? Sao como nos exemplos a seguir:

Exemplo 1.2.4.

~

Figura 1.8

Uma coisa interessante para fazermos com os vértices,
é contar quantas arestas chegam nele. Este ntimero é o que
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damos o nome de grau do vértice(que denotamos por d(v)).

Agora, partindo disto, vamos dar um passo adiante nestes
grafos. Analise os grafos a seguir e responda:

Figura 1.9

Figura 1.10

(a) Qual o grau de cada vértice?

(b) Quanto vale a soma de todos os graus de um mesmo
grafo?

(¢) Qual o nimero de arestas de cada grafo?

E entao? Notou alguma relagdo entre o nimero da soma
dos graus de todos os vértices com o ntimero das arestas do
mesmo grafo?

Vamos entao para o primeiro resultado importante:
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Teorema 1.2.5. Para todo grafo G:

3 d(v) = 24(G)

veV(G)

Em outras palavras, estamos dizendo que a soma do nu-
mero de graus dos vértices de um grafo G é igual ao dobro
do ntimero de arestas de um mesmo grafo (G. Interessante,
nao acha? Faca um teste vocé mesmo, desenhe alguns e note
como isto sempre acontece!

Seguindo adiante, veja a figura a seguir e diga: temos
quantos grafos? Um ou dois?

Figura 1.11

Entao, podemos dizer que depende da situacao. Pode-
mos sim interpretar como sendo dois grafos distintos, mas
também podemos pensar como sendo apenas um grafo de
um caso especial. Pense assim: Imagine que o grafo como
um todo descrevia uma rede de telefone, ou seja, os vértices
sao os postes e as arestas sao os cabos.
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Figura 1.12

Entao, apés uma ventania muito poderosa, tivemos al-
guns cabos desconectados e entao obtemos aquele estranho
grafo separado do comeco (Figura 1.11).

Captou a ideia?

Agora sim, dando os devidos nomes aos bois, veja s6 como
faz sentido: Se considerarmos o grafo da figura 1.11 como um
s0, teremos o que chamamos de Grafo Desconexo, pois ele
nao esta inteiramente conectado. E ainda, dando nomes a
cada um de seus pedacos, dizemos que cada um deles é uma
Componente conexa do grafo todo.

E para fechar tudo com um laco perfeito de conceitos,
se um grafo ¢é inteiramente conectado, isto é, nao temos ne-
nhuma componente conexa perdida em algum canto, como
nos postes antes de desconectarem alguns de seus cabos, da-
mos a ele o nome de Grafo Conexo.

ISOMORFISMO. Palavra bonita, nao acha? Diga-se
de passagem, palavra muito importante na matematica, mas,
e no contexto dos grafos? Para que serve? Veja s6:
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Figura 1.13

Figura 1.14

Exemplo 1.2.6.

Percebeu que os dois grafos do exemplo tem o mesmo
numero de vértices e o mesmo numero de arestas? Além
disso, percebeu que os graus dos vértices dos dois grafos
sao bem semelhantes? Na verdade, percebeu que vocé esta
olhando para dois grafos iguais porém apenas desenhados de
maneiras diferentes? Sim, vocé pode reorganizar um para
ficar igual ao outro! Nestes casos, dizemos que os grafos sao
isomorfos.

Aposto que gostou da ideia. Mas vamos formalizar me-
lhor isto entao: Dizemos que um grafo GG é isomorfo a um
grafo V' quando é possivel estabelecer uma correspondéncia
1-a-1 entre os seus vértices de acordo com seus devidos graus.
Note que foi exatamente como relacionamos no exemplo an-
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terior, associamos um vértice de um dos grafos com o vértice
do outro grafo com o mesmo grau, sim, vocé faz isso intui-
tivamente e sem perceber. Faca agora uns testes com os
exemplos a seguir:

Exemplo 1.2.7. Diga se estes seguintes grafos sao isomorfos
dois a dois:

Vamos aproveitar o embalo ja que estamos falando de iso-
morfismos entre grafos e tratemos agora de tipos diferentes
de grafos, veja s6 como ¢ legal classifica-los:

1. Subgrafo: E possivel existir um grafo dentro de um
grafo? Sim! E subgrafo é o nome que ele recebe, per-
ceba:

Exemplo 1.2.8.

G

Figura 1.15

A partir disso podemos dizer que um grafo G é sub-
grafo de si proprio? Reflita! (Mas a resposta é sim).

2. Subgrafo Gerado: Agora, vamos apelar um pouco:
Considere um grafo G e vy, vq, ..., v, alguns dos vérti-
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ces de G. O subgrafo H de G gerado por estes vértices
¢ dado da seguinte maneira:

(i) Os vértices de H 820 vy, v, ..., Up;

(ii) As arestas de H sao todas as arestas de G que
ligam os vértices vy, v, ..., v,.

Exemplo 1.2.9.

G

Figura 1.16

. Grafo Completo: Imagine uma sala com 6 pessoas
das quais todas se conhecem e conversam entre si. Ago-
ra, trazendo para nosso mundo no momento, vocé pode
entender cada pessoa como um vértice e cada “conhe-
cer” como uma aresta, logo, vocé tem um grafo onde
todas os os vértices estao ligados entre si, ou seja, nao
existe vértice que nao ¢é ligado a outro vértice. A este
tipo de grafo, atribuimos o nome de Grafo Completo.
Veja no exemplo (que representa a sala dita).

Exemplo 1.2.10.
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Figura 1.17

4. Grafo Complementar: Voltemos ao exemplo da sala
anterior e vamos separar a mesma sala de pessoas em
“grupos de conversa” diferentes, porém com o mesmo
nimero de pessoas, como no exemplo a seguir:

Exemplo 1.2.11.

Figura 1.18 Figura 1.19

Sendo a sala representada pelo grafo G anterior, na
figura 1.17, a estes dois grafos obtidos agora chamamos
de Grafos Complementares de G. Pode-se dizer que
um grafo complementar de G é um subgrafo de G com
o mesmo numero de vértices porém com nimero menor
de arestas.
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5. Grafo Vazio ou Nulo: Para sermos rapidos e praticos,
um grafo vazio ou nulo ¢ chamado assim quando nao
tem arestas. Como neste exemplo:

Exemplo 1.2.12.

° °
°
°
)
°
Figura 1.20

6. Grafo Regular: E dado esse nome aos grafos cujos
todos os vértices tem o mesmo grau, veja so:

Exemplo 1.2.13.

Figura 1.21

Mas pense bem, se todos os vértices tem o mesmo grau,
podemos associar uma nomenclatura a este grafo que
varia apenas de acordo com o grau dos vértices. Por-
tanto, dado um grafo regular onde todos os vértices
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tem grau 3, podemos chamé-lo de Grafo 3-regular.
Generalizando, se temos um grafo regular onde todos
os vértices tem grau k, chamaremos este de um grafo
k —regular.

7. Ciclo: Podemos ser formais aqui, certo? Um ciclo é
um grafo conexo e 2-regular. Ok, eu explico: Ele é um
grafo que todos seus vértices tem grau 2 e em algum
momento ele se “fecha” nele mesmo, formando um...
ciclo, é, isso mesmo. Veja nos exemplos abaixo:

Exemplo 1.2.14.

Figura 1.22 Figura 1.23

Perceba que estes Ciclos também recebem uma nomen-
clatura especial: C,,, onde C' denota o grafo ser um
Ciclo e o n denota o nimero de vértices do ciclo. Note
que nos exemplos acima temos o C5 e o Cg.

8. Caminho: Para obtermos este grafo, basta retirarmos
uma aresta de um Ciclo, simples assim. Ainda, o com-
primento de um caminho é nimero de arestas existente
neste tipo de grafo. Mas preste atencao: Um grafo
desta forma denotamos como P,, vocé pode interpre-
tar a letra representativa P como “Passos do caminho”
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porém, este n aqui, diferente de um ciclo, nao denota o
numero de vértices neste caso. n aqui denota o nimero
de arestas do caminho, nao se esqueca. Resumindo,
para obtermos um caminho P, precisamo retirar uma
aresta de um ciclo C,, 1. Observe os exemplos a seguir:

Exemplo 1.2.15.

Figura 1.24

1.2.1 Exercicios

Exercicio 1.2.16. Quatro casais foram a uma festa. Em
meio a festa houve varios apertos de maos. Obviamente
ninguém cumprimentou a si mesmo, mas também nao cum-
primentou sua esposa ou marido, e além disso ninguém cum-
primentou uma pessoa mais de uma vez. Depois de todos os
apertos de mao alguém perguntou a cada pessoa, incluindo
sua esposa (marido), quantas maos cada pessoa apertou.
Cada uma deu uma resposta diferente. Quantas pessoas a
esposa (marido) de quem perguntou cumprimentou?

Resposta 1.2.17. Como cada um que foi questionado cum-
primentou um ntmero diferente de pessoas os inicos niimeros
possiveis de apertos de mao sao 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, pois se
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houvesse alguém que deu 6 apertos de mao ou mais teria
que repetir uma pessoa ou cumprimentar sua esposa (ma-
rido). Podemos utilizar grafos para ter uma no¢ao melhor
da situagao na figura 1.25 (H representa o homem que faz a
pergunta).

5
Figura 1.25

Como podemos ver a pessoa que cumprimentou 6 pessoas
s6 nao cumprimenta seu marido (esposa), ou seja, a pessoa
que nao cumprimentou ninguém, pois a pessoa que . Por
um raciocinio parecido podemos ver que os pares de pes-
soas que cumprimentaram 6/0, 5/1, 4/2, sdo casais. A tunica
pessoa que restou foi a minha mulher, com 3 apertos de mao.

Exercicio 1.2.18. Temos um tabuleiro com 2 pecas de ca-
valo preto e 2 pecas de cavalo branco. E possivel que os ca-
valos na configuracao da figura 1.26 fiquem na configuracao
da figura 1.277 (Obviamente temos que usar o movimento
do cavalo no xadrez sendo a resposta seria muito facil.)
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Figura 1.26 Figura 1.27

Resposta 1.2.19. Vamos primeiro enumerar as casas como
em 1.28

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Figura 1.28

Agora vamos construir o grafo no qual um cavalo em um
vértice do grafo s6 pode ir para os vértices adjacentes. Assim
temos o seguinte grafo:
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1 8
6 3
4
7
2 9
Figura 1.29

Colocando os cavalos nas configuragoes da figura 1.26 e da
figura 1.27 sobre as respectivas posi¢coes do grafo da figura
1.28, vemos que é impossivel mudar de uma configuragao
para a outra, pois a posicao relativa dos cavalos no grafo nao
pode mudar.

Exercicio 1.2.20. Seja G um grafo finito e simples com
exatamente 2 vértices de grau impar. Mostre que existe ca-
minho entre os mesmos.

Resposta 1.2.21. Considere os tnicos vértices u e v de
grau impar. Entdao suponha u em uma componente conexa
H(pode ser que seja todo G), e notando que H é um sub-
grafo de G temos que v deve estar em H, pois o nimero de
vértices de grau impar de um grafo deve ser par e v é o iinico
vértice de grau impar diferente de wu.

Exercicio 1.2.22. Mostre que num grupo de mais de uma
pessoa existem pelo menos duas pessoas conhecem o mesmo
nimero de integrantes do grupo.
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Resposta 1.2.23. Primeiro note que podemos consideram o
grupo de pessoas como um grafo simples G. Temos também
que o grau maximo do grafo é n — 1.

Suponha que G é um grafo conexo. Entao as possibilida-
des de graus sao 1,2, ...,n—1, pois cada vértice deve ter pelo
menos um vértice adjacente (G é conexo). Como o nimero
de vértices é n que é maior que o nimero de possibilidade
para o grau (n— 1), pelo principio da casa dos pombos existe
pelo menos dos vértices com mesmo grau.

Suponha agora que G nao ¢é conexo. Entao G nao pode
ter vértices de grau n — 1 e tem um vértice de grau 0, porque
GG nao ¢ conexo. Novamente pelo principio da casa dos pom-
bos temos que existem pelo menos dois vértices com mesmo
grau.

Exercicio 1.2.24. Um grafo complementar a um grafo re-
gular é regular? Se for verdadeiro mostre, e se for falso de
um contraexemplo.
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Capitulo 2

Conceitos Mais
Avancados

2.1 Introducao

No século XVIII haviam sete pontes que cruzavam o rio
Pregel e conectavam ilhas e porc¢oes continentais presentes
na cidade prussiana de Konigsberg (Figura 2.2). Por muito
tempo, os habitantes da regiao questionavam se era possivel
atravessar todas as sete pontes em uma caminhada continua,
passando por cada ponte apenas uma vez. Esse problema
passou a ser conhecido como o Problema das Pontes de
Konigsberg.

Outro problema famoso ¢ o Pro-
blema do Desenho da Casa, que
questiona a possibilidade de desenhar
a casa representada na Figura 2.1 sem
tirar o lapis do papel.

E entdo, conseguiu achar uma
solugcdo para esses problemas? Neste
capitulo, vamos aprender conceitos que nos ajudarao a resol-

Figura 2.1: Casa.

27
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Figura 2.2: Tlustracao das pontes de Konigsberg, por Simon
Kneebone.

ver, nao s6 esses, mas também alguns outros problemas.

2.2 Passeios, Trilhas e Caminhos

Ao longo de nossa jornada pela teoria dos grafos, iremos
nos deparar com alguns termos como passeio, trilha e cami-
nho. Nesta secao estudaremos o significado de alguns desses
termos e como podemos utiliza-los para resolver problemas.
Neste capitulo, salvo mencdo em contrario, todos os grafos
sob consideracao sao simples e finitos.

Definicao 2.2.1. Um passeio de comprimento £ > 1 em
um grafo G é uma sequéncia P = (ug, uy, ..., ux) de vértices
(nao necessariamente distintos) de G, tal que u; é adjacente
a u;_1, para i € {1,2,...,k}. Um passeio P como acima é
fechado se ug = uy.

Exemplo 2.2.2. Observe o grafo representado na Figura
2.3.
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Vo Vg
V2
U1 Us
(%3 ()
Figura 2.3

A sequéncia de vértices P = (vg, v1, U2, Uy, V3, U3) define
um passeio. Por outro lado, a sequéncia de vértices Q =
(vo, v1, V3, Vg, v5) N0 define um passeio, pois os vértices vy e
v3 nao sao adjacentes.

Definicao 2.2.3. Um passeio em um grafo G com todas
as suas arestas distintas é chamado de trilha. Se 7 =
(uo, U, ..., ux) é uma trilha, em que uy = wuy, dizemos que

T é fechada.

Exemplo 2.2.4. Observe o grafo representado na Figura
2.4.

Vo

U1 V4

V2 U3

Figura 2.4

A sequéncia de vértices T = (vq, v4, Vg, U1, V2) define uma
trilha. Note que 7 é uma trilha fechada.
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Definicao 2.2.5. Um passeio em um grafo G com todos os
seus vértices distintos ¢ chamado de caminho.

Definicao 2.2.6. Um ciclo em um grafo G é um passeio
fechado P = (ug, u1, ..., ug_1, up) em G, de comprimento k >
3 e tal que (ug, uq, ..., ux—1) é um caminho.

Exemplo 2.2.7. Observe o grafo representado na Figura
2.5.

U1

Vo Uy

V4 U3

Figura 2.5

A sequéncia de vértices C = (vp, vy, U2, V3, Uy, o) define
um ciclo.

Definigao 2.2.8. Um grafo é conexo se existir um passeio
entre dois quaisquer de seus vértices. Um grafo que nao é
conexo ¢ dito desconexo.

Exemplo 2.2.9. Observe que o grafo representado na Fi-
gura 2.6 é desconexo, pois ndo ha um passeio entre v e os
outros vértices.
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(%0
o U3

(%

U1

Figura 2.6

Resumindo as defini¢oes acima:

Vértices . .
o arestas Arestas | Vértices
. distintas | distintos
quaisquer
Comeca e
termina em . . .
passeio trilha caminho
qualquer
vértice
Comecga
e termina | passeio fe- | trilha fe- | .
ciclo
no mesmo | chado chada
vértice

A seguir, problemas sdo propostos para vocé treinar es-
ses novos conceitos. Alguns deles requerem um pouco de
criatividade para obter o resultado, entdo nao desanime se
nao conseguir resolvé-los de imediato. Conceitos estudados
no capitulo anterior também serdo necesséarios para resolver
alguns problemas.
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2.2.1 Problemas

1. Observe o grafo representado na Figura 2.7. Verifique
se cada sequéncia a seguir define um passeio e, se defi-
nir, classifique-a em trilha, caminho ou ciclo.

Vo Us
U1
V9 U4
U3
Figura 2.7

(a) A = (vo, v2, vs, vg)
(b) B = (v, v3, vg, v2)
(¢) C = (v1,v5,v4,v3,01)
(d) D = (vo,v1,v0)

(e) €= (vs,v5,0v4)

(f) F= (1)0,?12,?16,113,112)

2. Em cada grafo abaixo (Figura 2.8), encontre caminhos
de comprimento 9 e 11, e ciclos de comprimento 5, 6,
8 e 9, se possivel.
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Figura 2.8

O grafo G tem ordem 13 e 3 componentes conexas.
Mostre que uma das componentes tem pelo menos 5
vértices.

. Mostre que em um grafo qualquer, o nimero de vértices

de grau impar é par.

Mostre que ha um passeio entre dois vértices de um
grafo se, e somente se, ha um caminho entre os mesmos.

Seja G um grafo que possui exatamente dois vértices
de grau fmpar. Mostre que existe um caminho entre
esses vértices.

. Dados um grafo G e um vértice u de G, seja H =

(V;E), onde V' é o conjunto dos vértices de todos os
caminhos em G que partem de u e E é o conjunto
formado pelas arestas desses caminhos. Mostre que H
¢ a componente conexa de G que contém wu.

Uma aresta € de um grafo G é dita uma aresta de corte
se G — e tiver mais componentes conexas que G. Se
G é um grafo conexo e € é uma aresta de corte de G,
mostre que G — € tem exatamente duas componentes
conexas.
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9. Mostre que, em todo grafo conexo, existe um vértice
tal que o grau médio de seus vizinhos ¢ maior ou igual
que o grau médio de todos os vértices do grafo.

10. Um grafo G ¢é dito r-regular se todos os vértices de G
tém grau r.

(a) Seja G um grafo r-regular com n vértices. Mos-
nr

tre que 2 divide nr e que G tem exatamente -
arestas.

(b) Mostre que todo grafo é um subgrafo induzido de
um grafo r-regular.

(¢) Mostre que todo grafo 2-regular é um ciclo.

2.3 Grafos Eulerianos e Hamiltoni-
anos

Definicao 2.3.1. Uma trilha euleriana em um grafo co-
nexo é uma trilha fechada que passa por todas as arestas do
grafo. Dizemos que um grafo é euleriano se contiver uma
trilha euleriana. Se o grafo nao é euleriano, mas tem uma
trilha aberta que passa por todas as suas arestas, ele é dito
semieuleriano.

Exemplo 2.3.2. (Problema do Desenho da Casa). Na
introducao, perguntamos se é possivel desenhar a casa da
Figura 2.1 sem tirar o lapis do papel. A Figura 2.9 mostra
uma possivel solugao para o problema.
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Figura 2.9

Note que o grafo que representa essa casa é semieuleriano,
pois possui uma trilha fechada que passa por todas as suas
arestas.

Lema 2.3.3. Se todo vértice de um grafo G tem grau maior
ou igual a 2, entao G contém um ciclo.

Demonstracao.

Partindo de um vértice vy qualquer, iniciamos nossa tri-
lha. Quando chegamos a um outro vértice, ou o estamos
visitando pela primeira vez e podemos continuar, ou chega-
mos a um vértice ja visitado, produzindo um ciclo. Como o
nimero de vértices ¢é finito, em algum momento chegaremos
em um vértice ja visitado. Logo, G contém um ciclo. O

Teorema 2.3.4. (Euler). Um grafo conexo e nao trivial G
é euleriano se, e somente se, todos os seus vértices tém grau
par.

Demonstracao.

(=) Suponhamos que G tenha uma trilha fechada de
comprimento m. Cada vez que a trilha passa por um vértice
utiliza duas novas arestas, uma para entrar e outra para sair.
Logo, o grau de cada vértice deve ser obrigatoriamente par.

(<) Seja m o ntmero de arestas de um grafo G. Usa-
remos inducao sobre m. Por vacuidade, o teorema ¢ vélido
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quando m = 0. Suponhamos que o teorema seja valido para
todos os grafos com menos do que m arestas. Sendo G co-
nexo, todos os vértices tém grau maior do que 2, pois os graus
sdo pares. Pelo Lema 2.3.3, G contém um ciclo (que é uma
trilha fechada). Dentre todos as trilhas fechadas em G, esco-
lhemos uma trilha 7" com comprimento maximo. Se T' tem
comprimento m, o teorema esta provado. Caso contrario,
consideramos o grafo H resultante da retirada das arestas
de T'. Como retiramos um nimero par de arestas de cada
vértice de T, e todos os vértices do grafo tém grau par, pelo
menos uma das componentes de H tem um vértice em co-
mum com 71" e tem todos os vértices com grau par. Pela
hipétese de inducao, H tem uma trilha fechada que passa
por todos os vértices de H, e podemos formar uma trilha
fechada maior concatenando 1" com a trilha em H. Mas isto
contraria a maximalidade na escolha de T'. 0J

Exemplo 2.3.5. (Problema das Pontes de K6nigsberg).
Na introducao, perguntamos se é possivel atravessar todas as
sete pontes da Figura 2.2, sem passar por alguma ponte mais
de uma vez. Podemos representar essa situagao em um grafo,
em que cada ponte é uma aresta (Figura 2.10). Observacao:
Perceba que esse grafo possui arestas multiplas, ou seja, ele
nao ¢ simples.

C
Figura 2.10
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Pelo Teorema 2.3.4, concluimos que esse grafo nao pos-
sui uma trilha fechada que passa por todas as arestas, pois
nem todos os vértices tém grau par. Por conta disso, nao
é possivel atravessar todas as sete pontes, sem passar por
alguma delas mais de uma vez.

Corolario 2.3.6. Um grafo conexo G é semieuleriano se, e
somente se, no maximo, dois vértices tém grau impar.

Exercicio 2.3.7. Vimos que o grafo que representa a casa
no Exemplo 2.3.2 é semieuleriano. Verifique que ele satisfaz
as condi¢oes do Corolario 2.3.6.

Definicao 2.3.8. Um ciclo hamiltoniano em um grafo
conexo é um ciclo que passa por todos os vértices do grafo.
Dizemos que um grafo é hamiltoniano se contiver um ciclo
hamiltoniano. Se o grafo ndo ¢ hamiltoniano, mas tem um
caminho aberto que passa por todos os seus vértices, ele é
dito semi-hamiltoniano.

Teorema 2.3.9. (Dirac). Se G é um grafo com n > 3
vértices e tal que 6(G) > %, entdo G ¢ hamiltoniano.

Exemplo 2.3.10. Observe o grafo a seguir (Figura 2.11).

Figura 2.11
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Pelo Teorema 2.3.9, temos que esse grafo é hamiltoniano.
Tente achar um ciclo hamiltoniano nele!

Note que o teorema de Dirac é suficiente, mas nao ne-
cessario para a existéncia de um ciclo hamiltoniano em um
grafo. O grafo da Figura 2.12 é hamiltoniano, mas §(G) =
3 < 5, onde n = 20, nao satisfazendo as hipéteses do teorema
de Dirac.

Figura 2.12

Vamos agora colocar em prética o que aprendemos!

2.3.1 Problemas

1. Prove o Corolario 2.3.6.

2. Verifique se os grafos abaixo (Figura 2.13) possuem
passeios eulerianos ou ciclos hamiltonianos.
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(b)

Figura 2.13

3. Seja G um grafo hamiltoniano que nao é um ciclo. Mos-
tre que G tem pelo menos dois vértices de grau 3.

4. Seja G um grafo euleriano. Mostre que se removermos
uma aresta de GG, entao GG ainda sera conexo.

5. Mostre que o grafo de Petersen (Figura 2.14) nao é
hamiltoniano.
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Figura 2.14

2.4 Arvores

Trabalharemos nesta se¢ao com um caso muito recorrente
de grafos: as arvores. Dizemos que um grafo é uma arvore
se ele é conexo e aciclico. Vejamos abaixo alguns exemplos
paran =2, n =3 en =4 (Figura 2.15).

n=>2 n=3 n=4
Figura 2.15

Exercicio 2.4.1. Desenhe todas as arvores com 6 vértices.

Exercicio 2.4.2. Existe alguma regra que relacione o nu-
mero de arestas com o numero de vértices de uma arvore?
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Exercicio 2.4.3. Existe alguma regra que nos ajude a de-
terminar o ntmero de arvores diferentes que sdo possiveis
dado o nimero de vértices?

Podemos depreender algumas propriedades interessantes:

e Numero de arestas: Guiando-nos pela imagem, pode-
mos especular que o nimero de arestas de uma arvore
seja n — 1. Ao considerarmos os grafos do Exercicio
2.4.1 tal palpite ainda parece se confirmar. Entretanto,
serd que ele é valido para qualquer arvore? Vejamos
que sim: note que toda arvore com n > 2 apresenta
pelo menos duas folhas (vértices de grau um, repre-
sentados acima na cor cinza). Considere v uma folha
da arvore G e seja G' = G —v. Como v nao conecta
vértices de G', sua exclusao ndo ird afetar a conexi-
dade de G’ e tampouco irad introduzir um ciclo. Pode-
mos concluir, entdo, que G’ é uma arvore com n — 1
vértices. Isso significa que podemos obter novas arvores
simplesmente ao adicionarmos (ou removermos) folhas.

G’ v

Figura 2.16: Esquema da demonstragcao: Arvore G’ e folha
v

e A cada par de vértices existe apenas um unico caminho:
Como uma arvore ¢ por definicado conexa, cada par
(u,v) de vértices de G deve pertencer a pelo menos um
caminho. Entretanto, se existisse um par pertencente
a dois caminhos diferentes, G passaria a ter um ciclo e
deixaria de ser uma arvore.



42 e Brincando de Matemadatico

e Adicionar uma aresta a drvore gera um ciclo: Esta pro-
priedade decorre da anterior; como G é uma arvore, o
par (u,v) de vértices quaisquer é conectado por um ca-
minho tnico. Introduzir uma aresta uv a este caminho
redunda em um ciclo.

Finalmente, podemos definir como uma floresta o grafo
cujas componentes conexas sejam arvores. Vejamos um exem-
plo:

Figura 2.17: Uma floresta.

Exercicio 2.4.4. Se G é uma floresta com n vértices e k
componentes, qual é o nimero de arestas de G?7 Argumente.

2.4.1 Arvores Geradoras

Dado um grafo conexo qualquer, podemos encontrar uma
arvore que contenha todos os seus vértices. Para tanto, basta
retirarmos arestas do grafo até que este nao apresente ciclos.
A este subgrafo damos o nome de arvore geradora.
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N

A\

Figura 2.18: Arvore Geradora (em preto) de um grafo.

A logica é totalmente analoga para o caso de florestas: ob-
teremos as arvores geradoras de cada componente do grafo.
Note que o ntimero de arestas serd o mesmo que discutimos

acima para cada um dos casos (Exercicio 2.4.2 e Exercicio
2.4.4).

Exercicio 2.4.5. Desenhe todas as arvores geradoras do
grafo a seguir (Figura 2.19).

a b

Figura 2.19
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2.4.2 Sequéncia de Priifer

Considerando uma arvore etiquetada GG, podemos associa-
la a uma sequéncia de nimeros denominada Sequéncia de
Priifer. Além da sua utilidade (conforme veremos na proxima
se¢do), sua obtencgao nao é dificil. Vejamos o algoritmo:

e Passo 1: Selecione a folha de menor valor e descarte-a.

e Passo 2: Adicione o valor do vizinho a sequéncia.

Repita os passos 1 e 2 até que o grafo tenha se reduzido a
dois vértices. Ao final do algoritmo, teremos uma sequéncia
f(T) = (ay,as,...,a,_2). Consideremos o exemplo a seguir:

2 7 1 4 3
6 8 5
Figura 2.20

Comecaremos o algoritmo pela folha de valor 2. Como
uma folha apresenta grau um, sempre havera apenas um vi-
zinho. Incorporaremos o 7 a sequéncia, donde a; = 7. Em
seguida teremos:

folha 3 — ay =4
folha 5 — a3 =4
folha 4 — a4y =1
folha 6 — a5 =7
folha 7 — ag =1

Sobrarao apenas os vértices 1 e 8, e f(T) = (1,4,4,1,7,1).
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Exercicio 2.4.6. Obtenha a sequéncia de Priifer do grafo a
seguir (Figura 2.21).

Figura 2.21

Exercicio 2.4.7. Seja G uma arvore tal que n = 2018.
Quantos elementos tera a sequéncia f(G)?

2.4.3 Enumeracao de Arvores

Com apenas dois vértices, somente uma arvore pode ser
formada. Dados trés vértices, podemos construir trés di-
ferentes arvores — perceba que, embora os grafos apresen-
tem uma forma semelhante (isomorfos), a etiquetagao dos
vértices se faz importante. Para n = 4 temos duas formas
distintas (Figura 2.22).

1 2
4
1
2
3 3 4
(1) (I7)

Figura 2.22: Formas.
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! .
e Forma I: % = 12 maneiras

e Forma II: O vértice central pode ser etiquetado de qua-
tro maneiras diferentes.

Totalizando 16 maneiras de etiquetar arvores com quatro
vértices (compare com o Exercicio 2.4.5). Procedendo ana-
logamente, descobririamos que existem 125 arvores quando
n = 5. Havera uma regra para a enumeracao? Vejamos.

Teorema 2.4.8. (Cayley). H4 exatamente n"~2 4rvores eti-
quetadas de n vértices.

Para entendermos este resultado, ser-nos-a util o trata-
mento apresentado na se¢ao anterior. Note que o nimero de
sequéncias f(G) = (aq, as, ..., ap_2) que poderiamos construir
a partir de n vértices é

n — 2 fatores

Exercicio 2.4.9. Quantas arvores etiquetadas podemos
construir com 6 vértices?

Exercicio 2.4.10. Compare o resultado anterior com o Exer-
cicio 2.4.1.

2.4.4 O Problema do Conector Minimo

Suponha que desejemos construir uma malha ferroviaria
conectando n cidades tal que um passageiro possa viajar de
uma cidade a qualquer outra. Se, por questoes economicas,
a quantidade total de trilhos deve ser minima, entao o grafo
formado ao tomarmos as n cidades como vértices deve ser
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uma arvore. O problema agora é encontrar uma maneira
eficaz que nos permita decidir entre as n™ 2 arvores possiveis.

Podemos também formular o problema em termos de gra-
fos valorados — nosso objetivo serd encontrar a arvore gera-
dora com o menor valor possivel. Para tanto, empregaremos
o Algoritmo de Kruskal, descrito pelos seguintes passos:

e Passo 1: Escolha uma aresta cujo valor seja o menor
possivel.

e Passo 2: Novamente escolha uma aresta cujo valor seja
o menor possivel. Se essa aresta nao introduzir um ciclo
no grafo, adicionéa-la a arvore. Caso contrario, verificar
a proxima aresta.

11 10

12

Figura 2.23: Conector minimo através do Algoritmo de Krus-
kal.

2.4.5 Problemas

1. Mostre que GG é uma arvore se, e somente se, ha um
unico caminho em G ligando quaisquer dois de seus
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vértices.

Se uma arvore 7' tem um no6 de grau k, mostre que T’
tem pelo menos k folhas.

Mostre que duas arvores geradoras de um grafo conexo
G tém um mesmo numero de arestas.

Seja G um grafo conexo com uma Unica arvore gera-
dora. Mostre que G é uma arvore.

Mostre que GG é uma arvore se, e somente se, G é conexo
e toda aresta de GG é uma aresta de corte.

O Algoritmo de Dijkstra é descrito pelos seguintes pas-
SOS:

e Passo 1: Escolha um vértice e a aresta de menor
peso nele incidente.

e Passo 2: Apos escolhidos certo niimero de vértices
e arestas, escolha a aresta de menor peso ainda
nao escolhida e ligando um vértice ja escolhido a
um vértice ainda nao escolhido.

e Passo 3: Repita o item anterior enquanto possivel.

Prove que esse algoritmo também constréi arvores ge-
radoras minimais de grafos valorados.



Capitulo 3

Coloracao

Depois de introduzirmos o estudo de pontinhos e linhas
como algo mais dificil do que parece, vamos colocar um pouco
de cor nessa historia. Nao, a apostila nao ficara colorida
daqui em diante, ela continuara em preto e branco, e, mesmo
assim, vamos “colorir” esses pontinhos e linhas nesta secao.

3.1 Definicoes Iniciais

Coloracao: Nao precisamos necessariamente de cores
para realizar a coloracao de um grafo. A coloragao de gra-
fos consiste em atribuir rétulos (cores) a elementos de um
grafo, seguindo certas restrigoes, como dois vértices/arestas
adjacentes ndo poderem possuir a mesma cor. Os rétulos po-
dem ser nimeros, simbolos ou cores (mais comum). Sempre
iremos nos referir a uma coloragdo de vértices/arestas, pois
nao ha apenas um resultado possivel para a coloragao de um
grafo G. Nesse material utilizaremos ¢y, co, ... para indicar
as cores que serao utilizadas para colorir cada elemento do
grafo.

49
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Ntimero Cromético: E o menor nimero de cores para
colorir os vértices/as arestas de um grafo G, sendo denotado
por x(G). Se o ntmero de cores utilizado na coloracao de
um grafo for igual a x(G) a coloragao é dita dtima.

Conjunto Independente: Um conjunto independente
de um grafo G é um conjunto S de vértices/arestas de G tal
que nao existem dois vértices/duas arestas adjacentes conti-
das em S. Por exemplo, se v; e vy 820 vértices quaisquer de
um conjunto independente, nao ha aresta entre vy e vy; da
mesma forma, se a; e as sao arestas quaisquer de um con-
junto independente, nao ha vértice entre a; e as.

Conjunto Independente Maximal: Um conjunto in-
dependente é dito maximal quando nao existe nenhum outro
conjunto independente que o contenha.

Conjunto Independente Maximo: Um conjunto in-
dependente ¢ maximo se todos os outros conjuntos indepen-
dentes do grafo tém ntmero de elementos menor ou igual a
desse conjunto.

Numero de Independéncia: E o ntimero de elementos
de um subconjunto independente maximo de um grafo GG, e
é denotado por a(G). Para grafos que contém lagos, assumi-
mos a(G) = 0.
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3.2 Conjuntos Independentes

3.2.1 Conjuntos de Vértices Independen-
tes

Grafo 1 Grafo 2 Grafo 3

Nos Grafos 1, 2 e 3 os vértices representados por circulos
sem preenchimento sao exemplos de conjuntos de vértices
independentes. No Grafo 2, temos um conjunto indepen-
dente maximal, pois nao conseguimos acrescentar mais ne-
nhum vértice ao conjunto sem perder a independéncia. Ja
no Grafo 3, temos um conjunto independente maximo, pois
nao existe um conjunto com mais de 3 vértices e que seja
independente nesse grafo.

Teorema 3.2.1. Se G é um grafo simples, G possui pelo
menos um subconjunto independente maximo.

Algoritmo 3.2.2. Vamos introduzir um algoritmo (passo a
passo) para construir um conjunto independente maximal de
vértices de um grafo G:

1. Faga uma lista V' dos vértices do grafo G em ordem
crescente de grau. Em caso de empate, escolha arbi-
trariamente.

2. Selecione um vértice de menor grau ainda nao conside-
rado;
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3. Se este vértice nao possuir conflitos com vértices ja
adicionados, inclua-o no conjunto;

4. Remova as arestas deste vértice e os seus vértices ad-
jacentes do grafo original;

5. Se houverem vértices ainda nao considerados, volte
para 1.

Observacao 3.2.3. O método nao garante que o conjunto
independente maximal que encontrarmos seja maximo.

Exemplo 3.2.4. Vamos considerar o grafo a seguir e apli-
car o algoritmo para determinar um conjunto independente
maximal.

L.V = {v1, v, 03,04, vs,

, Vs, U7, Ug, Vg, V10, V11, V12 -
Vg vy Os vértices desse grafo
tém grau 4 ou 6.

(ECRRT v 2. Vamos escolher v; como
U~ 4 . . s
' o primeiro vértice do
nosso conjunto indepen-
g vs dente: Vg = {v1}.

3. Nao podemos colocar wvs, vg, V9 nem vy em V;,q, mas
podemos adicionar vs, obtendo Vj,q = {v1,v3}.

4. Agora nao podemos acrescentar vy; nem vy a0 Con-
junto, entao incluimos vs, que é o préximo da nossa
lista. Assim, Vg = {v1,vs,v5}.

5. Da mesma forma, ndo podemos colocar vg nem v em
Vina. O tltimo vértice ainda nao considerado é v7, que
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pode ser acrescentado ao nosso conjunto independente
sem problemas.

6. Concluimos, assim, o nosso conjunto independente ma-
ximal Vj,q = {v1,v3, 05,07}, que nesse caso também é
maximo.

Exemplo 3.2.5. Como mostra de que o método nao garante
o conjunto méaximo, temos o grafo:

&

1. Como todos os vértices desse

grafo possuem grau 2, a ordem

O ) dos vértices no conjunto V é
arbitraria, como exemplo, te-

mos V ={0,, &, A, 0, &}

2. Consideremos o primeiro ele-
mento do nosso conjunto inde-

X pendente Vs = {O}.

3. Seguindo a ordem em que listamos os vértices, pode-
mos acrescentar <y ao conjunto.

4. Nao podemos adicionar mais nenhum vértice ao con-
junto sem haver conflito. Obtemos, assim, V4
{O, ¢}, um conjunto independente maximal (mas que
nao ¢ maximo).

Entretanto, se tivéssemos listado os vértices dessa forma:
V ={0O, 8, A,0,0 &}; considerado o primeiro elemento
do conjunto independente V,,; = {(O}, e seguido a ordem
em que listamos os vértices, o proximo vértice a ser acres-
centado ao conjunto seria A\. Ainda poderiamos acrescentar
¢ ao conjunto. Obtendo, assim, o conjunto independente
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Vina = {0, A, V}, que é maximo. Observe que nos dois ca-
sos seguimos todos os passos do algoritmo.

Exemplo 3.2.6. O grafo a seguir representa a incompatibi-
lidade de horarios entre professores das seguintes matérias:
Matematica, Portugués, Inglés, Geografia, Historia, Fisica,
Quimica e Biologia, que devem aplicar prova final, dois vérti-
ces estarao ligados se representarem professores que tém alu-
nos em comum para ministrar a prova. Qual o maior niimero
de professores que podem dar prova ao mesmo tempo? A res-
posta serd um conjunto maximo do grafo.

M p

1. Todos os vértices desse
B | grafo possuem grau 4,
entao podemos ordenar

Q q s vértices no conjunto
V em uma ordem qual-
quer, por exemplo V =

H {M,P I,G,H,F,Q,B}.

2. Vamos comegar pelo mais importante, o vértice M, e
0 acrescentaremos ao conjunto que queremos formar

3. Nao podemos adicionar P, I, F', () ao conjunto. O proxi-
mo da lista que podemos incluir em V;,q é G. Assim,
‘/ind - {Ma G}

4. Observe que os dois vértices restantes, H e B, também
podem ser colocados em Vj,4, mantendo a independén-
cia do conjunto.
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5. Dessa forma, obtemos V;,;, = {M, G, H, B}.

6. Note que os vértices que nao estao em V;,4 também for-
mam um conjunto independente com quatro vértices.

Portanto, quatro professores podem dar prova ao mesmo
tempo, o que responde a nossa pergunta inicial.

3.3 Coloracao de Vértices

E muito facil realizar uma coloracao dos vértices de um
grafo. Para que vértices adjacentes nao possuam a mesma
cor, basta colorir cada vértice com uma cor diferente. En-
tretanto, o nosso objetivo é usar o minimo de cores possivel.

Observacao 3.3.1. O processo de coloragao de vértices s
faz sentido para grafos simples. Caso contrario, teriamos um
vértice adjacente a ele mesmo.

Teorema 3.3.2. x(G) < A(G) + 1.

Lembrando que A(G) é o grau méaximo dos vértices de
G. Esse resultado ¢ consequéncia do fato de que os vértices
adjacentes ao vértice que sera colorido utilizarem no maximo
A(G) cores. Quando um vértice v esta para ser colorido, o
niumero de cores utilizadas por seus vizinhos ja coloridos nao
é maior do que o seu grau d(v), que, por sua vez, nao é maior
do que A(G). Assim, uma das cores ci, 2, C3, ..., CA(G)41 €S-
tara disponivel ao tentarmos colorir cada um dos vértices v;.

Teorema 3.3.3. Para um grafo G com n vértices, y(G) >
n

a(G)’




56 e Brincando de Matemdtico

O processo de coloragao de um grafo pode ser visto como
uma busca por conjuntos independentes maximais sem vérti-
ces em comum, aos quais serdao atribuidos cores diferentes.
Seja V1, Vs, ..., Vi, uma coloracao dos vértices de GG, cada V; é
um conjunto de vértices coloridos com a mesma cor ¢;, para
1 < i < k. O ntmero de elementos de um V; qualquer é
menor ou igual a «(G), pois V; é um conjunto independente
de vértices de G, e a(G) é o maior numero de elementos que
um conjunto independente de G pode ter. Considerando
|V:| o ntimero de elementos do conjunto V;, temos que n =
Vil + |Va| + ... + [Vi| < k- a(G). Como temos que x(G) é o
menor k possivel, temos n < x(G)a(G), e o resultado segue.

3.3.1 Algoritmo para colorir os vértices de
um grafo

Inicialmente, vamos considerar ¢ como a quantidade de
cores utilizada para efetuar uma possivel coloragao dos vérti-
ces de um grafo GG. Os conjuntos obtidos em 7}, para cada
i, representam conjuntos de vértices em que nao ha conflito
para que se utilize uma mesma cor na coloracao.

Algoritmo 3.3.4. Coloracao de vértices:

1. Faca uma lista V' com os vértices do grafo G que iremos
colorir em ordem decrescente de grau. Em caso de
empate, escolha-os arbitrariamente.

2.1=0.

3. Se V # 0 va ao passo 4, caso contrario, va ao passo 8.

4. 1=1+1.
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5. Crie um conjunto T} contendo somente o primeiro vérti-
ce v; de V' (o de maior grau).

6. Enquanto existir na fila algum vértice vy nao adjacente
a qualquer vértice pertencente a T; facga:

7. Coloque vy em T;.

8. Retire v, de V.

9. Volte ao passo 3.
10. Fim.

Como resultado, obtemos os conjuntos 11,75, ..., T}, que de-
vem ser coloridos com cores distintas. Note que k representa
o numero de cores utilizadas na coloracao obtida para o grafo

G.

Observacao 3.3.5. Temos ¢ = 0 no algoritmo somente quan-
do o grafo for vazio.

Observacao 3.3.6. O resultado obtido depende da ordem
em que escolhemos os vértices. Percebe-se que é facil obter
resultados diferentes.

Observagao 3.3.7. Os problemas envolvendo colora¢ao nao
possuem uma unica solugao, por isso nos referimos a uma
possivel coloragao.

Para visualizarmos isso, vamos ver como podemos colorir
o grafo a seguir de duas formas diferentes.
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e Uma forma de colorir-
mos esse grafo é fazer:
Ty = {v3}, T = {vy,v5}
(§ Tg = {UQ,U4}.

Uz

e Também podemos
colori-lo fazendo: T} =
U5 {vs}, To = {vi,v4} e
U1 T35 = {vq, vs5}.

Em ambos os casos estamos seguindo o algoritmo, o que
muda é a ordem em que escolhemos os vértices.

Observacgao 3.3.8. Note que 11,75, ..., T}, sdo conjuntos in-
dependentes do grafo G.

Observacgao 3.3.9. O algoritmo oferece uma boa aproxima-
¢ao para x(G), porém nao é garantido que seja este o valor
obtido.

3.3.2 Coloracao de Mapas

Uma aplicacdo do método de coloragao de grafos é a co-
loragao de mapas com a menor quantidade de cores possivel.
Cada regiao do mapa ira corresponder a um vértice do grafo;
havera uma aresta ligando dois vértices sempre que hou-
ver uma fronteira entre as duas regioes representadas pelos
vértices.

A partir disso, temos o Teorema das Quatro Cores,
que nos diz que qualquer mapa pode ser colorido com até
quatro cores sem que vértices adjacentes recebam a mesma

cor. Mais detalhes sobre isso podem ser encontrados na
Secao 4.2.
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3.3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.10. Uma determinada escola pretende reali-
zar suas provas finais de forma que ndo ocorra conflito de
horérios entre elas. A escola também deseja utilizar a menor
quantia de periodos (cada periodo corresponde a 2 horas de
prova) possivel para a realizagdo destas provas. Sob essas
condicoes, como a escola poderia organizar os horarios das
provas?

vy - Matematica

Uy Vs v - Portugués
vy - Ciéncias
Ug U3
>.<\ vy - Inglés
v- vy Us - Historia
vg - Geografia
Ug Us v7 - Artes

vg - Filosofia

1. Nesse grafo ha vértices de grau 5 (vs, vs), 4 (vy,v6) € 3
(1}27 Vg4, Vs, 1)7)' ASSim7 V - {U37 Vg, U1, Vg, U2, V4, Us, U7}‘

2. Como temos um grafo nao vazio para colorir, comeca-
mos com 7 = 1. Acrescentamos v3 ao nosso primeiro
conjunto 77.

3. O préximo vértice da nossa lista que podemos colocar
em T} é vy. Obtemos T7 = {v3,v2} € nao conseguimos
adicionar mais nenhum elemento nesse conjunto.
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Seguindo o nosso algoritmo, os vértices restantes sao
‘/1 - {U87 U1, Vg, Vg, Vs, U7}'

Fazemos 7 = 2 e acrescentamos vg ao conjunto 75.

Podemos colocar v; em Ty, assim, Ty = {vg, v1}. Como
nao conseguimos adicionar mais nenhum vértice em T5,
fechamos o conjunto que sera colorido com a segunda
cor.

Ficamos com Va5 = {vg, vy, v5, v7}.
Fazemos ¢ = 3 e acrescentamos vg ao conjunto T5.

Ainda conseguimos colocar os vértices vy e v5 em T3,
concluindo o conjunto de vértices da terceira cor: T3 =

{6, va, 05}
Por fim, temos V3 = {v7}.

Fazemos ¢ = 4 e adicionamos v; ao conjunto Ty. Ty =

{vr}.

Nao resta mais nenhum vértice a ser considerado, logo
concluimos a coloragdo desse grafo com quatro cores
da seguinte forma: T7 = {vs, v}, To = {vs,v1}, T3 =
{vﬁ,v4,v5}, T4 = {’U7}.

Dessa forma, a escola pode organizar os horarios das provas
em quatro periodos:

1° Periodo: Portugués e Ciéncias.

2° Periodo: Filosofia e Matematica.

3° Periodo: Geografia, Inglés e Historia.

4° Periodo: Artes.
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Exemplo 3.3.11. Vamos comprovar o Teorema das Quatro
Cores e pintar o mapa do Brasil, de modo que estados com
fronteiras em comum tenham cores diferentes, usando apenas
quatro cores.

RR

Figura 3.1

1. Primeiro vamos listar os estados em ordem decrescente
de grau: V = {BA, MG,GO,MT,PA,TO,AM, MS,
PE PI,CE,SP,AL,ES,MA,PB, PR, RJ, RO, AC,
DF,RN,RR,SC,SE, AP, RS}; o numero de estados
com os quais cada um faz fronteira é, respectivamente,
{8,7,6,6,6,6,5,5,5,5,4,4,3,3,3,3,3,3,3,2,2,2,2,2,
2,1,1}.

2. Como o mapa do Brasil nao é um grafo vazio, comega-
mos com ¢ = 1, e adicionamos B A no primeiro conjunto
1.

3. O proximo vértice/estado que podemos colocar em T}
¢ MT. Em seguida, na odem de V', acrescentamos
CE,SP,MA,AC,DF,RR,SC, AP. Apo0s ter adicio-

nado esses vértices, concluimos o conjunto de estados
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que serd colorido com a primeira cor: Ty = { BA, M T,
CE,SP,MA,AC,DF, RR,SC, AP}.

4. Continuando o processo, temos V) = {MG,GO, PA,
TO,AM,MS,PE,PI,AL,ES,PB, PR, RJ, RO, RN,
SE,RS}.

5. Fazemos i = 2 e colocamos MG no conjunto 75.

6. Ainda conseguimos adicionar PA em T, bem como
PE,PR,RO,RN,SE, RS. Finalizando o conjunto que
seré colorido com a segunda cor: To = {MG, PA, PE,
PR,RO,RN,SE, RS}.

7. Agora, Vo = {GO,TO,AM,MS,PI,AL,ES, PB,RJ}.
8. Fazemos i = 3 e acrescentamos GO ao conjunto 75.

9. Podemos colocar AM em T3, e ainda PI, AL, ES, PB.
E o conjunto que serd colorido pela terceira cor esta
completo: T3 = {GO, AM, PI, AL, ES, PB}.

10. Resta-nos Vi = {70, MS, RJ}.

11. Fazendo i = 4, esses vértices remanescentes formarao
o conjunto que sera colorido pela quarta cor: T, =

{TO, MS,RJ}.

Exemplo 3.3.12. O dono de uma loja de animais comprou
certa quantidade de peixes ornamentais de diversas espécies,
com um exemplar de cada espécie. Alguns destes peixes nao
podem ficar no mesmo aquéario. Qual a quantidade minima
de aquarios que o dono precisa para ambientalizar os pei-
xes? A incompatibilidade entre as espécies esta retratada na
tabela a seguir (um X nessa tabela significa que as espécies
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representadas nas respectivas linhas e colunas nao devem fi-
car no mesmo aquario):

.JA|B|C|D|E|F|G|H]|I
A XX X
B X X
C X X X
D X | X X
E X | X X

Fl|X X X X
G| X X | X X | X
H XXX X

I X X | X

O grafo que ird modelar o nosso problema é:

B C 1. Em ordem alfabética, os
vértices tém grau, res-
pectivamente, 3, 2, 3, 3,
3,4,5,4, 3. Logo, V =
{G,F,H,A,C,D,E I, B}.

2. Temos um grafo nao va-

n zio para colorir, entao

H iniciamos com ¢ = 1, e
G acrescentamos G a T.

3. O proximo vértice possivel de adicionar em 717 é C.
Nesse primeiro conjunto ainda podemos colocar D, fi-
cando com Ty = {G, C, D}.

4. Seguindo 0 nosso passo a passo, os vértices restantes
sao Vi ={F,H, A, E,I, B}.

5. Fazemos i = 2, e adicionamos F' em T5.
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6. Pela ordem em que listamos os vértices, o proximo a
entrar em 715 é H. Por fim, colocamos E em T5, con-
cluindo esse conjunto: Ty = {F, H, E'}.

7. Restam os vértices Vo = {A, I, B}.
8. Fazemos i = 3, e acrescentamos A a T3.

9. O tnico vértice que conseguimos adicionar em 75 é B,
finalizando o conjunto T3 = {A, B}.

10. Ficamos com V3 = {I}, que serd o nosso Ty = {[}.

Podemos concluir que o dono da loja precisara de 4 aquarios
para os seus peixes.

3.4 Coloracao de Arestas

A coloragao do conjunto de arestas de um grafo consiste
na atribuicao de cores a elas de forma que arestas adjacentes
recebam cores diferentes. Podemos dizer que a coloragao de
arestas é um caso particular da coloragao de vértices, pois a
coloracao de uma aresta implica a associagao dos vértices de
suas extremidades.

Podemos ilustrar a coloracao de arestas a partir do se-
guinte problema. Suponha que precisemos dividir uma turma
de alunos de danca em duplas, sem que se mantenham as
mesmas duplas para dancar ritmos distintos. Neste caso,
podemos observar que cada pessoa deve fazer parte de mais
de uma dupla. Ao representarmos o problema por meio de
um grafo, temos que os vértices correspondem a cada um
dos alunos e as arestas correspondem a cada uma das du-
plas. Ensaios de diferentes ritmos nao podem acontecer no
mesmo horario quando um integrante precisar estar em am-
bos os grupos. Assim, podemos atribuir uma cor a cada
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horério de ensaio visando a utilizacao do menor ntmero de
cores possivel para que o grafo seja colorido corretamente.

3.4.1 Indice Croméatico

Chamamos uma coloracao de arestas de minima quando
o numero de cores utilizadas é o menor possivel. Se nao
existe uma coloragao que necessite menos cores, temos entao
o indice cromatico do grafo, que é o niimero de cores usa-
das na colora¢ao minima. O indice croméatico de um grafo G
¢ denotado por \'(G).

Observacao 3.4.1. \'(G) = x(G’), onde G’ é o grafo das
arestas de G.

Observacao 3.4.2. Como arestas incidentes a um mesmo
vértice devem ter cores distintas, segue que x'(G) > A(G),
onde A(G) denota o grau méaximo do grafo G.

Observagao 3.4.3. Decorre do Teorema de Vizing que A(G)
+ 1 é o nimero maximo de cores necessarias para colorir
qualquer grafo. Podemos chamar esse fato de delimitacao
superior.

3.4.2 Algoritmo para coloracao de arestas
com no maximo A(G) + 1 cores

Inicialmente, vamos considerar um grafo G nao colorido.
A cada iteracao escolheremos uma aresta de G até entao
nao escolhida. Nosso objetivo é encontrar uma cor ¢,, n =
L,...,A(G) + 1, que nao incida nos vértices v; e v;, i # j,
para colorir a aresta e,,(v;;v;), onde m, i e j sao indices de
acordo com o numero de arestas e vértices, respectivamente.
Desta forma, temos 3 casos a serem analisados.
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(i) O primeiro caso ocorre quando escolhemos uma cor ¢;
para colorir a aresta e (vp; v1). A partir disso, observa-
mos a aresta eg(vl; 112), descartamos as cores incidentes
nos vértices v e vy e escolhemos uma cor dentre as nao
descartadas para colorir e;. Repetimos o processo para
as demals arestas e, (v;;v;) até que todas as arestas do
grafo sejam coloridas. (Exemplo 3.4.4.)

(ii) No segundo caso, determinamos um caminho P par-
tindo do vértice vg. Seja e;(vg;v;), se P nao termina
em vq, entao as cores ¢; e ¢y podem ser alternadas por
esse caminho e a aresta e; pode ser colorida com a cor
¢o. (Exemplo 3.4.5.)

(iii) Dado novamente um caminho P partindo do vértice vy,
o caso trés se configura quando P termina no vértice
v1. Se isso acontece, a cor ¢; é removida da aresta
em(Vo; v;), © # 1, e inserida na aresta ej(vp; v1). Entéo,
na interagao seguinte, colorimos a aresta e, (vo; v;) com
uma cor cs. (Exemplo 3.4.6.)

3.4.3 Exemplos

Exemplo 3.4.4. Dado o seguinte grafo GG, temos que A(G) =
3 e, portanto, A(G) + 1 = 4. Logo, precisamos colorir as
arestas de G com no maximo 4 cores.

1. Primeiro, nomeamos os vértices v; e as arestas e,, do
grafo de modo que 7 e m sejam sequéncias de indices
para o numero de vértices e o nimero de arestas, res-
pectivamente.
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Ug

2. Sejam ¢y, ¢, c3 € ¢4 cores distintas. Vamos atribuir a
cor ¢1 a aresta eq(vg; vq).

3. Agora, observemos a aresta es(vy;vy); descartamos a
cor ¢y pois ela incide no vértice v; e escolhemos a cor
c9 para colorir es.

4. Para a aresta e3(vg; v4), descartamos a cor ¢;, pois ela
incide em vy e podemos escolher a cor ¢y para colorir
es. (Repare que até o momento nenhuma cor incide em
v4, O que nos permite essa escolha de uma cor anterior-
mente utilizada. Sé escolhemos uma nova cor quando
as incidéncias nos vértices correspondentes nos fazem
descartar as cores ja escolhidas.)
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Vo

Vg

Figura 3.2: Note que estamos substituindo os nomes das
arestas e,, pelas suas cores ¢, correspondentes.

5. Para a aresta e4q(vi;v3), descartamos as cores ¢; e ¢y
incidentes em v; e escolhemos uma nova cor c3 para
colorir ey4.

6. Para a aresta es(vg;v3), descartamos ¢y incidente em
Vo € c3 incidente em v3 e escolhemos ¢y para colorir es.

7. Para eg(vs;vy), descartamos ¢; e c¢3 incidentes em v e
co incidente em vy. Entao, colorimos eg com cy.

8. Para e;(vy;vs), descartamos ¢ e ¢4 incidentes em vy e
colorimos e; com c¢;y.

9. Para eg(vy;vg), descartamos ¢y, ¢y e ¢4 incidentes em
vy € colorimos eg com cs.
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10. Por fim, para eg(vs; vg), descartamos ¢; e ¢z e colorimos
eg com co, obtendo a seguinte figura:

P)

Portanto, foi possivel colorir as arestas do grafo G com
A(G) 4+ 1 =4 cores.

Exemplo 3.4.5. Dados o seguinte grafo e um caminho P =
Vo, U4, V3, V2. Note que podemos colorir as arestas es(vo; vy),
e4(vyg;v3) € e3(vs; vy) com as cores ¢y, ¢ € ¢1 respectivamente.
Portanto, como o caminho P nao termina no vértice v, po-
demos colorir a aresta e;(vp; v1) com a cor c;.
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U1

Yo

8]

Exemplo 3.4.6. Sendo P = vg, vy, v3, v, v1, colorimos
as arestas es(vo; v4), €4(v4;v3), e3(v3;v2) € eg(vg;v1) com as
cores ¢; e co, respectiva e alternadamente. Na sequéncia,
removemos a cor ¢; da aresta es(vg; v4) e aplicamos na aresta

e1(vo; v1)-

U1
C1

o

€1

Por fim, colorimos a aresta es(vg, v4) com uma cor cs.
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U1
@]

Vo €2

V9
C3

C1

V4 &

3.5 Exercicios

Exercicio 3.5.1. Em um parque, representado pelo grafo
a seguir, queremos instalar barracas para venda de sorvete.
Cada barraca deve ser localizada em uma esquina (vértice).
Esquinas préximas (vértices adjacentes) s6 admitem uma
barraca. Estamos procurando um conjunto independente
maximo, pois queremos instalar o maior niimero de barracas
possivel.

Vsq

V33

U3z

V31 ¢
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Exercicio 3.5.2. Em um parque idéntico ao do exercicio
anterior, pretendem instalar barracas de sorvete, pipoca, ca-
chorro-quente, algodao doce, sucos, etc. Cada barraca deve
ser localizada em uma esquina (vértice). Esquinas préximas
(vértices adjacentes) s6 admitem barracas com servigos dife-
rentes. A empresa que cuida do parque gostaria de contratar
o menor numero de servigos possivel. Qual é o minimo de
servigos que podemos usar?

Exercicio 3.5.3. Considerando grafos ciclicos, estabeleca
uma férmula para a(G) e x(G) em fungao do seu nimero de
vértices n. Dica: faga um desenho para ver o que acontece e
separe em ciclos pares e impares.

Exercicio 3.5.4. A tabela mostra a distribuicao de alunos
nos exames finais que devem prestar. Duas disciplinas s6
podem ter exames realizados ao mesmo tempo se nao hou-
ver alunos em comum. Construa um grafo com vértices
{M,P,1,G,H,F,Q,B}, de modo a respeitar as restri¢oes
da tabela, e aplique o algoritmo para coloracao.

Alunos AIB|C|D|/E|F|G|H
Matematica | X X
Portugués | X
Inglés X | X
Geografia X | X X
Histoéria X
Fisica X X
Quimica X X
Biologia X X
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Alunos I{J|/K|L|M|N|O|P
Matematica X X
Portugueés X X
Inglés X X
Geografia | X
Historia X X X
Fisica X | X
Quimica X X
Biologia X X

Exercicio 3.5.5. Aplique a coloragao de vértices no mapa
da América do Sul.

»<s  AMERICA DO SUL

Figura 3.3

Exercicio 3.5.6. Um quimico deseja embarcar os produtos
A, B, C, D, E, F, X usando o menor niimero de contéineres.
Alguns produtos nao podem ser colocados num mesmo con-
téiner porque reagem. Quaisquer dos dois produtos entre A,
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B, C, X reagem e A reage com F e D; e E também reage com
F, D. Monte o grafo que modela essa situacao e use esse grafo
para descobrir o menor ntmero de contéineres necessarios
para embarcar os produtos com seguranca.

Exercicio 3.5.7. Uma companhia industrial deseja arma-
zenar sete diferentes produtos farmacéuticos F}, Fy, ..., I de
modo que alguns destes produtos nao podem ser armaze-
nados em um mesmo ambiente, por motivos de segurancga.
Determine o niimero minimo de localizagoes necessarias para
armazenar tais produtos, sabendo que:

e [ nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
Fy, Fg, Fr;

e [5 nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
F17 F37 F47

e [3 nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
F27 F47 F57

e [ nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
Fy, F, Fy;

e F; nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
F37F47F67F7;

e [y nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
FlaF47F57F7;

e [ nao pode ser armazenado no mesmo ambiente que
Fi, F5, Fe;

Exercicio 3.5.8. Vamos determinar os periodos de um sinal
de transito usando coloracdo. O desenho abaixo representa
um cruzamento com as diregoes permitidas assinaladas por
setas. Como organizar o transito? Vamos fazer um grafo
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cujos vértices serao as direcoes possiveis, e ligaremos dois
vértices sempre que as diregoes forem incompativeis.

N
>Z

Exercicio 3.5.9. Dado o problema das duplas de danca
enunciado no Capitulo 3.4. O seguinte grafo representa a
distribuicao dos 22 alunos dentro de uma sala de aula. Cada
uma das arestas representa as duplas que os alunos formam
entre si, de acordo com os ritmos que dangam.

///\\
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Enumere os vértices de acordo com seu respectivo grau.

Seja cada cor a representante de um horario distinto para
ensaio, faga a coloracdo das arestas do grafo de duas
maneiras diferentes, de forma que cada uma se inicie
pelas arestas adjacentes a vértices de graus diferentes.

O ndmero de cores necessarias para colorir as arestas do
grafo foi diferente em cada um dos casos do Item b?

Qual foi a quantidade de horarios de ensaio necesséaria
para que as duplas nao precisem estar em lugares distin-
tos simultaneamente?

Qual foi a relacdo encontrada entre o niimero de cores
necessarias para a colorac¢ao das arestas e A(G) do grafo?

Exercicio 3.5.10. Desenhe e faca a coloracao das arestas
de cada um dos grafos pedidos nos itens a seguir:

(a)

(b)

Um grafo com 10 vértices, tal que 3 vértices tenham grau

A(G) = 4.

Um grafo com 7 vértices cujas arestas nao se cruzem e
pelo menos dois vértices tenham grau igual a 3.

Exercicio 3.5.11. Faca a coloragao das arestas do seguinte
grafo de acordo com os caminhos P, e P, dadas as respecti-
vas circunstancias dos itens abaixo, de acordo com os Casos
ii e iii do Capitulo 3.4.2.
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[%1 V2

Vs Vg

V13

(a) Inicie a coloragao das arestas do grafo pelo caminho P, =
V1, Us, Vg, V11, Us, V4, U7, tal que ei(vi;vs) e ex(vi;vs).
Depois, faca a coloracao das arestas que nao pertencem
ao caminho, de acordo com o Caso i do Capitulo 3.4.2.

(b) Inicie a coloragao das arestas do grafo pelo caminho P, =
U1, Us, V13, Ug, V2, Ui, Us, V11, Vg, U3, tal que ej(vi;vs)
e es(v1;v5). Depois, faga a coloracao das arestas que
nao pertencem ao caminho, de acordo com o Caso i do
Capitulo 3.4.2. O ntimero par ou impar de arestas num
caminho P implica algo em relagao ao Caso iii do mesmo
capitulo?

3.6 Desafios

Exercicio 3.6.1. Aplique o processo de coloracao de vértices
no mapa dos Estados Unidos.(Sao 49 estados, pois nao esta-
mos incluindo o Alasca e o Hawaii)
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Figura 3.4

Exercicio 3.6.2. Resolu¢ao de um Sudoku 4x4 usando co-
loragao de vértices.

Cada célula do sudoku é um vértice, hd uma aresta entre
dois vértices se as células estdo na mesma linha, coluna ou
na mesma subgrade 2 x 2. Cada ntimero de 1 a 4 corresponde
a uma cor.

Os dados para iniciar a resolucao sao fornecidos.

Todos os 16 vértices terao grau 7, uma sugestao de como
enumerar as células como vértices esta dada no Sudoku.
Tente usar esse raciocinio nessa configuragao inicial:
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2
U1 (5 U3 Uy
1
s, Vg U7 U3
2
Uy V10 v V19
4
V13 V14 U1s U1p

3.7 Respostas

Resposta 3.7.1. Exercicio 3.5.1

Lista dos vértices em ordem crescente de grau: V = {v;3, vg,
V3, U4, VU7, Us, Vg, V10, V12, V14, V15, V19, V21, V23, V24, V25, V26, V27,
V28, V31, V33, V1, V11, V16, V17, V18, V20, V22, V29, U32, V34, Us, Vs, U3o}-
Seguindo o algoritmo com os vértices ordenados dessa forma,
conseguimos determinar Vg = {v13, V9, vy, s, V10, V12, U1,
V19, U1, Uag, Uzs, Va7, U31, U33 }, um conjunto independente com
14 vértices.

Resposta 3.7.2. Exercicio 3.5.2

Lista dos vértices em ordem decrescente de grau: V = {wsy,
Vs, Vg, U1, V11, V16, V17, V18, V20, V22, V29, U32, V34, U2, U3, U4, U7, Us,
Vg, V10, V12, V14, V15, V19, V21, V23, V24, V25, V26, U27, V28, U31, V33,
’013}.

Seguindo o algoritmo com os vértices ordenados dessa forma,
obtemos:

T = {’0307?15701,U117?)20,7134,U3,U77014,U23,U26,7128}-

Ty = {U67 V16, V18, V29, V32, V2, Vg, V12, U21, V24, V25, V27, U13}-

15 = {v17, Va2, V4, Vs, V10, V15, V19, V31, U33 } -
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Resposta 3.7.3. Exercicio 3.5.3
n
Ciclo Par: o(G) = 5 € X(G) =2.
n—1

Ciclo Impar: (@) = 5 e X(G) = 3.

Resposta 3.7.4. Exercicio 3.5.4

O grafo que ilustra esse problema ¢ o mesmo do Exemplo
3.2.6, com todos os vértices de grau 4. Vamos ordena-los
da mesma forma que ordenamos no Exemplo 3.2.6: V =
{M,P,I,G,H,F,Q,B}.

Aplicando o algoritmo com os vértices ordenados dessa forma,
determinamos:

T, ={M,G,H,B};

Ty, ={P,I,F Q}.

Resposta 3.7.5. Exercicio 3.5.5

V = {BR, AR, BO,
PE,CO,CH,GU, PA,
SU,VE,EQ,GF,UR}.

Seguindo o algoritmo
com os vértices nessa or-
dem, obtemos:

Ty ={BR,EQ,CH};

T, = {AR, PE,GU,
GF};

Ty = {BO, CO, SU,
UR};

Resposta 3.7.6. Exercicio 3.5.6
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V ={A,B,C,X,D,E,F}.

A B
Seguindo o algoritmo com os
vértices nessa ordem, obtemos:
X C
Ty = {Aa E}>
F D TQZ{BaDaF}v

Ty ={C}

E T, = {X}.

Resposta 3.7.7. Exercicio 3.5.7
V= {F47F5aF67F1)F27

Fl F"’ Fg,F7}.

Seguindo o algoritmo
F, comos vértices nessa or-

F; dem, obtemos:
Ty ={Fy, F\ };
Ty = {F5, IL};
F5 Ts = {Fﬁ,F:s};
T, = {F:}.

Resposta 3.7.8. Exercicio 3.5.8

Primeiro, precisamos considerar todas as diregoes possiveis:
AB, AC, AD, BA, BC, BD, DA, DB, DC, EA, EB, EC,
ED. Agora, montamos o grafo desse problema, no qual cada
vértice serd uma direcao possivel, e havera uma aresta li-
gando dois vértices se as respectivas dire¢oes nao puderem
ocorrer a0 mesmo tempo.
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V = {AC, BD, DA,
EB,AB,EC, AD, BC,
DB,EA, BA,DC, ED}.

Seguindo o algoritmo com os vértices nessa ordem, ob-
temos:

Ty = {AC, AB, EC};
Ty = {BD, AD, BC};
Ty = {DA, DB, EA};
T, = {EB).

E podemos colocar os vértices BA, DC, ED em qual-
quer um dos quatro conjuntos.

Resposta 3.7.9. Exercicio 3.5.9

(a)
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(b) Esquerda: coloracao a partir do vértice de grau 5.
Direita: coloracao a partir de um vértice de grau 1.

(¢) Nao, em ambos os casos foi utilizado 0 mesmo ntmero
de cores.
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(d) 5 horérios.
(e) O ntmero de cores utilizadas corresponde a A(G) + 1.

Resposta 3.7.10. Exercicio 3.5.10

(a) Possivel solugao:

Onde cada letra corresponde a uma cor.

(b) Possivel solugao:

Onde cada letra corresponde a uma cor.
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Resposta 3.7.11. Exercicio 3.5.11

Observacao 3.7.12. E importante a correcao da coloragao
dos vértices que pertencem ao caminho P;. A coloragao dos
demais vértices possui diversas possibilidades.
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Observacao 3.7.13. E importante a correcao da coloragao
dos vértices que pertencem ao caminho P,. A coloragao dos
demais vértices possui diversas possibilidades.

Se o numero de arestas do caminho é par, entdo a aresta
e1(v1;v3) pode receber a cor ¢y, sem que haja necessidade da
troca de cor da aresta es(vy;vs).



Capitulo 4

Grafos Planares e Duais

4.1 Grafos Planares

Até agora vimos que um grafo nada mais é do que pontos
e arestas que se ligam de alguma forma, certo? Como por
exemplo

Mas agora podemos nos fazer a seguinte pergunta: “Dado
um grafo G, serd que existe uma forma de “desenhar” este
mesmo grafo, de modo que nenhuma aresta se cruze?”. Em
outras palavras, queremos manter os mesmos vértices e ares-
tas se ligando mas que nao haja cruzamento de arestas. Os

87
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grafos com esta propriedade serdo chamados de grafos pla-
nares ¢ nosso objetivo neste capitulo é determinar quando
um grafo é planar. Entdo vamos definir mais formalmente
este conceito.

4.1.1 Defini¢coes e Exemplos

Neste capitulo, todos os grafos que iremos considerar
Serao Conexos.

Definicao 4.1.1. Dado um grafo GG, dizemos que G é pla-
nar se for possivel movimentar as arestas e vértices de modo
a manter as mesmas relagoes e o grafo G’ obtido nao deve
possuir arestas que se cruzem, a nao ser nos vértices. Dire-
mos que G’ serd a representacao planar do grafo G.

Por exemplo, considere o grafo formado por um quadrado
e suas diagonais, como na figura abaixo

Note que este grafo a principio nao é planar, porém po-
demos mudar a posicao de uma das diagonais de modo a
obter um grafo segundo a Definicao 4.1.1, logo obtemos uma
representacao planar do grafo original, como podemos ver na
figura.
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Um exemplo muito importante de grafos planares, sao os
solidos platonicos: tetraedo, cubo, octaedro, dodecaedro
e icosaedro. Assim, se planifcarmos cada um desses sélidos
obteremos um grafo, que com alguns ajustes serd possivel
torna-lo planar, como mostra a figura.

RO Ys

<
o\ N

Note que o comprimento das arestas pode aumentar ou
diminuir, mas as mesmas liga¢oes sao mantidas. Como vi-
mos nos exemplos, em alguns grafos é facil encontrar sua
representacao planar, e todos os exemplos que apresentamos
até o momento sao de grafos planares.

Desta forma, surge uma pergunta natural:“Todos os gra-
fos sao planares?”. Essa pergunta sera respondida em breve,
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nao se preocupe. Mas para te motivar, tente pensar na re-
presentacao planar deste grafo.

4.1.2 Teorema de Euler e Desigualdades

Agora que ja sabemos o que é um grafo planar, estamos
interessados em encontrar exemplos de grafos nao planares.
Para isso, vamos tentar relacionar suas quantidades de ares-
tas e vértices.

Deixe me te fazer mais uma pergunta: “Quantas ares-
tas pode ter um grafo planar?”. Em breve iremos responder
essa pergunta. Primeiro vamos definir alguns conceitos. Ob-
serve que dado um grafo com pelo menos um ciclo, este grafo
separa o plano em regioes, como mostra a figura.

Estas regioes serao chamadas de faces. Nao se esqueca
que uma das faces é tudo o que “sobra” do plano, isto é,
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a parte externa do grafo. KEssa face serd chamada de face
ilimitada. Agora vamos apresentar um resultado muito co-
nhecido para poliedros convexos que poderemos utilizar no
estudo de grafos, a Formula de Euler.

Teorema 4.1.2 (Férmula de Euler). Em um grafo planar
conexo (G vale a seguinte relagao

f—a+v=2

onde f é o numero de faces, a o nimero de arestas e v o
numero de vértices do grafo G.

A demonstracgao deste teorema sera feita na proxima secao,
nao se preocupe. Mas tente pensar em uma maneira de
prova-lo.

Agora, estamos interessados em encontrar uma relagao
que envolva a quantidade de arestas e vértices de um grafo
planar conexo. Vamos analisar o seguinte grafo.

FE R

Veja que esse grafo é planar e conexo, e ainda perceba
que ele possui 8 vértices (v) e 12 arestas (a). Assim, a de-
sigualdade 12 < 3-8 — 6 é satisfeita para o nosso exemplo.
Isso nos motiva a formular o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3. Num grafo planar conexo G vale a < 3v—6.

Demonstracao. Para realizar essa demonstracao, precisamos
de algumas observagoes. Primeiro, note que dada uma face
de um grafo, sdo necessarias pelo menos 3 arestas para formar
essa face. Assim, considere um grafo G' com k faces f;. Se
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denotarmos o niimeros de arestas que compodem a face f; por
d(fi), obtemos a seguinte relagdo d(f;) > 3. Ainda mais,
quando somamos o numero de arestas de cada face, estamos
contando duas vezes o valor real de arestas, verifique. Entao
temos a seguinte relacao

k

20 =" d(f,) (4.1)

i=1

E muito importante lembrar que existe uma face externa,
chamada de ilimitada. Assim, quando for verificar que vale a
igualdade (4.1), nao se esquega dela. Com este ingredientes,
temos a seguinte relagao

Isto é, 3f < 2a. Agora, pela Férmula de Euler, temos
que f —a+ v =2, entdo

f—a+v=2 & 24a—-v=f
& 6+ 3a—3v=3f
= 6+4+3a—3v<2a
S a<3v—06

Portanto, temos que em um grafo planar conexo vale a
relacdo a < 3v — 6. O]

Da mesma forma que fizemos anteriormente, vamos bus-
car uma relagao entre o niimero de vértices e arestas de um
grafo bipartido conexo. Lembre-se que um grafo bipartido
¢ um grafo cujos vértices podem ser divididos em dois conjun-
tos disjuntos A e B tais que toda aresta conecta um vértice
em A a um vértice em B. Para isso considere o seguinte
grafo.
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Note que o grafo em questao é bipartido, conexo e pla-
nar, além disso possui 5 vértices (v) e 6 arestas (a). Entao
vemos que este grafo satisfaz a desigualdade 6 < 2 -5 — 4.
Logo, podemos formular a seguinte relagao entre o ntimero
de vértices e arestas de um grafo bipartido conexo.
Teorema 4.1.4. Em um grafo planar bipartido conexo G
vale a < 2v — 4.

Demonstrag¢ao. Observe agora, que em grafo bipartido as fa-
ces serao formadas por pelo menos 4 arestas, verifique com
alguns exemplos. Desta forma obtemos a seguinte relacao
d(f;) > 4. Portanto, com um raciocinio andlogo da soma do
nimero de arestas que fizemos no Teorema 4.1.3, temos

k k
20=2 d(f) 2> 4=4f

Isto é, 4f < 2a, ou melhor, 2f < a. Agora, pela Formula
de Euler, temos que f —a + v = 2, entao
f—-a+v=2 & 24a—-v=f
& 4420 —2v=2f
= 44+2a—-2v<a
& a<2v—4

Portanto, temos que em um grafo planar bipartido conexo
vale a relacao a < 2v — 4. ]



94 e Brincando de Matemdtico

Note que estes resultados dizem que se um grafo é pla-
nar, entao valem as relagoes, porém nao é verdade que se as
desigualdades forem satisfeitas teremos que o grafo é planar.
Este fato pode ser observado pelo seguinte grafo G

2 3 2 3

Perceba que se retirarmos os segmentos que ligam os
vértices (2,6) e (3,5), obtemos um subgrafo que é homeo-
morfo ao K33, basta apenas arrumarmos os vértices como
mostra o seguinte grafo

1 3 5

2 4 6

Portanto, o grafo G nao é planar, porém ele possui 6
vértices (v) e 11 arestas (a), e entdo a relagdo do Teorema
4.1.3 ¢ satisfeita.

Perceba que foi afirmado que o grafo G nao é planar sem
justificativa, pois precisamos de mais ferramentas para pro-
var isto. Mas nao fique triste, em breve vocé tera armamento
suficiente para atacar este problema, e ele estard na lista de
exercicios para vocé se divertir.
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4.1.3 Grafos K5 e K33

Agora vamos estudar dois grafos de extrema importancia
na classificacao de grafos planares, que sao os grafos K e
K3 3. Primeiro vamos analisar o grafo K5, que é um grafo
completo formado por 5 vértices, sua representacao usual é
dada por

Novamente, voltamos aquela pergunta feita anteriormen-
te: “todos os grafos sao planares?”. A resposta é que existem
grafos nao planares, como ja foi visto no exemplo anterior.
Vamos ver agora que o grafo K5 nao é planar. Isso ocorre
pelo Teorema 4.1.3, pois se notarmos K5 possui 5 vértices e
10 arestas, e logo nao respeita a relacao do teorema, isto é,
10 > 3 -5 — 6. Deste modo K5 nao é planar, e isso motiva o
seguinte resultado.

Corolario 4.1.5. Todo grafo completo com mais que 4 vérti-
ces nao é planar.

Demonstracao. A demonstracao fica como exercicio. O]

O grafo K3 3 ¢ um grafo bipartido completo com 6 vértices
e sua representacao usual é dada por
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Se buscarmos na memoéria, este grafo foi mencionado no
inicio do livro, como motivacao. Porém la ele apareceu do
seguinte problema: “Suponha que vocé possui 3 casas, onde
cada casa precisa ter agua, luz e telefone, porém os canos
ou fios que ligam as casas nao podem se cruzar. Serd que é
possivel fazer essas ligagoes?”

a4 @& &

@ é

Traduzindo para a linguagem de grafos, teriamos que res-
ponder a seguinte pergunta: “o grafo Ksj ¢ planar?”. E a
resposta é que ele nao é planar. Podemos ver isso pelo Te-
orema 4.1.4, pois K33 possui 6 vértices e 9 arestas, assim a
desigualdade do teorema nao ¢é satisfeita, pois 9 > 2 -6 — 4.

4.1.4 Teorema de Kuratowski

Agora que ja conhecemos os grafos K5 e K33, temos dois
exemplos muito importantes de grafos nao planares que uti-
lizaremos como base para dizer se um grafo possui repre-
sentacao planar. Para isso precisamos de algumas defini¢oes.
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Definicao 4.1.6. Uma subdivisao do grafo G é o grafo G’
que obtemos pela insercao de um caminho de comprimento
2 no lugar de uma aresta de G.

Por exemplo, considere o seguinte grafo abaixo. Vamos
adicionar um ponto em uma aresta, de modo a obter dois
segmentos, e assim obtemos uma subdivisao deste grafo.

4
1<>2 . 1<>2

Observe que o processo de subdivisao pode ser visto de
outro ponto de vista, em vez de adicionarmos um caminho de
comprimento 2 no lugar de uma aresta, podemos substituir
um caminho de comprimento 2 por uma aresta. Em outras
palavras, podemos retirar vértices que estao entre duas ares-
tas, como na figura abaixo.

1 2 2
4 3 4 3
Definigao 4.1.7. Um grafo G’ é dito homeomorfo ao grafo

G se GG’ for obtido de G por sucessivas operacoes de subdi-
visao e subdivisao inversa.

Vamos ver um exemplo de dois grafos homeomorfos. Con-
sidere o seguinte grafo.
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[Fg=s

Agora podemos apresentar o resultado mais importante
desta secao.

Teorema 4.1.8 (Kuratowski). Um grafo é planar se, e so-
mente se, nao contiver subgrafo homeomorfo a K5 ou a K3 3.

Do Teorema de Kuratowski, podemos obter uma maneira
mais pratica de verificar se um grafo é planar, dada pelo
seguinte resultado

Corolario 4.1.9. Se G contiver subgrafo homeomorfo a Kj
ou a K33 entao G nao ¢ planar.

Como aplicagdo do Teorema de Kuratowski vamos mos-
trar que o Grafo de Petersen nao ¢ planar. Para isso,
considere o seguinte grafo
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Vamos realizar sucessivas operacoes de subdivisao no gra-
fo de Petersen (P) de modo a obter um grafo homeomorfo
conhecido. Neste caso, estamos interessados em obter o grafo
nao planar Ks3. Assim, vamos seguir os seguinte passos:

1. Enumere o grafo como foi feito abaixo.

2. Considere o subgrafo P’ de P, obtido retirando o vértice
7 e as arestas nas quais ele estava ligado.

3. Vamos fazer o processo de subdivisao inversa, entao
apague o vértice 2, 9 e 10.

4. Vamos arrumar os vértices de modo conveniente, sem
desfazer as ligagoes entre eles, de forma que os vértices
1, 4 e 8 fiquem na primeira linha e os vértices 3, 5 e 6
na segunda.

Graficamente, obtemos os seguintes grafos:

P F4 Pr 2 PH

131 31
XK | = | X N
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E portanto, temos o seguinte homeomorfismo

P 2
’ K53
1 4 8
1 3
"A'
P!

5 4

Jtgse

3 5 6

Agora, se observamos temos um grafo bem conhecido, o
K3 3. Entao pelo Teorema de Kuratowski, podemos dizer que
o grafo de Petersen possui um subgrafo P’ que é homeomorfo
ao Kj 3, e logo nao ¢ planar.

4.1.5 Exercicios

1. Prove que todo grafo completo com mais que 4 vértices
nao é planar.

2. Prove ou de um contra exemplo:

(a) Todo subgrafo de um grafo planar é planar.

(b) Todo subgrafo de um grafo ndo planar é nao pla-
nar.

(c) Se todo subgrafo de um grafo G, diferente de G,
¢ planar entdo o grafo GG é planar.

3. Mostre que os grafos formados deletando uma aresta
dos grafos K5 e K33 sao planares.

4. Mostre que o grafo Ks 3 ¢é planar.

5. Determine todos os r, s tais que o grafo K, s seja planar.
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6. Prove que o grafo abaixo nao é planar

2 3

7. O grafo dos estados do Brasil é definido assim: cada
vértice ¢ um dos estados estados da Republica Federa-
tiva do Brasil; dois estados sao adjacentes se tém fron-
teira em comum. Facga um desenho do grafo e mostre
que o grafo formado é planar.

8. Seja V um conjunto de pontos no plano. Digamos que
dois desses pontos sao adjacentes se a distancia entre
eles é menor que 2. Essa relacao de adjacéncia define o
grafo dos pontos no plano (sobre o conjunto V'). Faca
o grafo definido pelos pontos abaixo:

(0,2),(1,2),(2,2),(0,1),(1,1),(2,1),(0,0),(1,0), (2,0)

Mostre que o grafo GG formado é planar.
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4.2 Grafos Duais e o Teorema das
5 Cores

Vamos comecar esta secao definindo o que se chama de
grafo dual de um grafo planar G. Em seguida usaremos essa
nova ferramenta para deduzir o teorema da Férmula de Eu-
ler, que é um dos teoremas fundamentais quando o assunto
é grafos planares. A partir disto entdao, usando o teorema
da Férmula de Euler, iremos provar uma versao mais fraca
do teorema das 4 cores, que afirma, a grosso modo, que po-
demos colorir qualquer mapa com no maximo 5 cores. Em
comparacao com o teorema das 4 cores, a demonstracao de
tal resultado é simples e pode ser detalhada neste texto sem
maiores complicagoes.

Uma das coisas mais legais de grafos planares é que dado
um grafo planar, conseguimos construir outro grafo que pos-
sui certas propriedades interessantes. E ¢é isto que vamos
fazer agora. Considere o seguinte grafo planar G (que se
parece com um coragao):

Em cada face de G colocamos um ponto (lembrando
que o lado de fora do grafo também é uma face!).
Fazendo isso, temos o seguinte desenho:
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Agora, imagine que estamos em cima de um desses pon-
tos que desenhamos. Se quisermos ir para um outro ponto,
deveremos passar por cima de algumas arestas. Fagamos o
seguinte, consideremos primeiramente todos os pontos para
os quais podemos ir passando por cima de apenas uma aresta,
ou seja, pontos cuja face é adjacente a face do ponto em que
estamos. Dado um desses pontos para o qual podemos ir,
desenhamos uma aresta do ponto em que estamos para este
novo ponto para cada aresta diferente que podemos passar
para chegar até ele. Fazendo essa construcao para todos os
pontos, obtemos a seguinte imagem (que talvez se faca mais
clara que todas as explicagoes possiveis):

N>

Bom, note que em cinza conseguimos um novo grafo,
entdo separamos ele e damos uma ajeitadinha. Assim ob-
temos o seguinte grafo:
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Bom, dado um grafo planar GG qualquer, podemos repetir
toda essa construcao e obter um outro grafo. O grafo obtido
de G seguindo estes passos ¢ chamado de grafo dual de G,
e ¢ denotado por G*.

Exemplo 4.2.1. Veja abaixo algumas construcgoes de grafos

duais:
7/

. Y .
—

V- V-

> — — +——=8  —>
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Em preto temos o grafo original e em cinza seu grafo dual.

Vamos agora tentar extrair algumas propriedades dos
grafos duais. Na verdade apenas as suficientes para que o
teorema da féormula de Euler apareca.

Ao longo desta discussao, tomaremos um grafo exemplo
para ilustrar as propriedades que serdo comentadas (mas to-
das as propriedades que serao ditas sao absolutamente ge-
rais). O nosso grafo exemplo serd este:

Vamos tomar um grafo planar G e analisar a relagao das
arvores geradoras de GG com as arvores geradoras de G*. Caso
vocé nao lembre da definicaio de arvore geradora dé uma
olhada na se¢do 2.4.1. Voltando para nosso grafo exemplo,
desenhamos nele uma arvore geradora:

Deixamos pontilhadas agora as arestas que nao fazem
parte da arvore geradora. Desenhamos agora o grafo dual
do nosso grafo exemplo sobre o grafo acima:
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Vamos entao pontilhar todas as arestas do dual que pas-
sam pelas arestas da arvore geradora do nosso grafo exemplo.
Obtemos:

Agora note que as arestas do dual que nao foram ponti-
lhadas formam uma arvore geradora para ele. Mais ainda,
o numero de arestas desta arvore geradora que obtemos é
igual ao nimero de arestas que foram pontilhadas no nosso
grafo exemplo original. Isso se deve a nossa construgao, pois
pontilhamos todas as arestas do dual que passavam por uma
aresta pintada do nosso grafo exemplo, e entao sobraram
apenas as arestas do dual que passam pelas arestas ponti-
lhadas do grafo exemplo. Essa propriedade vale de maneira
geral: sempre que temos uma arvore geradora de um grafo G,
conseguimos uma arvore geradora de G* fazendo essa mesma
brincadeira que fizemos com o grafo exemplo.

Uma das propriedades legais de arvores é que em toda
arvore o numero de arestas é sempre uma unidade a me-
nos que o numero de vértices. Vamos entao juntar esta in-
formacao com o que fizemos até agora.
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Tome uma arvore geradora de G, vamos chama-la de T’
de Tree (drvore em inglés). Entao T deve conter todos os
vértices de G. Chamando de v o ntmero de vértices de T
(que é o mesmo que de G) e ay o nimero de arestas de 7T,
obtemos

v—1=ag

pela propriedade legal das arvores que mencionamos acima.
Da nossa discussao num paragrafo acima, conseguimos uma
arvore geradora de G*, que chamaremos de 7™, cujo ntimero
de arestas é igual ao niimero de arestas de G que nao estao
em T (arestas nao pontilhadas). Colocando em simbolos,
que é como os matematicos sabem trabalhar, temos que o
namero de arestas de T é a — ag, onde a é o ntmero de
arestas de GG. Além disso, como T™* é uma arvore geradora
de G*, ela contém todos os pontos de G*, que na verdade
sao todas as faces de G, certo? Chamando de f o ntmero
de faces de GG, e usando novamente a propriedade legal das
arvores, temos que

f—1l=a—ap

pois a — ag é o ntimero de arestas de 7™ e f é o nimero de
vértices de T™. Vocé consegue sentir uma férmula conhecida?
Pois ¢, ela aparece agora. Comov—1=age f—1=a— ay,
podemos escrever

w=1)4+(f-1)=ay+(a—ag) =a
e se “passarmos o a pra ca e os (—1)’s pra 14" obtemos que
v+ f—a=14+1=2

e olha s0, que legal! Esta é a férmula de Euler. Formalmente,
escrevemos como o seguinte teorema:
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Teorema 4.2.2 (Férmula de Euler). Se G é um grafo planar
entao

v+ f—a=2
onde v é o nimero de vértices, f ¢ o nimero de faces e a é o
numero de arestas de G.

Bom, com este teorema encerrou-se a participacao dos
grafos duais em nossa apresentacao. Palmas para eles! Agora
vamos procurar provar o teorema das 5 cores, que mencio-
namos na introducao desta se¢ao. Colocar a demonstracao
do teorema das 5 cores neste material é visto por nés como
um dever moral e faremos uma abordagem um pouco mais
formal, utilizando o principio da inducao no decorrer da de-
monstragao, lembrando que ainda assim passamos longe da
demonstragao matematicamente correta deste teorema. Fica
entao o restante desta secao como curiosidade para curiosos
e corajosos. No entanto, lembre-se que ao final desta secao
ha uma lista de exercicios bem legais esperando para serem
feitos.

Para provarmos o teorema das cinco cores, precisaremos
de um lema auxiliar entao vamos l4!

Lema 4.2.3. Seja G um grafo planar, entao existe em G um
vértice de grau menor ou igual a 5.

Demonstracdo. De fato, em um grafo qualquer, temos que

> d(B) = 2a onde a é o nimero de arestas de G. Suponha
BeG
que todos os vértices de G possuem grau maior que 5, ou

seja, d(3) > 6 para todo [ € G. Entao
2a =) d(B) > 6v

BeqG
onde v é o nimero de vértices de G. Porém, pelo teorema
4.1.3, temos que como G é planar, a < 3v — 6. Temos

6v <20 <2(3v—6)=6v—12=0< —12
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o que é um tremendo absurdo. Como toda essa loucura
comegou quando supomos que o grau de todos os vértices
era maior ou igual a 6, concluimos que deve haver ao menos
um vértice em G que possui grau menor do que 6, ou seja,
menor ou igual a 5. O

Teorema 4.2.4. Se G é um grafo planar entao y(G) < 5.

Demonstracdo. Vamos provar este resultado usando o princi-
pio da inducao. Aplicaremos tal principio ao ntimero v de
vértices do grafo G. Se v < 5 o resultado é trivialmente
valido pois basta colorir cada vértice de G' com uma cor di-
ferente. Suponha entdo que se v = n entado vale o teorema,
ou seja x(G) < 5. Isso significa que se v = n, conseguimos
colorir G usando 5 cores. Suponha agora que v =n+1. Va-
mos mostrar que podemos colorir G usando apenas 5 cores.
Pelo lema 4.2.3, existe um vértice o de G que possui grau
menor ou igual a 5. Note que o grafo G' = G — « possui n
vértices, pois é GG sem um vértice, logo, G’ pode ser colorido
com 5 cores. Colorindo o grafo G’ com essas cinco cores,
estamos colorindo todos os vértices de G exceto . Precisa-
mos dar uma cor (das cinco usadas para colorir G) para a.
Temos entao dois casos a considerar:

1. Se foram usadas no méximo quatro cores para colorir
os vértices adjacentes a «, basta tomar uma das cinco
cores que nao foi usada e colorir  com ela. Assim
teremos colorido G' com apenas 5 cores.

2. Se o grau de « é 5 e todos os cinco vértices adjacentes
a ele estao coloridos com as cinco cores, entao temos
um problema. Mas calma, vai dar certo! Neste caso
devemos arranjar um jeito de recolorir um dos vértices
adjacentes a « para que sobre uma cor para ele. Para
as coisas ficarem mais organizadas, vamos dar alguns
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nomes. Sejam 31, (2, O3, B4 e P5 08 vértices adjacentes
a « e imagine que alguns pintores por ai inventaram
umas cores novas e as chamaram de 1, 2, 3, 4 e 5, que
sdo por coincidéncia as cores de 5y, (2, (3, P4 e (s,
respectivamente. Desenhando, temos:

Primeiramente, vamos tentar mudar a cor do vértice 3;
(que esta colorido com a cor 1) para a cor 3. Para fazer
isso e continuarmos com uma coloragao de verdade, de-
veremos também mudar a cor dos vértices adjacentes a
f1 com a cor 3 para alguma outra cor e ai ao fazer isso
poderemos nos perder e vai ser feio, entdo vamos me-
lhorar a nossa linguagem. Seja H; 3 o subgrafo gerado
pelos vértices coloridos com a cor 1 e vértices com a cor
3. Note que (7 e 3 pertencem a este grafo. Se 31 e (33
estao em componentes conexas diferentes, entao pode-
mos simplesmente trocar as cores de todos os vértices
que estao na componente conexa que contém [3; de 1
para 3 e vice versa. Neste caso entao podemos asso-
ciar a cor 1 ao vértice v pois v; esta colorido com a
cor 3, e assim concluimos o teorema. Se 31 e 3 estao
na mesma componente conexa, ao fizermos a mesma
brincadeira de trocar as cores de todo mundo da com-
ponente que contém [3;, trocaremos a cor tanto de [3;
como de f3, 0 que nao ¢ interessante para nos pois nao
sobrara nenhuma cor para «. Neste caso entdo passa-
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mos para um proximo vértice para ver se conseguimos
colori-lo de maneira diferente de forma a sobrar uma
cor para atribuir a «. Tentaremos entao mudar a cor
de 3. Novamente, seja Hy4 o subgrafo de G gerado
pelos vértices de cores 2 e 4. Repare que 5 e 34 per-
tencem a tal subgrafo. Se [, e B4 nado pertencem a
mesma componente conexa de Hy4 entao basta per-
mutar as cores de todos os vértices que pertencem a
mesma componente que 35 € como no caso anterior es-
tamos resolvidos pois ai nos sobra a cor 2 para colorir
o vértice a. Novamente, teriamos problemas se 5 e 34
estivessem na mesma componente conexa. Mas bom,
para nossa alegria, isso nao pode acontecer e nés va-
mos explicar o porqué. Ainda estamos no caso em que
(b1 e (3 estdo na mesma componente conexa, lembra?
Isso significa que existe um caminho em H, 3 ligando
f1 e B3. Como « é adjacente a ambos (37 e O3, podemos
adicionar « a tal caminho de modo que obtemos um
ciclo em G. Note que (5, esta “do lado de dentro” do
ciclo que formamos e [, estd “do lado de fora” deste
mesmo ciclo. Veja a imagem abaixo:

Por causa disso, nao pode existir um caminho em Hy 4
ligando (5 e B4. De fato, um caminho ligando s e
B4, pelo que discutimos acima, terd que passar de den-
tro para fora do ciclo que formamos. Como o ciclo
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estd em M 3 e este tal caminho estd em Hj 4 estes dois
individuos nao possuem vértices em comum, pois um
s6 contém vértices das cores 1 e 3 e o outro s6 pos-
sui vértices das cores 2 e 4. Portanto, o caminho nao
cruza o ciclo em algum vértice, o que implica que esse
cruzamento deve ocorrer em um aresta, como mostra
a seguinte imagem:

Cruzamento de arestas!!!

Agora acalme-se, respire, e olhe com calma o enun-
ciado deste teorema. Assumimos 14 que G é planar,
logo esse cruzamento em alguma aresta também nao
pode acontecer, ou seja, esse tal caminho nao pode
existir. Onde queriamos chegar nesta conversa toda?
Bom agora sabemos que se nao pudermos trocar a cor
de 1 podemos garantir a possibilidade de trocar a cor
de (5 e assim disponibilizar uma cor dentre as 5 para
atribuir ao vértice ae. Conclusao: conseguimos colorir
(G com apenas cinco cores. Assim concluimos a prova
do teorema de 5 cores.

]

Corolario 4.2.5. Para colorir um mapa qualquer de modo
que paises vizinhos nao tenham cores iguais, basta comprar
5 lapis de cores diferentes. (E dependendo do mapa, muita
paciéncia).
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Chegamos entao ao fim desta secao. Mas calma, ainda
nao acabou! Lembre-se dos exercicios que esperam ansiosa-
mente para serem resolvidos por vocé!

Exercicios 4.2.6.

) matemaéatica normalmen mam uais quais-

1. Na matematica normalmente chamamos de duais quais
quer coisas que sao de certo modo opostas mas no
undo sao as mesmas. Tendo em vista isso, considere
fund Tend t , d
G1,G9,G3 e G4 os grafos duais calculados em 4.2.1. Cal-
cule G7,G5,G5 e G} e reflita sobre o fato de darmos o
nome “grafo dual”.

2. Em todo este capitulo trabalhamos com grafos conexos.

O teorema da férmula de Euler nao vale em sua forma
original para grafos nao conexos. Construa exemplos
de grafos em que nao vale o teorema da férmula de
Euler e tente conjecturar uma generalizacao para tal
formula.
Dica: a formula geral para grafos planares nao cone-
x0s € quase a mesma da féormula para grafos conexos,
porém depende também do ntmero de componentes
conexas do grafo que vocé esta considerando.



114 e Brincando de Matemadtico



Referéncias
Bibliograficas

1]

ALVES, R. P. Coloragao de grafos e aplicagoes. Dis-
sertacdo (Mestrado em Matematica) - Universidade Fe-
deral de Santa Catarina, Florianopolis, 2015.

BONDY, J.A. Graph Theory With Applications. New
York: Elsevier, 1976.

FEOFILOFF. P. Exercicios de Teoria dos Grafos. USP.
2013. www.ime.usp.br/~pf/grafos-exercicios/
texto/ETG.pdf.

JURKIEWICZ, S. Grafos - Uma Introdugao. Estilo OB-
MEP, 2009.

MUNIZ NETO, A. C. Tépicos de Matemdtica Elemen-
tar Volume 4 Combinatéria. 2a ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2016.

WEST, D.B. Introduction to Graph Theory. 2a ed. De-
lhi: Pearson, 2001.

Imagem 3.1. Disponivel em: <http://www.mundinhoda

crianca.net/2011/10/mapas-do-brasil-para-imprimir-e-
colorir.html>. Acesso em 24 abr. 2018.

115



116 e Brincando de Matemdtico

[8] Imagem 3.3. Disponivel em: <http://www.pampekids.
net/mapa-para-colorir-america-do-sul/>. Acesso em 26
abr. 2018.

[9] Imagem 3.4. Disponivel em: <https://www.educolorir.
com/paginas-para-colorir-eua-i8312.html>. Acesso em
04 mai. 2018.



T

MATEMATICA l ' F P R
UFPR

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA DMAT - UFPR

&‘% PET




