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Capitulo 1

(zeometria Euclidiana

A geometria de Euclides é a geometria mais antiga da histéria da humanidade. Ela comecou a ser
estudada por volta de 3.000 a.c, no Egito Antigo. Na época, tais estudos comegaram a ser importantes
para que fossem medidas dreas de terreno para cultivo. Apesar disso, a maior parte do conhecimento
desenvolvido nesta area da matemaética surgiu na Grécia Antiga.

Boa parte dos maiores filosofos gregos tiveram grandes contribuicoes no estudo da geometria. Para
citar apenas alguns, temos Pitdgoras, Hipocrates, Tales de Mileto, Apolonio, Hiparco, Arquimedes,
Heron de Alexandria e Eudoxio. Mas o gedmetra mais importante da historia é sem duvida Euclides.
Ele nao s6 produziu conhecimento, como também o reuniu em uma das obras mais importantes da
historia da matemética: "Os elementos".

1.1 Entes Geométricos

Entes geométricos sao entidades da geometria que nao possuem defini¢ao. Isto é, sabemos de forma
intuitiva o que eles significam, mas matematicamente ndo existe uma forma de defini-los. Seus represen-
tantes sdo: o ponto, a reta e o plano.

O ponto é um ente adimensional, ou seja, ndo possui comprimento, largura ou altura. A reta possui
apenas uma dimensdo (comprimento) e é composta por infinitos pontos. Ja o plano é composto por
infinitas retas e possui duas dimensbes (comprimento e largura). Por fim, definimos espago como o
ambiente onde se encontram infinitos planos.

1.2 Axiomas

Um axioma (ou postulado) é uma sentenga matemética que devemos assumir como verdadeiras.
Eles sdo a base da matematica, pois através dos axiomas é que se obtém as verdades matemaéticas. A
)
geometria ndo é diferente, e possui postulados. Vejamos alguns deles:

1. A reta é ilimitada em ambos os sentidos.
2. Dados dois pontos, existe uma tinica reta que passa por ambos.
3. Por um ponto passam infinitas retas.

4. Dado um ponto P e uma reta r que nao passa por este ponto, existe uma unica reta s que passa
por P e é paralela a r.

5. Toda reta que passar por dois pontos pertencentes a um mesmo plano, também pertence a tal
plano.



6. Dados trés pontos A,B e C ndo-colineares (isto é, ndo existe uma reta que os contenha), existe
apenas um plano 7 tal que A,B e C pertencam a 7.

1.3 Posicoes relativas entre retas e planos

e Dadas duas retas r e s, elas podem ser:

1. Paralelas: r e s sdo coplanares (pertencem a um mesmo plano), mas possuem intersecgiao

vazia.
/
/

2. Concorrentes: r e s sdo coplanares e se intersectam em um ponto.

<

3. Reversas: r e s nao pertencem a um mesmo plano.

-
/

e Para dois planos « e 3, temos as seguintes posi¢oes relativas:

1. Paralelos: « e B sdo paralelos se ndo possuem interseccao.

B

2. Concorrentes: « e  sdo concorrentes quando existe intersec¢io entre eles, sendo esta sempre
uma reta.



e Quando temos uma reta r e um plano «, existem as seguintes relagoes relativas:

1. Paralelos: A interseccdo entre r e « € vazia.

r

2. Contida: A reta r estd inteiramente contida em a.

r

\

3. Secante: r e « se interceptam em exatamente um ponto.

r




Capitulo 2

Poligonos

Definigcao 1. Um poligono é uma regiao do plano delimitada por um ntmero finito de segmentos de
reta de tal forma que:

e A intersecdo de cada par de segmentos é vazia ou é uma das extremidades dos segmentos.

e Para cada par de pontos no interior da regiao, existe um caminho no interior na regiao que liga os
dois pontos.

Os segmentos sdo chamados de lados do poligono e as extremidades dos segmentos de vértices do poligono.

Defini¢ao 2. Um poligono é chadado de convezo se para cada par de pontos no interior do poligono, o
segmento de reta que os une esta no interior do poligono.

Ezemplo 2. Sao poligonos nao-convexos:

Ezxemplo 3. Nao sao poligonos:

@ )<

Ezemplo 1. Sao poligonos convexos:




Capitulo 3

Poliedros

Definigao 3. Poliedro é a reuniao de um ndmero finito de poligonos planos chamados faces em que:
e Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um, outro poligono.

e A intersecdo de duas faces quaisquer, ou é um lado comum, ou é um vértice ou é vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado de uma aresta do poligono
e cada vértice de uma face é um vértice do poligono.

e E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qualquer outra, sem passar por
nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas arestas).

Todo poliedro, como definido acima, limita uma regido do espago chamada de interior desse poliedro.
Dizemos que um poliedro é convexo se o seu interior é convexo.

Ezxemplo 4. Sao poliedros convexos:

Exemplo 5. E um poliedro nio-convexo:

mmmmmmmmmm = o mmm




Definicao 4. Um poliedro convexo é regular se suas faces sao poligonos regulares iguais e em todos os
vértices concorrem o mesmo nimero de arestas.

Teorema 1. (Teorema de Euler) Em todo poliedro convexo com V vértices, A arestas e F faces vale a
relagao

V-A4+F=2
Teorema 2. Ezxistem apenas § poliedros convexos regulares.

Demonstra¢do: Seja n o numero de lados de cada face e seja p numero de arestas que concorrem em
cada vértice. Temos, entdo, 2A = nF = pV, ou

F
A= n—f eV =""
2 D
Substituindo na relagdo de Euler, obtemos
F F
oo +F=2
P 2
4
S
2p+ 2n — pn
Devemos ter 2p + 2n — pn > 0, ou seja,

2n
n—2

Como p > 3, chegamos a n < 6. As possibilidades sdo, entdo, as seguintes:

> p.

p =3 — F =4 (tetraedro)
n=3—F=———{ p=4— F =8 (octaedro)

6-p p=5— F =20 (icosaedro)
2p
n:4—>F=4——>p:3—>F:6(cubo)
-Pp
4p
n:5—>F:10 3 — p=3— F =12 (dodecaedro)
—9p



Capitulo 4

Relacao de Euler

Conhecemos a chamada relacao de Euler
V+F=A+2

na qual, V é o nimero de vértice, F' o numero de faces e A o nimero de arestas do poliedro.
Mas essa relagdao sempre é valida?

Essa relacao foi descoberta e demonstrada pelo matematico suico Leonhard Euler por isso recebe
esse nome.

Ezemplo 6. Quantas arestas e quantos vértices tem um poliedro convexo de 20 faces, todas triangulares?
Determinemos o nimero A de arestas.
Nas 20 faces triangulares temos 20 - 3 = 60 arestas. Nesse calculo, cada aresta, por ser comum a duas
faces, foi contada duas vezes, ou seja:

Temos FF =20e A = 30.
Da relagao de Euler, V 4+ F = A + 2, vem:

V4+20=30+2=V =12

Exercicio 1. (Uniube - MG) Um poliedro convexo é formado por 6 faces quadrangulares e 8 triangulares.
O nimero de vertices desse poliedro é:

(a) 8
(b) 10
(c) 12
(d) 16
(e) 24

Exercicio 2. (UFPel - RS) Quando Jodo entrou na sala do professor fez uma observacgao sobre a beleza
do objeto de vidro que estava sobre os papéis do mestre. Este, nao resistindo & tentacao de propor um
problema, caracteristica do matematico, apresentou ao aluno a seguinte questao:

Calcule o nimero de arestas e vértices deste peso de papel, que é um poliedro convexo de seis faces
quadrangulares e duas hexagonais.



Exercicio 3. (Cesgranrio) Um poliedro convexo é formado por quatro faces triangulares, duas faces
quadradas e uma face hexagonal. O numero de vértices desse poliedro é:

(a) 6
(b) 7
(c) 8
(d) 9
(e) 10

Exercicio 4. (Mack - SP) Um poliedro convexo tem 15 faces e de dois de seus vértices partem cinco
arestas, de quatro outros partem 4 arestas e dos restantes partem 3 arestas. Calcular o ntimero de arestas
do poliedro.

Exercicio 5. (Mack - SP) Determine o ntimero de vértices de um poliedro que tem trés faces triangulares,
uma face quadrangular, uma pentagonal e duas hexagonais.

Exercicio 6. (UF - AM) O namero de faces de um poliedro convexo de 22 arestas ¢ igual ao namero
de vértices. Entao o numero de faces do poliedro é:

(a) 6
(b) 8
(c) 10
(d) 11
(e) 12

Exercicio 7. Uma bola de futebol foi feita a partir de um poliedro convexo composto de 32 faces
regulares: 12 pentagonais e 20 hexagonais. Determine o niimero de arestas e o ntimero de vértices desse
poliedro.

Exercicio 8. Calcule o nimero de vértices de um poliedro convexo sabendo que o nimero de arestas
excede o niamero de faces de 8 unidades.

Exercicio 9. Sabe-se que de cada um dos 16 vértices de um poliedro convexo saem 3 arestas. Determine
os numeros de arestas e faces desse poliedro.

Exercicio 10. Determine o numero de vértices de um dodecaedro regular, sabendo que suas faces sao
pentagonais.

4.1 Caleidociclos.

A palavra Caleidociclo tem origem grega: kalds [belo] + eidos [forma] + kyklos [ciclos] e o termo
Caleidociclo apareceu pela primeira vez no livro de Scahttschneider y Wallace (1977). Em sua esséncia,
um Caleidociclo ou anel rotativo de tetraedros isosceles, € um divertido origami, formado por uma cadeia
fechada de piramides giratorias (o anel gira até voltar ao ponto de origem). Ao girar os Caleidociclos de
dentro para fora ou de fora para dentro, apresentam-se ciclos de figuras diferentes. Existem Caleidociclos
de diferentes tipos: quadrados, hexagonais e contorcidos.

Para montar um caleidocilo siga os seguintes passos:

Voceé vai precisar: régua, tesoura, lapis, borracha, cola e cartolina (ou qualquer papel um pouco mais
grosso que o comum).

Primeiro desenhe um dos moldes a seguir na cartolina (L é o valor do lado que vocé vai escolher, por
praticidade tome um valor de L maior ou igual que 4cm).



4 _.-.'_x___.-'_.- s _.-""'
E
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Recorte segundo a linha de traco forte.

Nas linhas de traco fino vocé fard dobraduras. Dobre sempre uma para dentro e uma para fora. Um
detalhe pratico: antes de dobrar convém vincar a cartolina.

Apos as dobraduras, a parte hachurada do desenho recebera cola, ficando, por isso, dentro do calei-
dociclo.

Agora forme um elo, articulando o primeiro tetraedro com o tltimo.

Espere a cola secar e o seu Caleidociclo esta pronto.
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